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Загрязнение окружающей среды является одной из важнейших проблем совре-

менности, поскольку вызывает ухудшение здоровья людей, деградацию флоры и

фауны, а также угнетение растительности. Для изучения и прогнозирования про-

цесса распространения вредных веществ в приземном слое атмосферы разработана

математическая модель, учитывающая: убыль концентрации загрязняющих веществ

в атмосфере за счет разложения и фотохимической трансформации; изменение ро-

зы ветров во времени и в зависимости от орографии местности; изменение коэф-

фициента диффузии и коэффициента турбулентного перемешивания по вертикали

при устойчивой и неустойчивой стратификации. Модель основана на основных зако-

нах гидромеханики, таких как сохранение массы, количества движения и импульса.

Кроме того, используется методика расчета, которая учитывает гидродинамические

факторы погоды и климата, такие как захват аэрозольных частиц растениями, вза-

имодействие с землей, изменение скорости и направления ветра, а также коэффи-

циента турбулентности по высоте и горизонтали. Для обеспечения высокого поряд-

ка точности и устойчивости разностных схем применяется полунеявная конечно-

разностная схема и метод “прямых” для интегрирования поставленной задачи.
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1 Введение
Как показала практика строительство и запуск промышленных объектов без уче-

та санитарной нормы атмосферного бассейна также нарушает дисбаланс региона и
прилегающий к ней территории приводит к негативным последствиям. Задача об
оценке загрязнения атмосферы и подстилающей поверхности загрязняющими веще-
ствами, размещения промышленных предприятий с соблюдением санитарных норм,
определения количества взвешенных частиц над регионом, выпавших частиц на под-
стилающую поверхность и прогнозирования распространения их в окружающую сре-
ду и приземном слое атмосферы являются актуальными проблемами охраны окру-
жающей среды.

Для решения текущих проблем требуется эффективные математические модели
с учётом изменения гидродинамических факторов, на основе которых создадутся
вычислительные алгоритмы и программные средства. Результативное решение этих
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задач способствует формированию новых представлений в научных аспектах иссле-
дования экосистем.

Как нам известно, в окружающую среду большая часть вредных загрязняющих
веществ поступают через атмосферу, на распространение которых оказывают воздей-
ствие орографические особенности местности, метеорологические условия, в первую
очередь ветер и температурная стратификация. Для оценки и прогнозирования ме-
теорологических ситуаций и экологического состояния территорий данных наблюде-
ний часто бывает недостаточно. На основе этого применение методов математиче-
ского моделирования является одним из эффективных средств изучения и прогноза
атмосферных циркуляций и расчета переноса загрязняющих примесей в атмосфе-
ре [1]. Метеорологические условия значительно влияют на накопление и рассеива-
ние загрязняющих веществ в городах и промышленных зонах. Основные факторы –
скорость и направление ветра, температура, влажность – определяют концентрации
примесей в воздухе. При одинаковых выбросах загрязнение воздуха может суще-
ственно различаться из-за погодных условий [2].

Автор [3] изучил влияние метеорологических параметров на распространение
вредных частиц выброшенные автомобильными транспортами на небольшие расстоя-
ния, в котором определено наиболее значимость ветра и относительной влажности, а
также характер воздушных масс. Направление ветра влияет на суточные изменения
CO, PM10, 𝑆𝑂2 и 𝑁𝑂2; при слабом ветре автомобильные загрязнители достигают вы-
сокую концентрацию; увеличение РМ в воздухе происходит при высоких скоростях
ветра способствующее поднятию пыли, песка. Ветер и влажность играют решающую
роль в распространении загрязняющих веществ, причем слабый ветер способствует
их накоплению, а высокая влажность – вертикальному перемещению. Вторичные за-
грязнители, такие как озон, формируются более активно при низкой влажности и
высокой температуре [4].

В работе [5] рассмотрены источники влаги в выбросах дымовых газов от угольной
электростанции и влияние дымовых газов высокой влажности на окружающую сре-
ду. Выбросы дымовых газов с высокой влажностью увеличивают общую влажность
в нижних слоях атмосферы, что препятствует рассеиванию загрязняющих веществ и
может даже оказывать влияние на локальный климат вблизи электростанции. Высо-
кая влажность неблагоприятно сказывается на рассеивании загрязняющих веществ,
в частности является одним из важных факторов, вызывающих длительное смоговое
загрязнение. Она приводит к вторичному превращению атмосферных загрязнителей,
активирует образование аэрозолей и способствует их увлажнению, что ухудшает ат-
мосферную видимость.

В исследовании [6] изучены характеристики загрязнения воздуха синоптической
циркуляции в мегаполисе Пекин. Анализ взаимосвязи между схемой циркуляции и
качеством воздуха в период контроля выбросов показывает, что 9 типов погодной
циркуляции (ПЦ) являются основными факторами суточных колебаний концентра-
ций загрязняющих веществ над Пекином и его окрестностями.

Метеорологические условия оказывают существенное влияние на концентрацию и
распространение загрязняющих веществ в атмосфере. Среди них температура возду-
ха и локальные ветровые условия играют ведущую роль, в то время как относитель-
ная влажность и атмосферное давление оказывают менее значительное влияние [7].
Климатические факторы также влияют на производительность фотоэлектрических
модулей: температура, влажность, скорость ветра и накопление пыли могут снижать
их эффективность. При этом само изменение климата влияет на уровень пылевого
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загрязнения [8]. Исследования [9] показывают, что скорость ветра и наличие зданий
существенно изменяют структуру воздушных потоков, что сказывается на транспор-
тировке загрязняющих веществ. Температурная стратификация играет решающую
роль в формировании вихревых потоков в уличных каньонах и определяет направле-
ние и интенсивность переноса загрязнителей. В нестабильных условиях турбулент-
ность усиливается, что способствует рассеиванию загрязняющих веществ, в то время
как в стабильных условиях их концентрация увеличивается из-за замедленного обме-
на воздуха. Анализ показал, что турбулентные потоки на верхних плоскостях зданий
способствуют дисперсии загрязняющих веществ, а их поперечный перенос преимуще-
ственно определяется конвективными процессами. В целом, турбулентность играет
ведущую роль в рассеивании загрязнителей, однако при определенных условиях воз-
можна их аккумуляция в уличных каньонах и подветренных зонах.

В работе [12] исследовано взаимосвязь между атмосферной стабильностью, уров-
нем загрязнения воздуха и распространением COVID-19, в результате определено,
что в городах с низкой скоростью ветра и высокой атмосферной стабильностью за-
грязняющие вещества, такие как озон (𝑂3) и твердые частицы (PM), плохо рассе-
иваются. Атмосферная стабильность и плохое рассеивание загрязняющих веществ
могут усугублять распространение COVID-19, что делает учет экологических фак-
торов важным для общественного здравоохранения.

В работе [13] описано влияние основных факторов на рассеивание примесей в
условиях непрерывных и нестабильных выбросов. Показано, что наибольшее влияние
на распределение концентрации опасных веществ в атмосферном воздухе оказывают:
характеристики источника (тип источника, режим и условия выброса), метеороло-
гические характеристики, характеристики загрязняющего вещества, характеристики
земной поверхности прилегающей территории.

Ли Чжао и др. [14] представили временной ряд мониторинга массовых концен-
траций концентраций PM2.5 внутри и снаружи помещения в естественно проветри-
ваемом офисном здании с закрытыми окнами. По результатам анализа определено
тесная связь скорости ветра и относительной влажности для внутреннего и внеш-
него соотношения, а влияние температуры наружного воздуха на это соотношение
практически незначительно.

Авторами [15] определено, что относительная влажность способствует увеличе-
нию концентрации частиц в атмосфере, которое происходит при естественном оса-
ждении твердых частиц, поскольку частицы влаги сцепляются с PM. В суточном
временном масштабе температура показывает отрицательную корреляцию с тверды-
ми частицами.

Работа [16] показывает, что при низких скоростях ветра наблюдались более высо-
кие значения взвешенных частиц PM10, а также смещение загрязняющих веществ в
соответствии с текущим направлением ветра или их локальное сохранение в течение
более длительного времени на одной территории.

Авторы [17] рассмотрели разные факторы распространения загрязняющих ве-
ществ в пограничном слое атмосферы, где внимание уделено физическим свойствам
вредных мелкодисперсных частиц. Подчеркивают, что на распространение загрязня-
ющих веществ существенно влияют адвекция, турбулентное перемешивание и диф-
фузия, имеет важность тип пограничного слоя, а в работах [18, 19] представлена
математическая модель распространения вредных веществ в пограничном слое ат-
мосферы с учетом рельефа местности и особенностей подстилающей поверхности,
выраженная с помощью системы дифференциальных уравнений в частных произ-
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водных и соответствующих им начальное и граничные условия. Уравнения движе-
ния многокомпонентного воздуха, уравнения для расчета давления и тепловой поток
для газа и конденсата.

Автор [20] обсуждает, обобщает личный и других опыт применения различных
методов прогнозирования процесс переноса и диффузия загрязняющих веществ в по-
граничном слое атмосферы таких, как методы Эйлера-Эйлера и Эйлера-Лагранжа.
Рассмотренные тематические исследования представляют перенос аэрозолей над оке-
анами, рассеивание загрязняющих веществ в приземном слое атмосферы, воздей-
ствие гидрометеоров на городские пологи.

В статье [21] рассматривается острая проблема рассеивания вредных примесей в
атмосферы промышленных объектов с учетом точечных источников и факторов фо-
тохимические изменения. Сопряженные уравнения используются для усвоения дан-
ные о загрязнителях в правую часть уравнений переноса. Граничные условия ос-
нованы на глобальных моделях, таких как исследования и прогнозирование погоды
(WRF) и система комплексного моделирования состава атмосферы (SILAM), адап-
тированные к уникальным характеристикам загрязняющих веществ промышленного
города.

В работах [22–24] изучено осаждение частиц в атмосфере и приведен анализ как
ламинарных, так и турбулентных процессов переноса частиц, с акцентом на фи-
зические механизмы их движения. Учтены различные факторов осаждения, таких
как броуновская и турбулентная диффузия, гравитация, термофорез, турбофорез и
электрические силы.

Как показывает реальность, при анализе функционирования и прогнозирования
процесса распространения вредных веществ в атмосфере необходимо: во-первых,
учитывать изменение скоростей перемещения аэрозольных выбросов в атмосфере по
трем направлениям, то есть по вертикали, по направлению скорости потока и откло-
няющий от них со временем; во-вторых, изменение коэффициента диффузии и коэф-
фициента турбулентного перемешивания по вертикали при устойчивой и неустойчи-
вой стратификации; в третьих, изменения роза ветров со временем и в зависимости от
орографии местности; в четвертых, учет фазового перехода субстанции за счет изме-
нения температурного режима в слоях атмосферы и место нахождение аэрозольных
источников.

С целью учета указанных выше факторов для прогнозирования и предотвращение
от нежелательных экологических последствий рассматриваемого региона, необходи-
мо создать эффективный инструмент математическую модель (ММ) и численный
алгоритм, реализуемый в виде программно-инструментального комплекса для про-
ведения вычислительного эксперимента на ЭВМ.

2 Постановка задачи

Для исследования и прогнозирования процесса распространения, аэрозольных
выбросов в атмосферу с учетом указанных выше факторов разработана математиче-
ская модель и численный алгоритм распространения вредных веществ в атмосфере
описываемые уравнением переноса и диффузии, основанная на законе сохранения
массы, количества движения с учетом основного фактора убыль концентрации за-
грязняющих веществ в атмосфере за счет разложения и фотохимической трансфор-
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(4)

κ(𝑧)
𝜕𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑛
= −𝜛𝑔 sin 𝜍𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)+

+𝛽𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) − 𝑓0(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡); на Gpz,
(5)

κ(𝑧)
𝜕𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧
= 0; на L𝑧, (6)

которая решается в области D = (0 < x < L𝑥; 0 < y < L𝑦; 0 < z < L𝑧; t > 0).
Здесь 𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) – количество распространяющегося вещества, 𝑡 – время, 𝑥, 𝑦, 𝑧

– координаты, 𝑢, 𝑣, 𝑤 – составляющие скорости ветра по направлениям 𝑥, 𝑦, 𝑧 соот-
ветственно, 𝑤𝑔 – скорость осаждения частицы, 𝜛𝑔 – скорости прилипания частиц
на поверхности земли, κ – коэффициент турбулентного перемешивания, 𝜈– коэффи-
циент диффузии, 𝛼, 𝜎 – соответственно коэффициент захвата частиц растительно-
стью и поглощения в атмосфере за счет влаги, 𝜍 – угол наклона поверхности земли,
𝜂1, 𝜂2, 𝜂3, 𝜂4 – параметры для приве-дение граничных условий в размерный вид, 𝛽 – ко-
эффициент взаимодействия с подстилающей поверхностью, 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) – суммарная
мощность источников, 𝑓0(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) – количество аэрозольных частиц отрывающиеся
от шероховатости земной поверхности в результате роста скоростей воздушной массы
атмосферы на шероховатую поверхность земли, Φ𝑟 – убыль концентрации загрязня-
ющих веществ в атмосфере за счет разложения и фотохимической трансформации.

Из краевых условий (3)-(4) следует, что происходит обмен концентраций взве-
шенных частиц в атмосфере на границах, а граничное условие (6) означает, что за
пределами высоты 𝑧 = 𝐿𝑧 не происходит перенос и диффузия аэрозольных выбросов
в атмосфере.

Обмен концентраций аэрозолей между приземным слоем и атмосферой реализу-
ется условием (5), где учитывается угол наклона поверхности и количества частиц
вновь попадающих в атмосферу в зависимости от скорости вертикального потока
воздушной массы, а источники выбросов загрязняющих веществ в приземном слое
атмосферы зависят от времени и пространственных координат.
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Как видно из постановки задачи, для численного решения необходимо задать
основные параметры и их законы изменения. Исходя из сказанного выше, 𝑢, 𝑣, 𝑤,κ, 𝜇
будем определять в виде степенных функций [1]:

u(z, t) = |𝑉1| (
z

z1
)𝑛 cos 𝜉, 𝑣(𝑧, 𝑡) = |V1| (

z

z1
)𝑛,

𝑤(𝑧, 𝑡) = |V1| (
z

z1
)𝑛sin𝜉,κ(z, t) = κ0(𝑧, 𝑡) + κ(𝑧, 𝑡), 𝜇(𝑧, 𝑡) = 𝜇 |𝑉1| ,

где |v1| – модуль скорости ветра при 𝑧 = 1 м.

При таких случаях изменения, составляющих скорости ветра близко к логариф-
мическому закону, а профиль коэффициента турбулентности в пограничном слое
изменяются в соответствии от температурной стратификации, а коэффициент диф-
фузии растет с увеличением скорости ветра.

Для учета скорости и направления ветра в (1)-(6) введем вспомогательные функ-

ции Vn = 𝑣(𝑧2)/𝑈(𝑧), 𝑈(𝑧) =
√︁
𝑢(𝑧)2 + 𝜐(𝑧)2 и умножая обе части уравнения (1) на

𝑣(𝑧2)/𝑈(𝑧) получим

𝑣(𝑧2)

𝑈(𝑧)

𝜕𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡
+
𝑣(𝑧2)

𝑈(𝑧)
𝑢
𝜕𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑥
+

+
𝑣(𝑧2)

𝑈(𝑧)
𝑣
𝜕𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑦
+
𝑣(𝑧2)

𝑈(𝑧)
(𝑤 − 𝑤𝑔)

𝜕𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧
+

+
𝑣(𝑧2)

𝑈(𝑧)
(𝜎 + 𝛼 + Φ𝑟)𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =

=
𝑣(𝑧2)

𝑈(𝑧)
𝜇

(︂
𝜕2𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑦2

)︂
+

+
𝑣(𝑧2)

𝑈(𝑧)

𝜕

𝜕𝑧
(κ(𝑧)

𝜕𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧
) +

𝑣(𝑧2)

𝑈(𝑧)
𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

(7)

или

𝑉𝑛
𝜕𝜃

𝜕𝑡
+ 𝑣(𝑧2) cos 𝜍(𝑧)

𝜕𝜃

𝜕𝑥
+ 𝑣(𝑧2) sin 𝜍(𝑧)

𝜕𝜃

𝜕𝑦
+ 𝑉𝑛(𝑤 − 𝑤𝑔)

𝜕𝜃

𝜕𝑧
+

+𝑉𝑛(𝜎 + 𝛼 + Φ𝑟)𝜃 = 𝑣(𝑧2)𝜇

(︂
𝜕2𝜃

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜃

𝜕𝑦2

)︂
+

+𝑉𝑛
𝜕

𝜕𝑧
(κ(𝑧)

𝜕𝜃

𝜕𝑧
) + 𝑉𝑛𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡).

(8)

Здесь

𝑢(𝑧) = 𝑣(𝑧) cos𝛼(𝑧); 𝑣(𝑧) = 𝑣(𝑧2) sin𝛼(𝑧);

𝑢(𝑧)
𝑣(𝑧2)

𝑣(𝑧)
= 𝑣(𝑧) cos𝛼(𝑧)

𝑣(𝑧2)

𝑣(𝑧)
= 𝑣(𝑧2) cos𝛼(𝑧);

𝜐(𝑧)
𝑣(𝑧2)

𝑣(𝑧)
= 𝑣(𝑧2) sin𝛼(𝑧).

3 Методы решения
Для решения поставленной задачи (1)-(5) воспользуемся моно-тонной полу неяв-

ной схемой, то есть в уравнении (1) члены, 𝜕𝜃
𝜕x
,𝜕𝜃
𝜕𝑦

берутся из предыдущего момента
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времени 𝑡 = 𝑡𝑛, остальные члены в момент времени 𝑡 = 𝑡𝑛 + 1 и получим:

𝑉𝑛
𝜃𝑛+1 − 𝜃𝑛

∆𝑡
+ 𝑉𝑛(𝑤 − 𝑤𝑔)

𝜕𝜃𝑛+1

𝜕𝑧
+ 𝑉𝑛(𝜎 + 𝛼 + Φ𝑟)𝜃

𝑛+1 =

= 𝑣(𝑧2)𝜇

(︂
𝜕2𝜃𝑛+1

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜃𝑛+1

𝜕𝑦2

)︂
+ 𝑉𝑛

𝜕

𝜕𝑧
(κ(𝑧)

𝜕𝜃𝑛+1

𝜕𝑧
)+

+𝑉𝑛𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)
𝑛+1 + 𝐹 𝑛;

(9)

где

𝐹 𝑛 = 𝑣(𝑧2) cos𝛼(𝑧)
𝜕𝜃𝑛

𝜕𝑥
+ 𝑣(𝑧2) sin𝛼(𝑧)

𝜕𝜃𝑛

𝜕𝑦
.

Из (8) видно, что все коэффициенты уравнения не зависят от 𝑥, 𝑦 и, следователь-
но, для решения его можно применить метод прямых [1, 2].
В дальнейшем, отпуская верхний индекс (𝑛+ 1) и введя сетку по 𝑥 и 𝑦

𝜔𝑥 = (𝑥𝑖 = 𝑖ℎ𝑥, 𝑖 = 0, 1, 2, 3, ..., 𝑁1 + 1, ℎ𝑥 =
𝐿𝑥

(𝑁1 + 1)
),

𝜔𝑦 = (𝑦𝑘 = 𝑘ℎ𝑦, 𝑘 = 0, 1, 2, 3, ..., 𝑁2 + 1, ℎ𝑘 =
𝐿𝑦

(𝑁2 + 1)
),

записывая уравнение при 𝑥 = 𝑥𝑖 получим разностную систему линейных алгебраи-
ческих уравнений 𝑁1 − 20 порядка.

𝑉𝑛(𝑧)

∆𝑡
𝜃𝑖 + 𝑉𝑛(𝑧)(𝑤 − 𝑤𝑔)

𝜕𝜃𝑖
𝜕𝑧

+ 𝑉𝑛(𝑧)(𝜎 + 𝛼 + Φ𝑟)𝜃𝑖 =

= 𝑉 (𝑧2)𝜇
𝜃𝑖−1 − 2𝜃𝑖 + 𝜃𝑖+1

ℎ𝑥
2 + 𝑉𝑛(𝑧)𝜇

𝜕2𝜃𝑖
𝜕𝑦2

+

+𝑉𝑛(𝑧)
𝜕

𝜕𝑧
(κ(𝑧)

𝜕𝜃𝑖
𝜕𝑧

) + 𝑉𝑛(𝑧)𝑓(𝑥𝑖, 𝑦, 𝑡)− (𝐹𝑖 +
𝑉𝑛(𝑧)

∆𝑡
𝜃𝑖)

(10)

или
𝑉𝑛(𝑧)

∆𝑡
𝜃𝑖 + 𝑉𝑛(𝑧)(𝑤 − 𝑤𝑔)

𝜕𝜃𝑖
𝜕𝑧

+

+𝑉𝑛(𝑧)(𝜎 + 𝛼 + Φ𝑟)𝜃𝑖 = 𝑉 (𝑧2)𝜇
𝑀1

ℎ𝑥
2 𝜃𝑖 + 𝑉𝑛(𝑧)𝜇

𝜕2𝜃𝑖
𝜕𝑦2

+

+𝑉𝑛(𝑧)
𝜕

𝜕𝑧
(κ(𝑧)

𝜕𝜃𝑖
𝜕𝑧

) + 𝑉𝑛(𝑧)𝑓(𝑥𝑖, 𝑦, 𝑡)− (𝐹𝑖 +
𝑉𝑛(𝑧)

∆𝑡
𝜃𝑖).

(11)

Здесь

𝑀1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−2 1 0 . . . 0 0
1 −2 1 0 . . . 0
0 1 −2 1 . . . 0
. . . . . . . .
0 0 . . . 0 1 −2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Из свойства матрицы𝑀1 известно, что она является матрицей простой структуры
и ее можно представить в виде𝑀1 = 𝐵1𝜆𝐵

*
1 , 𝜆1 = 𝐵*

1𝑀1𝐵1; 𝐵
−1
1 = 𝐵*

1 , 𝜆1- диагональ-
ная матрица, элементы которой является собственными значениями матрицы𝑀1,

𝜆1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆1,𝑖 0 0 . . . 0 0
0 𝜆2,𝑖 0 . . . 0 0
0 0 𝜆3,𝑖 . . . 0 0
. . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 𝜆𝑁1,𝑖

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,
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𝜆1,𝑖 и элементы матрицы 𝐵1 вычисляются формулами

𝜆1,𝑖 = −2

(︂
1− cos

𝑖𝜋

𝑁1 + 1

)︂
; 𝑏1,𝑖,𝑗 = (−1)𝑖+𝑗

√︂
2

𝑁1 + 1
sin

𝑖𝑗𝜋

𝑁1 + 1
; (𝑖, 𝑗 = 1𝑁1).

Умножая уравнение (10) слева на матрицу 𝐵*
1 и обозначая, 𝐵

*
1𝜃𝑖 = 𝜃

(1)
𝑖 ; получим:

𝑉𝑛(𝑧)

∆𝑡
𝜃
(1)
𝑖 + 𝑉𝑛(𝑧)(𝑤 − 𝑤𝑔)

𝜕𝜃
(1)
𝑖

𝜕𝑧
+ 𝑉𝑛(𝑧)(𝜎 + 𝛼 + Φ𝑟)𝜃

(1)
𝑖 =

= 𝜓2
𝑖 𝜃

(1)
𝑖 + 𝑣(𝑧2)𝜇

𝜕2𝜃
(1)
𝑖

𝜕𝑦2
+

+𝑉𝑛(𝑧)
𝜕

𝜕𝑧
(κ(𝑧)

𝜕𝜃
(1)
𝑖

𝜕𝑧
) + 𝑉𝑛(𝑧)𝑓(𝑥𝑖, 𝑦, 𝑡)− (𝐹𝑖 +

𝑉𝑛(𝑧)

∆𝑡
𝜃
(1)

𝑖 );

(12)

где 𝜓2
𝑖 = −𝜆1,𝑖𝑣(𝑧2)𝜇

ℎ2
𝑥

.

В уравнение (11) дифференциальные операторы по Оy также заменяя на конечно-
разностную и получим:

𝑉𝑛(𝑧)

∆𝑡
𝜃
(1)
𝑖,𝑘 + 𝑉𝑛(𝑧)(𝑤 − 𝑤𝑔)

𝜕𝜃
(1)
𝑖,𝑘

𝜕𝑧
+ 𝑉𝑛(𝑧)(𝜎 + 𝛼 + Φ𝑟)𝜃

(1)
𝑖,𝑘 =

= 𝜓2
𝑖 𝜃

(1)
𝑖,𝑘 + 𝑣(𝑧2)𝜇

𝑀2

ℎ2𝑦
𝜃
(1)
𝑖,𝑘+

+𝑉𝑛(𝑧)
𝜕

𝜕𝑧
(κ(𝑧)

𝜕𝜃
(1)
𝑖,𝑘

𝜕𝑧
) + 𝑉𝑛(𝑧)𝑓

(1)(𝑥𝑖, 𝑦𝑘, 𝑡)− (𝐹 (1)
𝑖,𝑘

+
𝑉𝑛(𝑧)

∆𝑡
𝜃
(1)

𝑖,𝑘 );

(13)

где 𝑀2 является трехдиагональная матрицей с диагональным преобладанием:

𝑀2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−2 1 0 . . . 0 0
1 −2 1 0 . . . 0
0 1 −2 1 . . . 0
. . . . . . . .
0 0 . . . 0 1 −2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
и ее можно представить в виде 𝑀2 = 𝐵2𝜆2𝐵

*
2 ; 𝐵

−1
2 = 𝐵*

2 .

Умножая уравнение (12) слева на матрицу 𝐵*
2 и обозначая, 𝐵

*
2𝜃

(1)
𝑖,𝑘 = 𝜃

(2)
𝑖,𝑘 ; получим:

𝑐
𝑉𝑛(𝑧)

∆𝑡
𝜃
(2)
𝑖,𝑘 + 𝑉𝑛(𝑧)(𝑤 − 𝑤𝑔)

𝜕𝜃
(2)
𝑖,𝑘

𝜕𝑧
+ 𝑉𝑛(𝑧)(𝜎 + 𝛼 + Φ𝑟)𝜃

(2)
𝑖,𝑘 = (𝜓2

𝑖 + 𝜐2𝑘)𝜃
(2)
𝑖,𝑘+

+𝑉𝑛(𝑧)
𝜕

𝜕𝑧
(κ(𝑧)

𝜕𝜃
(2)
𝑖,𝑘

𝜕𝑧
) + 𝑉𝑛(𝑧)𝑓

(2)(𝑥𝑖, 𝑦𝑘, 𝑡)− (𝐹 (2)
𝑖,𝑘

+
𝑉𝑛(𝑧)

∆𝑡
𝜃
(2)

𝑖,𝑘 );

(14)

где

𝜐2𝑘 =
𝜆2,𝑘𝑣(𝑧2)𝜇

ℎ2𝑦
; 𝜆2,𝑘 = −2

(︂
1− cos

𝑘𝜋

𝑁2 + 1

)︂
;

𝑏2,𝑖,𝑘 = (−1)𝑖+𝑘

√︂
2

𝑁2 + 1
sin

𝑖𝑘𝜋

𝑁2 + 1
(𝑖, 𝑘 = 1 𝑁2 ).
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После некоторого преобразования и с учетом краевых условий получим:

𝑉𝑛(𝑧)
𝜕

𝜕𝑧

(︃
κ(𝑧)

𝜕𝜃
(2)
𝑖,𝑘

𝜕𝑧

)︃
+ 𝑉𝑛(𝑧)(𝑤 − 𝑤𝑔)

𝜕𝜃
(2)
𝑖,𝑘

𝜕𝑧
+

+𝑉𝑛(𝑧)(𝜎 + 𝛼 + Φ𝑟)𝜃
(2)
𝑖,𝑘 + 𝑉𝑛(𝑧)

1

∆𝑡
)𝜃

(2)
𝑖,𝑘 = (𝜓2

𝑖 + 𝜐2𝑘)𝜃
(2)
𝑖,𝑘+

+𝑉𝑛(𝑧)𝑓
(2)(𝑥𝑖, 𝑦𝑘, 𝑡)− (𝐹𝑖

(2)
𝑘 +

𝑉𝑛(𝑧)

∆𝑡
𝜃
(2)

𝑖,𝑘 );

(15)

κ
𝜕𝜃

(2)
𝑖,𝑘

𝜕𝑧
+ 𝜔𝑔𝜃

(2)
𝑖,𝑘 = 𝛽2

𝑘𝜃
(2)
𝑖,𝑘 − 𝐹

(2)
𝑖,𝑘 . (16)

Здесь 𝐹
(2)
𝑖,𝑘 вычисляется с помощью формулы:

𝐹
(2)
𝑖,𝑘 = 𝑉 (𝑧2) cos𝛼(𝑧)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜃
(2)
𝑖−1,𝑘 − 𝜃

(2)
𝑖,𝑘

ℎ𝑥
, cos𝛼(𝑧) ⩾ 0

𝜃
(2)
𝑖+1,𝑘 − 𝜃

(2)
𝑖,𝑘

ℎ𝑥
, cos𝛼(𝑧) < 0

+

+𝑉 (𝑧2) sin𝛼(𝑧)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜃
(2)
𝑖,𝑘−1 − 𝜃

(2)
𝑖,𝑘

ℎ𝑦
, sin𝛼(𝑧) ⩾ 0;

𝜃
(2)
𝑖,𝑘+1 − 𝜃

(2)
𝑖,𝑘

ℎ𝑦
, sin𝛼(𝑧) < 0.

Итак, получено обыкновенное дифференциальное уравнение с соответствующими
краевыми условиями описывающий процесс распространения аэрозольных частиц по
вертикальному направлению, относительно переменной 𝑧.

Для решения полученной задачи введем сетку по 𝑧 𝜔𝑧 = (𝑧𝑗 = 𝑧𝑗−1 + ℎ𝑧,) (𝑗 =
= 2, 3, 4, ., ℎ𝑧𝑗 = ℎ𝑧1 , ℎ𝑧2 , ) и заменив дифференциальный оператор разностным:

(︃
𝜕𝜃

(2)
𝑖,𝑘

𝜕𝑧

)︃
𝑗

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜃
(2)
𝑖,𝑘,𝑗−1 − 𝜃

(2)
𝑖,𝑘,𝑗

ℎ𝑧,𝑗
, (𝑤 − 𝑤𝑔) ⩾ 0;

𝜃
(2)
𝑖,𝑘,𝑗 − 𝜃

(2)
𝑖,𝑘,𝑗+1

ℎ𝑧,𝑗+1

, (𝑤 − 𝑤𝑔) < 0;

𝜕

𝜕𝑧

(︃
κ(𝑧)

𝜕𝜃
(2)
𝑖,𝑘

𝜕𝑧

)︃
=

κ(𝑧𝑗−0,5)
ℎ𝑧,𝑗+1+ℎ𝑧,𝑗

2
ℎ𝑧,𝑗

𝜃
(2)
𝑖,𝑘,𝑗−1−

−
(︂
κ(𝑧𝑗−0,5)

ℎ𝑧,𝑗
+

κ(𝑧𝑗+0,5)

ℎ𝑧,𝑗+1

)︂
𝜃
(2)
𝑖,𝑘,𝑗

ℎ𝑧,𝑗+ℎ𝑧,𝑗+1

2

+
κ(𝑧𝑗+0,5)𝜃

(2)
𝑖,𝑘,𝑗+1

ℎ𝑧,𝑗+ℎ𝑧,𝑗+1

2
ℎ𝑧,𝑗+1

и получим:

𝑎𝑗𝜃
(2)
𝑖,𝑘,𝑗−1 − 𝑏𝑗𝜃

(2)
𝑖,𝑘,𝑗 + 𝑐𝑗𝜃

(2)
𝑖,𝑘,𝑗+1 +

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑑1
ℎ𝑧,𝑗

𝜃
(2)
𝑖,𝑘,𝑗−1 − 𝜃1𝜃

(2)
𝑖,𝑘,𝑗

𝑑2
ℎ𝑧,𝑗

𝜃
(2)
𝑖,𝑘,𝑗+1 − 𝑑2𝜃

(2)
𝑖,𝑘,𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒(𝑤 − 𝑤𝑔) ⩾ 0

(𝑤 − 𝑤𝑔) < 0
+

+

(︂
𝑉𝑛(𝑧𝑗)

∆𝑡
+ 𝑉𝑛(𝑧𝑗)(𝜎 + 𝛼 + Φ𝑟)𝜃

(2)
𝑖,𝑘,𝑗 − 𝑉𝑛(𝑧𝑗)(𝜓

2
𝑖 + 𝜐2𝑘)𝜇𝑖

)︂
𝜃
(2)
𝑖,𝑘,𝑗 =

= 𝑉𝑛(𝑧𝑗)𝑓
(2)(𝑥𝑖, 𝑦𝑘, 𝑧𝑗, 𝑡𝑛)−

(︂
𝐹

(2)
𝑖.𝑘.𝑗 +

𝑉𝑛(𝑧)

∆𝑡

)︂
𝜃
(2)

𝑖,𝑘,𝑗



66 Таштемирова Н.

или (︀
𝑑1 + 𝑎𝑗

)︀
𝜃
(2) (2)
𝑖,𝑘,𝑗𝑖,𝑘,𝑗−1 −

(︀
𝑑1 + 𝑏𝑗 + 𝑒𝑗

)︀
𝜃
(2) (2)
𝑖,𝑘,𝑗𝑖,𝑘,𝑗+

+𝑐𝑗𝜃
(2) (2)
𝑖,𝑘,𝑗𝑖,𝑘,𝑗 = 𝑉𝑛(𝑧𝑗)𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑘, 𝑧𝑗, 𝑡𝑛)−

−
(︂
𝐹

(2)
𝑖.𝑘.𝑗 +

𝑉𝑛(𝑧)

∆𝑡

)︂
𝜃
(2)
𝑖,𝑘,𝑗

(2)

𝑖,𝑘,𝑗
; при (𝑤 − 𝑤𝑔) ⩾ 0;

𝑎𝑗𝜃
(2)
𝑖,𝑘,𝑗𝑖,𝑘,𝑗−1 −

(︀
𝑑2 + 𝑏𝑗 + 𝑒𝑗

)︀
𝜃
(2) (2)
𝑖,𝑘,𝑗𝑖,𝑘,𝑗 + (𝑑2 + 𝑐𝑗)𝜃

(2) (2)
𝑖,𝑘,𝑗𝑖,𝑘,𝑗 =

= 𝑉𝑛(𝑧𝑗)𝑓
(2)(𝑥𝑖, 𝑦𝑘, 𝑧𝑗, 𝑡𝑛)−

(︂
𝐹

(2)
𝑖.𝑘.𝑗 +

𝑉𝑛(𝑧)

∆𝑡

)︂
𝜃
(2) (2)
𝑖,𝑘,𝑗𝑖,𝑘,𝑗 ; при (𝑤 − 𝑤𝑔) < 0;

где

𝑎𝑗 =
2κ(𝑧𝑗+0,5)

ℎ𝑧,𝑗(ℎ𝑧,𝑗+1 + ℎ𝑧,𝑗)
; 𝑏𝑗 = 2

(︂
κ(𝑧𝑗−0,5)

ℎ𝑧,𝑗
+

κ(𝑧𝑗+0,5)

ℎ𝑧,𝑗+1

)︂
(ℎ𝑧,𝑗 + ℎ𝑧,𝑗+1) ;

𝑐𝑗 =
2κ(𝑧𝑗+0,5)

(ℎ𝑧,𝑗 + ℎ𝑧,𝑗+1)ℎ𝑧,𝑗+1

; 𝑒𝑗 =

(︂
𝑉𝑛(𝑧)

∆𝑡
+ 𝑉𝑛(𝑧)(𝜎 + 𝛼 + Φ𝑟)− 𝑉𝑛(𝑧)𝜇(𝜓

2
𝑖 + 𝜐2𝑘)

)︂
.

Векторная форма поставленной задачи имеет следующий вид:

𝐴𝑗𝜃
(2)
𝑖.𝑘.𝑗−1 −𝐵𝑗𝜃

(2)
𝑖.𝑘.𝑗 + 𝐶𝑗𝜃

(2)
𝑖.𝑘.𝑗+1 = Υ𝑗;

где
𝐴𝑗 = 𝑎𝑗;𝐵𝑗 =

(︀
𝑏𝑗 + 𝑑2 − 𝑒𝑗

)︀
;𝐶𝑗 = (𝑑2 + 𝑐𝑗); при (𝑤 − 𝑤𝑔) < 0;

𝐴𝑗 = (𝑑1 + 𝑎𝑗); 𝐵𝑗 =
(︀
𝑏𝑗 + 𝑑1

)︀
; 𝐶𝑗 = 𝑐𝑗; при (𝑤 − 𝑤𝑔) ⩾ 0;

−→
Υ 𝑗 = 𝑉𝑛(𝑧𝑗)𝑓

(2)(𝑥𝑖, 𝑦𝑘, 𝑧𝑗, 𝑡𝑛)−
(︂
𝐹

(2)
𝑖.𝑘.𝑗 +

𝑉𝑛(𝑧)

∆𝑡

)︂
.

Для аппроксимации краевых условий при 𝑗 = 0 на подстилающую поверхность
земли интегрируем уравнение (15) от нуля до ℎ𝑧,1/2 и получим:

ℎ𝑧,1/2∫︁
0

[𝑉𝑛(𝑧)
𝜕

𝜕𝑧

(︃
κ(𝑧)

𝜕𝜃
(2)
𝑖,𝑘

𝜕𝑧

)︃
− 𝑉𝑛(𝑧)(𝑤 − 𝑤𝑔)

𝜕𝜃
(2)
𝑖,𝑘

𝜕𝑧
−

−(𝑉𝑛(𝑧)
1

∆𝑡
+ 𝑉𝑛(𝑧)(𝜎 + 𝛼 + Φ𝑟))𝜃

(2)
𝑖,𝑘−

−(𝜃
(2)
𝑖,𝑘 (𝜓

2
𝑖 + 𝜐2𝑘))𝑑𝑧 =

ℎ𝑧,1/2∫︁
0

[𝐹
(2)

𝑖,𝑘 ] 𝑑𝑧;

(17)

где

𝐹
(2)

𝑖,𝑘 = 𝑉𝑛(𝑧)𝑓
(2)
0,𝑘 (𝑥𝑖, 𝑦𝑘, 𝑡)− (𝐹 (2)

𝑖,𝑘 +
𝑉𝑛(𝑧)

∆𝑡
𝜃
(2)

𝑖,𝑘 ).

С учетом краевых условий уравнения (15) можно записать в виде:

ℎ𝑧/2∫︁
0

[𝑉𝑛(𝑧)
𝜕

𝜕𝑧

(︃
κ(𝑧)

𝜕𝜃
(2)
𝑖,𝑘

𝜕𝑧

)︃
𝑑𝑧 = (𝑉𝑛(𝑧1/2)[κ(𝑧1/2)

𝜕𝜃
(2)
𝑖,𝑘

𝜕𝑧
)1/2 − κ(𝑧1/2)

𝜕𝜃
(2)
𝑖,𝑘

𝜕𝑧
)0] =

= (𝑉𝑛(𝑧)

[︃
κ(𝑧1/2)

𝜃
(2)
2,𝑘 − 𝜃

(2)
1,𝑘

∆𝑧1
− (𝛽𝑘 − 𝜔𝑔)𝜃

(2)
1,𝑘 + 𝑉𝑛(𝑧1/2)𝑓

(2)
0,𝑘

]︃
;
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ℎ/2∫︁
0

[𝑉𝑛(𝑧)(𝑤 − 𝑤𝑔)
𝜕𝜃

(2)
𝑖,𝑘

𝜕𝑧
)𝑑𝑧 = (𝑉𝑛(𝑧1/4)(𝑤 − 𝑤𝑔)1/4(𝜃

(2)
𝑖,𝑘,1/2 − 𝜃

(2)
𝑖,𝑘,0) =

= 𝑉𝑛(𝑧)(𝑤 − 𝑤𝑔)1/4(
𝜃
(2)
𝑖,𝑘,1 − 𝜃

(2)
𝑖,𝑘,0

2
− 𝜃

(2)
𝑖,𝑘,0) = 𝑉𝑛(𝑧)(𝑤 − 𝑤𝑔)1/4

1

2
(𝜃

(2)
𝑖,𝑘,0 − 𝜃

(2)
𝑖,𝑘,1);

ℎ/2∫︁
0

[𝑉𝑛(𝑧)(𝑤 − 𝑤𝑔)
𝜕𝜃

(2)
𝑖,𝑘

𝜕𝑧
)𝑑𝑧 = (𝑉𝑛(𝑧1/4)(𝑤 − 𝑤𝑔)1/4(𝜃

(2)
𝑖,𝑘,1/2 − 𝜃

(2)
𝑖,𝑘,0) =

= 𝑉𝑛(𝑧)(𝑤 − 𝑤𝑔)1/4(
𝜃
(2)
𝑖,𝑘,1 − 𝜃

(2)
𝑖,𝑘,0

2
− 𝜃

(2)
𝑖,𝑘,0) = 𝑉𝑛(𝑧)(𝑤 − 𝑤𝑔)1/4

1

2
(𝜃

(2)
𝑖,𝑘,0 − 𝜃

(2)
𝑖,𝑘,1);

ℎ/2∫︁
0

𝐹
(2)

𝑖,𝑘𝑑𝑧 = 𝐹
(2)

0

∆𝑧1
2
.

И так при 𝑖 = 0 имеем разностное уравнение вида:

−[𝑉𝑛(𝑧1/4)(𝑤 − 𝑤𝑔)/∆𝑧1 +
2

∆𝑧21
κ(𝑧1/2)𝑉𝑛(𝑧1/4)+

+
2(𝛽 − 𝜔𝑔)

∆𝑧1
+ 𝑉𝑛(𝑧1/4)

1

∆𝑡
+ 𝑉𝑛(𝑧1/4)(𝜎 + 𝛼 + Φ𝑟)]𝜃

(2)
𝑖,𝑘,0−

−
(︀
𝛼2
𝑖 + 𝜓2

𝑘

)︀
𝜃
(2)
𝑖,𝑘 ) + [−(𝑉𝑛(𝑧1/4)(𝑤 − 𝑤𝑔)1/4/∆𝑧1+

+
2

∆𝑧21
κ(𝑧1/2)𝑉𝑛(𝑧1/4)]𝜃(2)𝑖,𝑘,2 = −(𝑉𝑛(𝑧1/4)𝑓

(2)
𝑖,𝑘,0 − 𝐹

(2)

𝑖,𝑘,0;

𝐹
(2)

𝑖,𝑘,0 = 𝑉𝑛(𝑧1/4)
1

∆𝑡
𝜃
(2)
𝑖,𝑘,0 − 𝐹

(2)

𝑖,𝑘,1/4;

или

−[
2

∆𝑧21
κ(𝑧1/2)𝑉𝑛(𝑧1/4)− (𝑤 − 𝑤𝑔)1/4/∆𝑧1 + 𝑉𝑛(𝑧1/4) +

2

∆𝑧21
(𝛽 − 𝜔𝑔)+

+
1

∆𝑡
𝑉𝑛(𝑧1/4) + 𝑉𝑛(𝑧1/4)(𝜎 + 𝛼 + Φ𝑟) + (𝜓2

𝑖 + 𝜐2𝑘)]𝜃
(2)
𝑖,𝑘,0) + [(𝑉𝑛(𝑧1/4)

2

∆𝑧21
−

−(𝑤 − 𝑤𝑔)1/4/∆𝑧1𝑉𝑛(𝑧1/4)]𝜃
(2)
𝑖,𝑘,2 = −(𝑉𝑛(𝑧1/4)𝑓

(2)
𝑖,𝑘,0 − 𝐹

(2)

𝑖,𝑘,0.

Так же интегрируя уравнение (15) от (𝑁 + 1/2) ∆𝑧𝑁 до (N+1) ∆𝑧𝑁 получим:

𝑁∫︁
𝐻−1/2Δ𝑧𝑁

[𝑉𝑛(𝑧)
𝜕

𝜕𝑧
(κ(𝑧)

𝜕𝜃
(2)
𝑖,𝑘

𝜕𝑧
)𝑑𝑧 =

= (𝑉𝑛(𝑧𝐻−1/4Δ𝑧)[κ(𝑧𝐻)
𝜕𝜃

(2)
𝑖,𝑘,𝑁

𝜕𝑧
− κ(𝑧𝐻−1/4Δ𝑧𝑁)

𝜕𝜃
(2)
𝑖,𝑘,𝐻−1/2Δ𝑧𝑁

𝜕𝑧
] =
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= [κ(𝑧1/2)
𝜃
(2)
𝑖,𝑘,𝑁+1 − 𝜃

(2)
𝑖,𝑘,𝑁)

∆𝑧𝑁
)]𝑉𝑛(𝑧𝐻−1/4Δ𝑧𝑁) =

= (𝑉𝑛(𝑧𝐻−1/4Δ𝑧𝑁)
κ(𝑧𝐻−1/2Δ𝑧𝑁 )

∆𝑧𝑁
𝜃
(2)
𝑖,𝑘,𝑁 + 𝑉𝑛(𝑧𝐻−1/2Δ𝑧𝑁 )

κ(𝑧𝐻−1/4Δ𝑧𝑁)

∆𝑧𝑁
𝜃
(2)
𝑖,𝑘,𝑁+1;∫︁ 𝐻

𝑧𝐻−1/2Δ𝑧𝑁

𝑧𝐴(𝑤 − 𝑤𝑔)
𝜕𝜃

𝜕𝑧
𝑑𝑧 = (𝑧𝐴(𝑤 − 𝑤𝑔))𝑧𝐻−1/4Δ𝑧𝑁

(︁
𝜃
(2)
𝑖,𝑘,𝑁−1 −

−𝜃 (2)
𝑖,𝑘,𝑁+1/2

)︁
= 𝜃

(2)
𝑖,𝑘,𝑁+1 − 𝜃

(2)
𝑖,𝑘,𝑁+1/2 =

= 𝜃
(2)
𝑖,𝑘,𝑁+1 −

𝜃
(2)
𝑖,𝑘,𝑁+1 − 𝜃

(2)
𝑖,𝑘,𝑁

2
=
𝜃
(2)
𝑖,𝑘,𝑁+1 − 𝜃

(2)
𝑖,𝑘,𝑁

2
=

=
𝜃
(2)
𝑖,𝑘,𝑁+1 − 𝜃

(2)
𝑖,𝑘,𝑁

∆𝑧𝑁
· ∆𝑧𝑁

2
≈ (

𝜕𝜃𝑦𝑗,𝑘
𝜕𝑧

) · ∆𝑧𝑁
2

.

Итак, при 𝑧 = 𝐻 имеем

−[
2

ℎ2
𝑧𝐴(𝑧𝐻−1/2Δ𝑧𝑁1)κ(𝑧𝐻−1/2Δ𝑧𝑁)+

+(
1

∆𝑡
+ (𝜎 + 𝛼 + Φ𝑟))𝑡𝐴(𝑧𝐻−1/2Δ𝑧𝑁1)]*

*𝜃(2)𝑖,𝑘,𝐻+1 − (𝜓2
𝑖 + 𝜐2𝑘)𝜃

(2)
𝑖,𝑘,𝐻+1+

+
2

ℎ2
𝑧𝐴(𝑧𝐻−1/2Δ𝑧𝑁1)𝑘(𝑧𝐻−1/2Δ𝑧𝑁)𝜃

(2)
𝑖,𝑘,𝐻+1 = −𝐹 (2)

𝑖,𝑘,𝑁+1.

Для 𝑧 = 𝑧𝑗, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑁 имеем

[
κ(𝑧𝑗 − 1/2)

Δ𝑧𝑗−1+Δ𝑧𝑗
2

·∆𝑧𝑗−1

+
𝑎+ |𝑎|
2∆𝑧𝑗−1

] · 𝑧𝐴(𝑧𝑗) · 𝜃(2)𝑖,𝑘,𝑗−

−[
κ(∆𝑧𝑗−1/2)

Δ𝑧𝑗−1+Δ𝑧𝑗
2

·∆𝑧𝑗−1

+
κ(∆𝑧𝑗+1/2)

Δ𝑧𝑗−1+Δ𝑧𝑗𝑖
2

·∆𝑧𝑗
+

|𝑎|
∆𝑧𝑗

+
1

∆𝑡
+

+(𝜎 + 𝛼 + Φ𝑟)]𝑧𝐴(𝑧𝑖) · 𝜃(2)𝑖,𝑘,𝑗−1 + [
κ(𝑧𝑖 − 1/2)

Δ𝑧𝑗−1+Δ𝑧𝑗
2

·∆𝑧1
+

+
|𝑎| − 𝑎

2∆𝑧𝑖
]𝑧𝐴(𝑧𝑗) · 𝜃(2)𝑖,𝑘,𝑗+1 − (𝜓2

𝑖 + 𝜐2𝑘)𝜃
(2)
𝑖,𝑘,𝑗 = −𝐹 (2)

𝑖,𝑘,𝑗 ;

(18)

где 𝑎 = (𝑤 − 𝑤𝑔).

Для определения 𝜃
(2)
𝑖,𝑘,𝑗 получим систему:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝐵𝑖,𝑘,1𝜃
(2)
𝑖,𝑘,1 + 𝐶1𝜃

(2)
𝑖,𝑘,2 = −𝐹 (2)

𝑖,𝑘,1;

𝐴2𝜃
(2)
𝑖,𝑘,1 +𝐵𝑖,𝑘,2𝜃

(2)
𝑖,𝑘,2 + 𝐶𝑖,𝑘,2𝜃

(2)
𝑖,𝑘,3 = −𝐹 (2)

𝑖,𝑘,2;

..................................................................

𝐴𝑁1𝜃
(2)
𝑖,𝑘,𝑁1−1

−𝐵𝑖,𝑘,𝑁1𝜃
(2)
𝑖,𝑘,𝑁1−1

+ 𝐶𝑁1𝜃
(2)
𝑁𝑖,𝑘,1+1

= −𝐹 (2)
𝑖,𝑘,𝑁1

;

𝐴𝑁1+1𝜃
(2)
𝑖,𝑘,𝑁1

−𝐵𝑖,𝑘,𝑁1+1𝜃
(2)
𝑖,𝑘,𝑁1+1

= −𝐹 (2)
𝑖,𝑘,𝑁1+1,

.

(19)

Здесь:

𝐶1 =
2𝑘(𝑧1/2)

∆𝑧21
𝑧𝐴(𝑧1/4)−

(𝜔 − 𝜔𝑔)

∆𝑧1
𝑧𝐴(𝑧1/4);
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𝐵𝑖,𝑘,1 = 𝐶1 +
2(𝛽 − 𝜔𝑔)

∆𝑧1
𝑉𝑛(𝑧1/4) + ((𝜎 + 𝛼 + Φ𝑟) +

1

B∆𝑡
)𝑉𝑛(𝑧1/4) + (𝜐2𝑖 + 𝜓2

𝑘);

˜̄𝐹
(2)
1,𝑗,𝑘 = −(𝑓

(2)
𝑖,𝑘,0 + 𝐹

(2)
𝑖,𝑘,0)𝑉𝑛(𝑧1/4);

𝐴𝑖 = (
κ(𝑧𝑖−1/2)

Δ𝑧𝑖−1+Δ𝑧𝑖
2

∆𝑧𝑖−1

+
|𝑎|+ 𝑎

2 ·∆𝑧𝑖−1

) · 𝑉𝑛(𝑧𝑖);

𝐶𝑖 = (
κ(𝑧𝑖+1/2)

Δ𝑧𝑖−1+Δ𝑧𝑖
2

∆𝑧𝑖−1

+
|𝑎| − 𝑎

2 ·∆𝑧𝑖
) · 𝑉𝑛(𝑧𝑖);

𝐵𝑖,𝑘,𝑗 = 𝐴𝑖 + 𝐶𝑖 + (
1

∆𝑡
+ (𝜎 + 𝛼 + Φ𝑟))𝑉𝑛(𝑧𝑖) + (𝜐2𝑖 + 𝜓2

𝑘);

𝐴𝑁+1 =
2𝑘(𝑧𝑁1+1/2)

∆𝑧2𝑁1

𝑉𝑛(𝑧𝑁1+1/2);

𝐵𝑁1+1,𝑗,𝑘 = 𝐴𝑁1+1 + (
1

∆𝑡
+ (𝜎 + 𝛼 + Φ𝑟))𝑉𝑛(𝑧𝑁1+1/2) + (𝜐2𝑖 + 𝜓2

𝑘).

Решая систему (18), находим 𝜃
(2)
𝑖,𝑘,𝑗 при 𝑖 = 0, 1, 2, ..., 𝑁1 + 1, 𝑘 = 0, 1, 2, ..., 𝑁2,

𝑗 = 1, 2, ..., 𝑁3 с помощью (13), (11) от функции 𝜃
(2)
𝑖,𝑗,𝑘 переходим к функции 𝜃(1)𝑖,𝑗,𝑘

с помощью (11) от функцию 𝜃(1)𝑖,𝑗,𝑘 переходим к численному решению задачи (8) в
момент времени 𝑡 = 𝑡𝑛+1.

4 Результаты
С помощью компьютерных вычислительных экспериментов была проверена до-

стоверность разработанного математического аппарата. Для этого рассмотренные
математические модели и численные алгоритмы были реализованы в виде программ-
ных средств на языке Python. Область решения задачи рассматривалась в прямо-
угольном виде с размерами 𝑥 = 5000, 𝑦 = 5000, 𝐿 = 1000 м., а результаты численных
расчетов приведены на рис. 1-9.

На основе полученных соотношений получены следующие результаты (рис.1-7),
где графики показывают, что различные направления ветра и параметры атмосфер-
ной стратификации воздействуют на изменение скорости ветрового потока.

Рис. 1 Изменение скорости ветра при 𝑛 = 0.8, 𝑉1 = 1.5, 𝑧1 = 1 и направлении ветра 60∘
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Рис. 2 Изменение скорости ветра при 𝑛 = 0.8, 𝑉1 = 1.5, 𝑧1 = 1 и направлении ветра 45∘

Рис. 3 Изменение скорости ветра при 𝑛 = 0.8, 𝑉1 = 1.5, 𝑧1 = 1 и направлении ветра 135∘

Рис. 4 Изменение скорости ветра при 𝑛 = 0.7, 𝑉1 = 1.5, 𝑧1 = 1 и направлении ветра 45∘
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Рис. 5 Изменение скорости ветра при 𝑛 = 0.7, 𝑉1 = 1.5, 𝑧1 = 1 и направлении ветра 30∘

Рис. 6 Изменение скорости ветра при 𝑛 = 0.7, 𝑉1 = 1.5, 𝑧1 = 1 и направлении ветра 60∘

Рис. 7 Изменение скорости ветра при 𝑛 = 0.7, 𝑉1 = 1.5, 𝑧1 = 1 и направлении ветра 135∘



72 Таштемирова Н.

Из выше представленных графиков видно, что при значении коэффициента стра-
тификации 𝑛 = 0.8 (рис.1-3) при направлениях воздушного потока (60∘, 45∘, 135∘)
профиль скорости ветра изменяется. При 45∘ скорость ветра плавно возрастает, уве-
личиваясь с высотой (рис. 2), а при 60∘ наблюдается более резкий рост, которое
способствует усилению потока (рис.1). На рис.3 при 135∘ скорость ветра умеренно
растет, причина которому является перераспределение энергии потока. При 𝑛 = 0.8
усиливается смешивание воздушных масс за счет турбулентности, из-за которого
увеличивается скорость ветра по вертикали.

При значении коэффициента стратификации 𝑛 = 0.7 по сравнению с 𝑛 = 0.8
скорость ветра медленно увеличивается по высоте, так как атмосфера стабильнее.
Из-за слабой турбулентности при 30∘ (рис.5) скорость ветра мало изменяется; при 45∘

и 60∘ скорость умеренно увеличивается (рис.4, 6), а при 135∘ (рис. 7) усиление скоро-
сти ветра происходит равномерно. Отсюда следует, что на интенсивность изменения
скорости воздействуют разные направления ветра.

На рис. 8-9 представлены графические результаты численного моделирования
процесса распространения вредных частиц в атмосфере в зависимости от времени,
скорости и направления ветра.

a) б)

в) г)

Рис. 8 Изменение концентрации вредных частиц со временем: а) 𝑡 = 0 часов; б) 𝑡 = 6 часов;
в) 𝑡 = 12 часов; г) 𝑡 = 24 часа при направлении ветра 40∘ и 𝑢 = 8 м/с, 𝑣 = 4 м/с, 𝑤 = 0, 8
м/с
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Из рис.8 видно, что с истечением времени значительная часть загрязняющих
веществ рассеивается, а область их распространения увеличилась по сравнению с
предыдущими моментами времени. При направлении ветра 40∘ распределение вы-
броса в момент времени 𝑡 = 0 концентрация максимальна вблизи источника (а);
при 𝑡 = 6 часов распространяется по направлению ветра, образуя вытянутую зону
загрязнения (б); при 𝑡 = 12 часов у источника концентрация уменьшается за счёт
рассеивания (в); при 𝑡 = 24 часа загрязняющие вещества значительно рассеиваются.

a) б)

в) г)

Рис. 9 Изменение концентрации вредных частиц со временем: а) 𝑡 = 0 часов; б) 𝑡 = 6 часов;
в) 𝑡 = 12 часов; г) 𝑡 = 24 часа при направлении ветра 86∘

На рис.9 представлено изменение концентрации загрязняющих веществ по на-
правлению ветра 86∘, где зона загрязнения шире чем на рис.8, которое связано уве-
личением турбулентности. За счёт усиления атмосферного воздуха, концентрация
быстрее снижается, вертикальная скорость ветра способствует в какой-то мере рас-
сеиванию частиц вверх. Из рис.8-9 видно, что существенное влияние на распростра-
нение вредных веществ оказывает направление ветра.

5 Заключение
Разработан эффективный инструмент - математическая модель с целью анализа

исследования и прогнозирования распространения вредных веществ в атмосфере, где
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учитываются коэффициент захвата частиц растительностями и поглощения в атмо-
сфере, изменения скорости ветра и их направлений, убыль концентрации загрязня-
ющих веществ в атмосфере за счет разложения и фотохимической трансформации,
скорости прилипания частиц на поверхности земли, изменения коэффициента турбу-
лентности в зависимости от орографии местности и других существенных факторов.

Разработан численный алгоритм решения задачи, основанный на методе «пря-
мых» и полу неявной конечно-разностной схемы для проведения вычислительного
эксперимента на ЭВМ. На основе предложенного математического аппарата мож-
но учесть скорости воздушной массы атмосферы и их направлении в зависимости
от орографии местности и шероховатой поверхности земли. Полученные результаты
являются основой для дальнейшей разработки новых математических моделей за-
грязнения атмосферы выбросами химически опасных объектов. Это необходимо для
эффективного решения задач по предупреждению подобных чрезвычайных ситуаций
и оптимального размешения промышленных объектов в рассматираемом регионе.
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Environmental pollution is one of the most critical issues of our time, as it leads to the
deterioration of human health, the degradation of flora and fauna, and the suppression
of vegetation. To study and predict the process of the spread of harmful substances
in the surface layer of the atmosphere, a mathematical model has been developed that
takes into account: the decrease in the concentration of pollutants in the atmosphere
due to decomposition and photochemical transformation; changes in wind patterns over
time and depending on the orography of the area; changes in the diffusion coefficient
and the turbulent mixing coefficient vertically under stable and unstable stratification.
The model is based on the fundamental laws of fluid mechanics, such as the conservation
of mass, momentum, and impulse. Additionally, a calculation methodology is used that
considers hydrodynamic factors of weather and climate, such as the capture of aerosol
particles by plants, interaction with the ground, changes in wind speed and direction,
as well as the turbulence coefficient both vertically and horizontally. To ensure a high
order of accuracy and stability of the difference schemes, a semi-implicit finite-difference
scheme and the "direct"method are applied to integrate the given problem.

Keywords: wind speed and direction, decrease in the concentration of pollutants, de-
position velocity, direct method, semi-implicit difference scheme.
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