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Моделирование нелинейных процессов фильтрации в многослойных неоднород-

ных пористых средах представляет собой сложную область, объединяющую различ-

ные математические и физические принципы для понимания динамики жидкости

в пористых структурах. На сложность этих процессов влияют неоднородность сре-

ды, нелинейный характер течения жидкости и взаимодействие между различными

слоями пористых материалов. В работе приведены подробный анализ полученных

фундаментальных и прикладных исследования в области фильтрация подземных
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1 Введение
В силу географических и природно-климатических особенностей Узбекистана,

орошение сельскохозяйственных земель и обеспечение населения питьевой водой на
довольно обширных территория нашей республики осуществляется за счет подзем-
ных водных источников. Причем, потребность населения в пресной воде и поливной
воде, неуклонно возрастает. Регион Средней Азии не уникален в этом плане, активное
освоение подземных водных ресурсов, характерно для многих засушливых регионов
мира. В этой связи, как отечественным, так и мировым научным сообществом уделя-
ется большое внимание исследованиям геофильтрационных процессов, в частности,
миграции и минерализации подземных вод.

Нужно отметить, что проектирование и сооружение водозаборов подземных вод,
а также проведение сопутствующих мелиоративных работ, направленных на борьбу
с возникающими негативными последствиями (подпор грунтовых вод, потопление,
засоление и заболачивание земель), требуют больших капитальных вложений. По-
этому, особую актуальность приобретают вопросы разработки и усовершенствования
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методов математического моделирования геофильтрационных процессов, направлен-
ных на более экономичное и эффективное решение практических задач обоснования
интенсивности водной мелиорации агроландшафтов, оптимизации расчётов сельско-
хозяйственного дренажа и управления водным режимом сельскохозяйственных уго-
дий.

Основы науки о движении подземных вод (гидрогеологии) связаны с именами
А. Дарси, Ж. Дюпюи, Н.Е. Журковского, Ф. Форхгеймера и др. Большую роль в
развитии математических методов с интенсивным развитием теории и практики дви-
жения подземных вод сыграли также труды Ф.Б. Абуталиевой, Э.Б. Абуталиевой,
В.И. Аравиной, С.Н. Нумеровой, Г.Н. Каменского, А.И. Силиной-Бекчуриной, П.П.
Климентова, Г.Б. Пыхачева, В.А. Мироненко, И.К. Гавича и др. Первые исследо-
вания по гидродинамике подземных вод были выполнены французскими учеными
А.Дарси и Ж.Дюпюи [1]. Первый исследователь установил основной закон фильтра-
ции, позже названный линейным законом Дарси (известен также нелинейный закон
Дарси). Второй применил закон Дарси для определения расхода подземных вод и
количества воды, поступающей в скважину. Закон Дарси описывает движение жид-
кости через пористую среду. В гидрогеомеханике принято рассматривать движение
воды обобщенно, т.е. по всему сечению фильтрующей среды, а не движение воды в
отдельных каналах, соединяющих трещины.

Скорость фильтрации является одной из важнейших характеристик движения
подземных вод. Она представляет собой объем воды, протекающий через единицу
площади поперечного сечения пористой среды за единицу времени. Если объемный
расход воды, фильтрующейся за единицу времени, равен 𝑄, а площадь поперечного
сечения фильтрующей среды равна 𝐹 , то скорость фильтрации можно записать как:

𝑉 =
𝑄

𝐹
. (1)

Отметим, что в (1) скорость фильтрации определяется как вода, профильтро-
ванная через всю площадь поперечного сечения F (включая площадь поперечного
сечения, занимаемую скелетом породы), а не только через часть поперечного сече-
ния, занимаемую порами.

Фильтрация воды из каналов может быть свободной (без подпора), а в случае
подпора такая фильтрация является подпором. Свободная фильтрация происходит
(рис.1), когда фильтрационный поток не подтапливается грунтовыми водами. В этом
случае на некоторой глубине имеется высокопроницаемый слой почвы, который мож-
но принять за дренаж. Отфильтрованная вода отводится через высокопроницаемый
слой за пределы площади канала [1].

Помимо свободной фильтрации в каналах часто наблюдается поддержанная
фильтрация, которая возникает при близком залегании грунтовых вод и взаимо-
действии фильтрационного потока с грунтовыми водами.

В рисунке 2, 𝐾 – коэффициент фильтрации грунта, м/сут; 𝐵 – ширина канала по
урезу воды, м; ℎ0 – нормальная глубина в канале, м; 𝑚 – коэффициент заложения
откоса; 𝑏 – ширина канала по дну, м; 𝐵0 – ширина распространения фильтрации,
м; 𝑇 – мощность грунтового основания, м; 𝜀 – испарение, мм/сут; 𝛿 УГВ – уровень
грунтовых вод, м; 𝑇0 – глубина залегания грунтовых вод относительно водоупора, м;
𝐻0 – глубина потока над уровнем воды (над водоупором).

Стационарные потери воды на фильтрацию можно получить экспериментальным
методом электрогидродинамических аналогий (ЭГА). Этот метод был разработан
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Рис. 1 Схема - свободного фильтрации подземных вод

Рис. 2 Схема - подпертая фильтрация подземных вод

академиком Н.Н. Павловским [3]. В дальнейшем метод нашел широкое применение
при изучении фильтрации на масштабных моделях ЭГА в период 1920–2000 гг., когда
на многих реках строились гидроэлектростанции и требовалось их моделирование на
масштабных моделях. Помимо метода ЭГДА, используются также метод графиче-
ского построения гидродинамической сетки движения фильтрационного потока и
расчет по теоретическим формулам. Таким образом, движение грунтовых вод при
установившейся фильтрации подчиняется закону (1) Дарси:

𝑈ф = 𝑘ф · 𝐽 = 𝑘ф
𝑑𝐻

𝑑𝑆
,

где 𝑈ф – средняя скорость фильтрации, м/сут; 𝑘ф – коэффициент фильтрации грун-
та, м/сут; 𝐽 = −𝑑𝐻

𝑑𝑆
– градиент фильтрации, который характеризуется изменением

действующего напора (𝑑𝐻) к длине потока на единицу длины (𝑑𝑆).
К формулам, не учитывающим действие капиллярных сил, относится зависи-

мость А.Н. Костякова для установившегося движения свободной фильтрации [4]:

𝑄ф = 𝑘ф𝑙
(︁
𝑏+ 2ℎ0

√
1 +𝑚2

)︁
, (2)

где 𝑙 – длина участка канала, м.
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Из (2) Н.Н. Павловский получил формулу для криволинейного русла канала или
полигонального сечения, которые близки между собой по очертанию

𝑄ф = 𝑘ф𝑙 (𝐵 + 2ℎ0) . (3)

В (3) ширина канала по урезу воды В, м, определяется по выражению:

𝐵 = 𝑏+ 2𝑚ℎ0.

Б.К. Ризенкампф предложил формулу для трапецеидального сечения с учетом
параметра

𝑄ф = 𝑘ф𝑙𝜇 (𝐵 + 2ℎ0) . (4)

В (4), где 𝜇 – коэффициент, зависящий от отношения 𝐵/ℎ и 𝑚, принимаемый по
табличным данным

В.В. Ведерников привел формулу для трапециевидного сечения с учетом пара-
метра

𝑄ф = 𝑘ф𝑙

(︂
𝐵 + 𝐴

−
ℎ

)︂
. (5)

В (5), где – коэффициент, зависящий от отношения 𝐵/ℎ0 и 𝑚, принимаемый по
табличным данным, ℎ – высота, м, принимаемая при малых значениях 𝐵/ℎ0 по за-
висимости:

−
ℎ = ℎ0 + 𝑎ℎ𝑘,

где 𝛼 – коэффициент, принимаемый в пределах 𝛼 T 0,75...1,0; ℎ𝐾 – высота капилляр-
ного поднятия воды, м.

Б.К. Ризенкампф с использованием условия В.В. Ведерникова на свободной по-
верхности получил решение задачи для канала нулевой глубины шириной В, м, с
учетом действия капиллярных сил. После вывода формулы для трапецеидального
сечения она получит вид:

𝑄ф = 𝑘ф𝑙𝜇𝜆 (𝐵 + 2ℎ0) . (6)

В (6), где 𝜆 – коэффициент, учитывающий несимметрию расположения стоков;
𝜇 – коэффициент, определяемый по зависимости:

1

𝜇
= 1− 1

1, 5 (1 +𝐵/2ℎ0)
+

1

𝐷(1 +𝐵/2ℎ0)
3 .

Н.Н. Веригин решил аналогичную задачу при замене канала нулевой глубиной с
точечным источником. Для определения расхода фильтрационного потока он предло-
жил использовать работы H.H. Веригина 1949 г. Решение Н.Н. Веригина при ℎ𝐾/𝐵 =
= 0 приводится к фильтрации из канала без учета капиллярных сил в виде:

𝑄0 = 2𝑘ф ·𝐵.

При этом если в формулу расхода ввести поправку на действие капиллярных сил, то
получим расход

𝑄ф = 𝜆1𝑄0,

где 𝜆1 – функция отношения ℎ𝑘/𝐵, определяется по таблице работыЮ.М. Косиченко
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А.Н. Костяков учел действие капиллярных сил с использованием поправочного
коэффициента 𝛾 > 1 к площади поверхности откосов канала после их удлинения.
Отсюда формула А. Н. Костякова получит вид:

𝑄ф = 𝑘ф𝑙
(︁
𝑏+ 2𝛾ℎ0

√
1 +𝑚2

)︁
. (7)

В (7), где 𝛾 – поправочный коэффициент на капиллярное боковое поглощение воды
в откосы ( 𝛾 = 1.1, ..., 1.4). При этом, чем больше капиллярность грунта, тем больше
коэффициент поправки.

Теперь учтем капиллярную водопроницаемость и приведенный расход для ка-
пиллярной зоны. Свободная фильтрация из каналов будет зависеть от водопрони-
цаемости не полностью насыщенной капиллярной зоны. Она сильно отличается от
водопроницаемости зоны грунтовых вод. Поэтому внесем поправки в расчетные зави-
симости, где учитываем поправки на действие капиллярных сил, и тогда принимаем
вместо полной высоты капиллярного поднятия:

𝑄0 = 𝑘𝑏 ·
(︂
𝐵 + 2

−
ℎ

)︂
,

где 𝑘𝑏 – коэффициент водопроницаемости.
Формула Б.К. Ризенкампфа

𝑄ф = 𝑘ф𝑙𝜇𝜆 (𝐵 + 2ℎ0) .

Формула Н. Н. Павловского – Н.Н. Веригина

𝑄ф = 𝑘ф𝑙𝜆1 (𝐵 + 2ℎ0) .

Формула А.Н. Костякова при
−
ℎ = ℎ0 + 0, 3ℎ𝑘.

𝑄ф = 𝑘𝐵𝑙
(︁
𝑏+ 2ℎ0

√
1 +𝑚2

)︁
.

Ниже будет показано, что наиболее хорошо отражает явление свободной филь-
трации формула, которая может быть записана в виде

𝑄ф = 𝑘ф𝑙 [1 + (0, 5ℎ𝑘/𝐵)] · (𝐵 + 2ℎ0) .

Фильтрационные потери из необлицованных каналов при установившейся подпертой
фильтрации и близком залегании уровня грунтовых вод как на рисунке 3 определя-
ются по зависимости С.Ф. Аверьянова [5]:

𝑄ФПОД = 2𝑘𝑓 (𝐻0 − 𝑇0) · 𝑇ср𝛼𝛽𝜆/𝐿0. (8)

В (8), где 𝑄ФПОД – фильтрационный расход при подпертой фильтрации, м2 /сут; 𝑄
– фильтрационный расход при подпертой фильтрации; 𝐻0 − 𝑇0 превышение уров-
ня воды в канале над уровнем грунтовых вод, м; 𝑇ср = 0, 5 (𝐻0 − 𝑇0) + 𝑇1 + 𝛼1ℎ𝑘 –
средняя мощность потока грунтовых вод с учетом капиллярной проницаемости, м;
𝑇1 – глубина залегания уровня грунтовых вод в дренаже, м; 𝛼1 – коэффициент учета
капиллярной проницаемости, принимаемый равным 0,3; 𝛽 – коэффициент, учиты-
вающий висячесть дрен; 𝐿0 – расстояние между естественными понижениями или
дренажем, м.
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Рис. 3 Схема подпертой фильтрации из канала в естественные понижения

Подпор уровня грунтовых вод в канале над поверхностью грунтовых вод (∆) в
условиях подпертойфильтрации на дренированной территории определяется по за-
висимости:

∆ =

√︃
𝑇0 +

𝑄′
ф𝐿0

𝛼𝛽𝑘ф
− 𝑇0.

2 Дифференциальные уравнения фильтрации подземных вод
Закономерности движения подземных вод описываются дифференциальными

уравнениями. Они позволяют сделать количественную оценку параметров движения
при решении конкретных гидрогеологических задач. Для получения основных диф-
ференциальных уравнений фильтрации и их решения необходимо знание следующих
уравнений, описывающих условия движения подземных вод:

∙ Уравнения движения (определяет закон фильтрации);
∙ Уравнение состояния жидкости в пористой среде (закон сохранения энергии);
∙ Уравнения неразрывности потока (закон сохранения массы).

Для визуального пояснения дальнейших переменных и их символов ниже изображена
условно область фильтрации и ее разбивка на элементарные участки (элементарные
объемы), состоящие из слоев, столбцов и рядов.

Уравнение движения подземных вод. Из линейного уравнения движения Эйлера
для идеальной жидкости пренебрегая силами инерции можно получить уравнения
для компонент скорости:

𝑣𝑥 = −𝑘𝜕𝐻
𝜕𝑥

, 𝑣𝑦 = −𝑘𝜕𝐻
𝜕𝑦

, 𝑣𝑧 = −𝑘𝜕𝐻
𝜕𝑧

. (9)

Эта система (9) представляет собой закон Дарси, выраженный в дифференциаль-
ной форме в частных производных. В общем виде это можно записать через вектор

скорости
→
𝑣 :

→
𝑣 = −𝑘 · 𝑔𝑟𝑎𝑑𝐻. (10)

В (10), 𝑔𝑟𝑎𝑑𝐻 – вектор градиента пьезометрического напора 𝐻. Учитывая связь
между коэффициентами фильтрации 𝑘 и проницаемости

𝑘
∏︁

·
(︂
𝑘 = 𝛾

𝑘Π
𝜇′

)︂
,

а также между давлением 𝑃 и напором 𝐻 (𝐻 = 𝑃
𝛾
), выражение (10) принимает вид,

используемый в нефтяной гидрогеологии:

𝑣𝑥 = −𝑘Π
𝜇′ ·

𝜕𝑃

𝜕𝑥
, 𝑣𝑦 = −𝑘Π

𝜇′ ·
𝜕𝑃

𝜕𝑦
, 𝑣𝑧 = −𝑘Π

𝜇′ ·
(︂
𝜕𝑃

𝜕𝑧
+ 𝛾

)︂
. (11)
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В (11) уравнение состояния. В практике плотность жидкости 𝛾 и динамический коэф-
фициент вязкости 𝜇′ – зависят от давления и температуры, тогда состояние жидкости
запишем в виде

𝛾

𝜇′ = 𝑓
(︀
𝑃, 𝑡0

)︀
. (12)

С учетом возможного изменения в (12) объема порового пространства (и активной
пористости) 𝑛𝑎 при изменении давления, уравнение состояния пористой среды при-
мет вид:

𝑛𝑎 = 𝑓 (𝑃 ) . (13)

В (13) будем считать, что подземная вода и пористая среда несжимаемы и изотропны.
Плотность воды 𝛾 постоянна и активная пористость – неизменна, т.е.

𝛾 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑛𝑎 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

При этом разность пьезометрического напора становится основной действующей си-
лой несжимаемой жидкости в несжимаемой пористой среде.Режим фильтрации при
таких условиях называют водонапорным (либо жестким водонапорным).

Уравнение неразрывности потока. Подземный поток воды движется без образо-
вания в нем пустот и разрыва сплошности. При этом он подчиняется уравнению
неразрывности, который отражает закон сохранения массы движущейся воды.
Для жесткого режима фильтрации уравнение неразрывности имеет вид:

𝜕 (𝜌𝑣𝑥)

𝜕𝑥
+
𝜕 (𝜌𝑣𝑦)

𝜕𝑦
+
𝜕 (𝜌𝑣𝑧)

𝜕𝑧
= 0.

Для установившейся фильтрации в плоскости 𝑥𝑦 уравнение упрощается:

𝜕 (𝜌𝑣𝑥)

𝜕𝑥
+
𝜕 (𝜌 𝑣𝑦)

𝜕𝑦
= 0.

Основные уравнения фильтрации подземных вод. Получение основных диффе-
ренциальных уравнений фильтрации подземных вод производят двумя методами:

∙ (1) Метод синтеза трех рассмотренных видов уравнений – уравнения движе-
ния подземных вод, (2) уравнения неразрывности потока и (3) уравнения состояния
жидкости и пористой среды;

∙ Балансовым методом, который рассматривает изменение баланса элементов по-
тока подземных вод.

Так, например, при жестком режиме фильтрации уравнения движения потока
воды при соблюдении линейного закона Дарси имеют вид:

𝑣𝑥 = −𝑘𝑥
𝜕𝐻

𝜕𝑥
, 𝑣𝑦 = −𝑘𝑦

𝜕𝐻

𝜕𝑦
, 𝑣𝑧 = −𝑘𝑧

𝜕𝐻

𝜕𝑧
. (14)

При этом жидкость и пористая среда несжимаемы

𝛾 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑛 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Уравнение неразрывности при этом запишется в виде:

𝜕 𝑣𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕 𝑣𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕 𝑣𝑧
𝜕𝑧

= 0.
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Подставив сюда компоненты скорости из (14), имеем дифференциальное уравнение
фильтрации:

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑘𝑥
𝜕𝐻

𝜕𝑥

)︂
+

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝑘𝑦
𝜕𝐻

𝜕𝑦

)︂
+

𝜕

𝜕𝑧

(︂
𝑘𝑧
𝜕𝐻

𝜕𝑧

)︂
= 0. (15)

Это (15) простейшее уравнение носит название уравнение Лапласа.

Значение капиллярного действия и процессов впитывания в слоистых пористых
средах невозможно переоценить. В работе [6] авторы подчеркивают, что интерфейсы
между различными слоями вносят дополнительное сопротивление потоку, что услож-
няет моделирование потока грунтовых вод. Их выводы показывают, что эффектив-
ные состояния напряжения и динамика потока в значительной степени зависят от
геометрической конфигурации этих интерфейсов, особенно когда они не параллель-
ны уровню грунтовых вод. Это понимание имеет решающее значение для точного
моделирования движения грунтовых вод и прогнозирования поведения загрязняю-
щих веществ в многослойных системах.

Влияние неоднородности на поток жидкости дополнительно подчеркивается ха-
отическим динамическим подходом, предложенным в работе [7]. Их исследование
предполагает, что нелинейные факторы, присущие неоднородным средам, могут при-
водить к значительным отклонениям от традиционных моделей потока, что требует
использования теории динамических систем для лучшего учета сложностей движе-
ния грунтовых вод. Эта точка зрения согласуется с выводами [8], которые исследо-
вали нелинейную эволюцию фильтрационной консолидации в почвах, демонстрируя,
как низкая проницаемость может усугублять отклонения от линейных прогнозов по-
тока.

3 Обзор математических моделей процесса фильтрации
подземных вод
Начнем с того, что основные принципы течения жидкости в пористых средах

часто описываются законом Дарси, который предполагает линейную зависимость
между гидравлическим градиентом и скоростью потока. Однако в многослойных
гетерогенных системах это предположение часто не выполняется, что требует ис-
пользования нелинейных моделей. Например, в работе [9] рассматривает многопа-
раметрическую математическую модель, которая учитывает сложность фильтрации
жидкости как в однослойных, так и в многослойных пористых средах, подчерки-
вая необходимость более тонкого подхода для учета изменений свойств жидкости и
характеристик среды.

Математически эта задача формулируется следующим образом:

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑥𝑎
ℎ𝑘 (𝑥)

𝜇
𝜒

(︂
|∆𝑢|
𝛽

)︂)︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

=𝑀 (𝑥, 𝑡, 𝑢)
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝜃

𝜕𝑣

𝜕𝑧
|𝑧=ℎ1 + 𝑓 (𝑥, 𝑡) , 𝑡 > 0, 𝑥 ∈ 𝐷1,

𝜕

𝜕𝑧

(︂
𝐾 (𝑧)

𝑣1

𝜕𝑣

𝜕𝑧

)︂
=𝑀1

(︀_
𝑥, 𝑧, 𝑡

)︀ 𝜕𝑣
𝜕𝑡
, 𝑡 > 0, 𝑧 ∈ 𝐷2,

с начальными условиями

𝑢
(︀
𝑥,

_
𝑧, 0
)︀
= 𝑉

(︀_
𝑥, 𝑧, 0

)︀
= 𝑢0 (𝑥, 𝑧) ,
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граничные условия

𝑎1
𝑥
_

𝑎ℎ𝑘 (𝑥)

𝜇𝑏
𝜒

(︂
|∇𝑢|
𝛽

)︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
|𝑥=𝑥0 + 𝑏1𝑢

(︀
𝑥,

_
𝑧, 𝑡
)︀
|𝑥=𝑥0 = 𝜙0 (𝑥0, 𝑡) , 𝑡 > 0,

𝑥
_

𝑎ℎ𝑘 (𝑥)

𝜇𝑏
𝜒

(︂
|∇𝑢|
𝛽

)︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
|𝑥=𝑥𝐿

= 𝜙𝐿 (𝑥𝐿, 𝑡) , 𝑡 > 0.

Эта модель служит основой для понимания того, как нелинейная динамика может
влиять на процессы фильтрации в неоднородных средах.

В дополнение к численному моделированию, исследование нелинейной динамики
в системах грунтовых вод было продвинуто с помощью различных инновационных
методов. Например, в исследование [10] о переходе от Дарси к нелинейному пото-
ку в неоднородных пористых средах подчеркивает важность понимания изменений
режима потока, которые происходят при различных гидравлических условиях. Этот
переход имеет решающее значение для точного моделирования потока грунтовых вод
и переноса загрязнений, поскольку он влияет на скорость и распределение загрязня-
ющих веществ в недрах.

Взаимодействие между различными слоями пористой среды также играет ключе-
вую роль в формировании процессов фильтрации. Например, работа [11] представ-
ляет новый бессеточный подход граничного типа для моделирования переходных
потоков в неоднородных слоистых пористых средах. Этот метод позволяет бесшовно
интегрировать условия непрерывности на интерфейсах, что необходимо для точного
моделирования динамики грунтовых вод в многослойных системах. Такие достиже-
ния в методах моделирования имеют решающее значение для улучшения нашего
понимания процессов подпитки и загрязнения грунтовых вод.

Двумерное уравнение диффузии, используемое для описания переходных пото-
ков, выражается следующим образом:

𝜕2ℎ (𝑟, 𝜃, 𝑡)

𝜕𝑟2
+
𝜕ℎ (𝑟, 𝜃, 𝑡)

𝑟𝜕𝑟
+
𝜕2ℎ (𝑟, 𝜃, 𝑡)

𝑟2𝜕𝜃2
=
𝑆𝑠

𝑘

𝜕ℎ (𝑟, 𝜃, 𝑡)

𝜕𝑡
, (𝑟, 𝜃, 𝑡) ∈ Ω𝑡. (16)

В (16), где ℎ – полный напор, 𝑟 – радиус, 𝑡 – время, 𝑞 – полярный угол, 𝑆𝑠 – удель-
ная объемная емкость, 𝑘 – гидравлическая проводимость, а 𝑊𝑡 – пространственно-
временная область. Для моделирования переходных течений в пористой среде тре-
буются начальные и граничные условия, как указано ниже:

ℎ = 𝐻0 (𝑟, 𝜃, 𝑡 = 0) , (𝑟, 𝜃, 𝑡) ∈ Ω𝑡,

ℎ = 𝐻𝐷 (𝑟, 𝜃, 𝑡 = 0) , (𝑟, 𝜃, 𝑡) ∈ 𝜕Ω𝑡,

ℎ𝑛 =
𝜕ℎ

𝜕𝑛
= 𝐻𝑁 (𝑟, 𝜃, 𝑡 = 0) , (𝑟, 𝜃, 𝑡) ∈ 𝜕Ω𝑡.

Кроме того, влияние биокольматажа и переменной пористости на динамику филь-
трации было исследовано в [12]. Их выводы показывают, что биологическое засоре-
ние может значительно изменить проницаемость пористой среды, тем самым влияя
на общую эффективность фильтрации. Этот аспект особенно актуален в контексте
управления грунтовыми водами, где поддержание оптимальных условий потока име-
ет важное значение для устойчивого использования ресурсов.
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В области моделирование процессов фильтрации грунтовых вод имеет решающее
значение для оценки воздействия загрязняющих веществ на качество воды. Исследо-
вание [13] по влиянию скорости откачки на перенос загрязняющих веществ в систе-
мах фильтрации на берегу реки дает ценную информацию о том, как гидравлические
условия влияют на миграцию загрязняющих веществ.

𝑆𝑠
𝜕ℎ

𝜕𝑡
= 𝐾

𝜕2ℎ

𝜕𝑥2
− 𝑞

𝑄0

(︀
1− 𝑥

𝐿+𝑥

)︀𝑆𝑠𝑒
− 𝛽

𝑅𝑒 + 𝜆0𝐶𝑒.

Их математическая модель объединяет уравнения потока грунтовых вод с урав-
нениями концентрации коллоидов, подчеркивая взаимосвязь гидравлических и про-
цессов переноса загрязняющих веществ.

Применение передовых вычислительных методов, таких как метод конечных эле-
ментов, также оказалось полезным при решении сложных задач нелинейной филь-
трации [14] использовали этот подход для изучения упругой фильтрации в почвах
с тонкими включениями, продемонстрировав, как изменения в условиях сопряже-
ния могут повысить точность численных решений. Эта методологическая строгость
имеет важное значение для разработки надежных моделей, которые могут инфор-
мировать стратегии управления грунтовыми водами.

Рассмотрим процесс упругой фильтрации в неоднородном массиве грунта с тон-
ким включением в одномерном случае, математическая модель которого описывается
следующей краевой задачей:

𝜂
𝜕ℎ

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑘 (ℎ,∇ℎ) 𝜕ℎ

𝜕𝑥

)︂
+ 𝑓 (ℎ, 𝑥, 𝑡) , 𝑥 ∈ Ω1 ∪ Ω2, 𝑡 > 0; (17)

ℎ (𝑥, 𝑡) |𝑥=1 = ℎ1(𝑡), 𝑡 ⩾ 0 ,

𝑢 (𝑥, 𝑡) |𝑥=0 = 𝑄(ℎ, 𝑡), 𝑡 ⩾ 0 ,

ℎ (𝑥, 0) = ℎ0 (𝑥) , 𝑥 ∈ [0; 𝜉] ∪ [𝜉; 𝑙] ,

𝑢±

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥=𝜉 = − [ℎ]

𝑑∫︀
0

𝑑𝑥
𝑘𝛾(ℎ,∇ℎ)

,

где

𝑘 (ℎ,∇ℎ) =
{︂
𝑘1 (ℎ,∇ℎ) , 𝑥 ∈ Ω1,
𝑘2 (ℎ,∇ℎ) , 𝑥 ∈ Ω2,

𝜂 =

{︂
𝜂1, 𝑥 ∈ Ω1,
𝜂2, 𝑥 ∈ Ω2,

𝑓 (ℎ, 𝑥, 𝑡) =

{︂
𝑓1 (ℎ, 𝑥, 𝑡) , 𝑥 ∈ Ω1,
𝑓2 (ℎ, 𝑥, 𝑡) , 𝑥 ∈ Ω2.

В (17), Ω1 = (0; 𝜉) , Ω2 = (𝜉; 1) , 0 <𝜉 < 1; ℎ𝑙(𝑡), ℎ0(𝑥), 𝑄(ℎ, 𝑡) – известные функ-
ции, ℎ(𝑋, 𝑡) – напор в пористой жидкости; 𝑘 – коэффициент фильтрации; 𝑓(𝑋, 𝑡) –
функция, задающая интенсивность внутренних источников (стоков) жидкости. Ко-
эффициент 𝜂 называется коэффициентом упругой емкости горных пород.

Более того, исследование эффектов памяти в пористых средах, как обсуждалось в
работе [15], вносит дополнительный уровень сложности в моделирование транспорт-
ных процессов. Их исследование связанных транспортных процессов с терминами
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памяти предполагает, что исторические условия потока могут влиять на текущую
динамику фильтрации, что требует переоценки традиционных подходов к моделиро-
ванию.

Численное моделирование играет ключевую роль в понимании нелинейных про-
цессов фильтрации. Например, авторы в работе [16] разработали математическую
модель для изучения фильтрации жидкости в трехслойных взаимодействующих по-
ристых пластах. Их подход использует двухжидкостную модель для захвата дина-
мики взвешенных веществ, показывая, как различные механизмы, такие как захват
и мобилизация, влияют на транспорт частиц в многослойных системах. Это иссле-
дование подчеркивает важность численных методов для обеспечения понимания по-
ведения жидкостей в сложных геологических условиях.

Более того, влияние пространственной неоднородности на время реакции грун-
товых вод было исследовано [17]. Его исследование иллюстрирует, как изменения в
гидравлической проводимости пористой среды могут привести к значительным раз-
личиям во времени реакции, при этом области, близкие к границам, демонстрируют
более длительное время достижения устойчивого состояния. Это открытие подчерки-
вает необходимость пространственно распределенных моделей, которые могут учи-
тывать присущую пористым средам изменчивость:

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜎𝑥
𝜕ℎ

𝜕𝑥

)︂
+

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝜎𝑦
𝜕ℎ

𝜕𝑦

)︂
+

𝜕

𝜕𝑧

(︂
𝜎𝑧
𝜕ℎ

𝜕𝑧

)︂
= −𝑓 (𝑟, 𝑡) , (18)

которое представляет поток грунтовых вод в неоднородном анизотропном водонос-
ном горизонте, это уравнение решается для получения потенциального скалярного
поля напора ℎ, из которого мы определяем скорости и направления потока из кон-
кретного вектора расхода. В случае устойчивого потока в однородном изотропном и
ограниченном водоносном горизонте закон непрерывности или сохранения гаранти-
рует, что (18) сводится к уравнению Лапласа.

Произвольные изменения уровня воды приводят к взаимодействию двух слоев
гидродинамических состояний подземных вод. В таких условиях необходимо обра-
щать внимание на взаимодействие минерализованных вод с пластами от границ за-
легания грунтовых вод в пластах. Поведение подземных вод в таких условиях можно
описать с помощью следующей системы уравнений в частных производных [18]:

𝜇
𝜕ℎ

𝜕𝑡
= −𝑘𝑏

ℎ−𝐻

𝑚
+ 𝑓 − 𝜔,

𝜇*𝜕𝐻

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑇
𝜕𝐻

𝜕𝑥

)︂
− 𝑘

𝐻 − ℎ

𝑚
.

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (19)

В (19), где ℎ(𝑥, 𝑡),𝐻(𝑥, 𝑡) – уровни поверхностных и напорных вод; 𝜇, 𝜇* – коэффи-
циенты водоотдачи (водоненасыщенности) в верхних и нижних слоях; 𝑚 – прочность
слоя; 𝑘𝑏, 𝑘 – коэффициенты фильтрации верхнего и нижнего слоев; 𝑇 – фильтраци-
онная проницаемость основного горизонта; 𝑓 – внешние факторы; 𝜔 – испарение.

Для детального и всестороннего изучения процесса изменения уровня грунтовых
вод и концентрации солей необходимо разработать усовершенствованную математи-
ческую модель, описывающую основные характеристики объекта. Для мониторинга
и прогнозирования геофильтрационных процессов с помощью математического мо-
делирования, а также разработки предложений и рекомендаций данная задача вы-
ражается в виде системы нелинейных дифференциальных уравнений следующего
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вида:

𝜇
𝜕ℎ

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑘ℎ
𝜕ℎ

𝜕𝑥

)︂
+

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝑘ℎ
𝜕ℎ

𝜕𝑦

)︂
+ 𝑓 − 𝜔,

𝜇ℎ
𝜕𝜃

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝐷ℎ

𝜕𝜃

𝜕𝑥

)︂
+

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝐷ℎ

𝜕𝜃

𝜕𝑦

)︂
− 𝑣𝑥ℎ

𝜕𝜃

𝜕𝑥
− 𝑣𝑦ℎ

𝜕𝜃

𝜕𝑦
+ 𝑓𝜃𝑓 .

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (20)

В (20), здесь ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑡) – уровень поверхностных вод; 𝜇 – коэффициент водоотда-
чи; 𝑘 – коэффициент фильтрации; 𝑓 – внешние факторы; 𝜔 – испарение; 𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑡) –
концентрация соли; 𝑣𝑥, 𝑣𝑦 – скорости фильтрации; 𝐷 – коэффициент диффузии; 𝜃𝑓
– концентрация солей (из инфильтрационных вод).

Система уравнений (2) решается на основе следующих начальных и граничных
условий:

ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑡0) = ℎ0, 𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑡0) = 𝜃0, 𝑡 = 𝑡0,

граничные условия:

𝑘ℎ
𝜕ℎ

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= −𝜆(ℎ− ℎ0), 𝑘ℎ
𝜕ℎ
𝜕𝑥

⃒⃒
𝑥=𝐿

= 𝜆(ℎ− ℎ0),

𝑘ℎ
𝜕ℎ

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

= −𝜆(ℎ− ℎ0), 𝑘ℎ
𝜕ℎ

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝐿

= 𝜆(ℎ− ℎ0),

𝜇ℎ
𝜕𝜃

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= −(𝜃 − 𝜃0), 𝜇ℎ
𝜕𝜃

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝐿

= (𝜃 − 𝜃0),

𝜇ℎ
𝜕𝜃

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

= −(𝜃 − 𝜃0), 𝜇ℎ
𝜕𝜃

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝐿

= (𝜃 − 𝜃0),

где ℎ0 – начальное значение уровня поверхностной воды; 𝜆 – коэффициент массопе-
редачи через расчетную границу; 𝑡0– время начала; 𝜃0 – начальное значение концен-
трации солей в водоносном горизонте.

В статье [19] рассматривается информационное обеспечение системы моделирова-
ния гидрогеологических процессов на основе технологии географических информа-
ционных систем (ГИС) для обработки пространственно распределенной информации
с учетом опыта создания геобазы данных ресурсов подземных вод. Геофильтрации
подземных вод взаимосвязь между грунтовыми водами и подповерхностными водами
выражается с помощью уравнения Буссинеска следующим образом:

𝜇
𝜕ℎ

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑘1𝑚

𝜕ℎ

𝜕𝑥

)︂
+

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝑘1𝑚

𝜕ℎ

𝜕𝑦

)︂
+ 𝜂𝑊,

𝜇
𝜕𝐻

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑘2𝑚

𝜕𝐻

𝜕𝑥

)︂
+

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝑘2𝑚

𝜕𝐻

𝜕𝑦

)︂
− 𝜂𝑊1.

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (21)

В (21), здесь ℎ (𝑥, 𝑦, 𝑡) , 𝐻 (𝑥, 𝑦, 𝑡) – уровень грунтовых вод;𝑚 = ∆ℎ−ℎ0 = ∆𝐻−𝐻0

прочность слоя; 𝜇 – коэффициент водоотдачи; 𝑘1, 𝑘2 – коэффициенты фильтрации;
𝑊1 – скважeн.

ℎ |𝑡=0 = ℎ0, 𝐻 |𝑡=0 = 𝐻0,
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граничные условия:

𝑚
𝜕ℎ

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= −(ℎ− ℎ0), 𝑚
𝜕ℎ

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝐿

= (ℎ− ℎ0),

𝑚
𝜕ℎ

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

= −(ℎ− ℎ0), 𝑚
𝜕ℎ

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝐿

= (ℎ− ℎ0),

𝑚
𝜕𝐻

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= −(𝐻 −𝐻0), 𝑚
𝜕𝐻

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝐿

= (𝐻 −𝐻0),

𝑚
𝜕𝐻

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

= −(𝐻 −𝐻0), 𝜇ℎ
𝜕𝐻

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝐿

= (𝐻 −𝐻0),

𝐻 |𝑥=𝑚+0 = ℎ |𝑥=𝑚−0 , 𝐻 |𝑦=𝑚+0 = ℎ |𝑦=𝑚−0,

𝑘2𝑚
𝜕𝐻

𝜕𝑥
|𝑥=𝑚+0 = 𝑘1𝑚

𝜕ℎ

𝜕𝑥
|𝑥=𝑚−0 , 𝑘2𝑚

𝜕𝐻

𝜕𝑦
|𝑦=𝑚+0 = 𝑘1𝑚

𝜕ℎ

𝜕𝑦
|𝑦=𝑚−0,

где ℎ0 , 𝐻0 – начальные значения уровней грунтовых вод.
Интеграция стохастических элементов в модели потока грунтовых вод также на-

бирает обороты. В работе [20] подчеркиваются необходимость более стохастических
терминов при моделировании неустойчивого потока грунтовых вод в неоднородных
водоносных горизонтах. Их выводы показывают, что включение изменчивости гид-
равлической проводимости может привести к более точным прогнозам поведения
грунтовых вод, особенно в сложных геологических условиях.

В условиях острого дефицита водных ресурсов вопросы водоснабжения населе-
ния, особенно в экологически неблагополучных зонах Средней Азии, Хивы, Бухары,
в том числе на территориях Каракалпакстана, становятся особенно актуальными.
Одним из основных источников хозяйственно-питьевого водоснабжения населения в
таких условиях являются подземные воды, образующиеся при строительстве подзем-
ных водозаборов.

Рис. 4 Схематическое изображение объекта исследования.

При математическом моделировании мониторинга и прогнозирования уровня под-
земных вод и гидродинамических процессов, происходящих в них, с учетом взаимо-
действия внешних факторов: испарения и инфильтрации, изучаемый объект схемати-
чески представлен в виде, показанном на рис. 4. По результатам анализа гидрогеоло-
гических условий территорию по возобновлению подземных вод (ПВВ) в геофильтра-
ционном отношении следует рассматривать как двухслойную в среде, состоящую из
двух водоносных горизонтов. Принятые условия прогнозирования изменения уровня
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грунтовых вод (грунтовых и напорных водоносных горизонтов) в процессе фильтра-
ции дают основание представить математическую модель объекта в виде системы
нелинейных уравнений в частных производных:
Принятые условия прогнозирования изменения уровня грунтовых вод (грунтовых
и напорных водоносных горизонтов) в процессе фильтрации дают основание пред-
ставить математическую модель объекта в виде системы нелинейных уравнений в
частных производных [21]:

𝜇1𝑛0
𝜕ℎ

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑘1𝑚

𝜕ℎ

𝜕𝑥

)︂
+

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝑘1𝑚

𝜕ℎ

𝜕𝑦

)︂
+ 𝑓 − 𝜔,

𝜇2
𝜕𝐻

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑘2𝑚

𝜕𝐻

𝜕𝑥

)︂
+

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝑘2𝑚

𝜕𝐻

𝜕𝑦

)︂
− 𝜂𝑄.

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (22)

В (22), где ℎ (𝑥, 𝑦, 𝑡) , 𝐻 (𝑥, 𝑦, 𝑡) – уровни грунтовых и напорных вод; 𝜇 – коэф-
фициент водоотдачи. 𝑚 – мощность разделительного слоя; 𝑘1, 𝑘2, – коэффициенты
фильтрации верхнего и нижнего слоев; 𝑄 – расход; 𝑓 – внешний источник; 𝑤 – испа-
рение; 𝑛0 – активная пористость грунта в соответствующих зонах. 𝑛 – коэффициент
приведения модели к размерному виду

ℎ |𝑡=0 = ℎ0, 𝐻 |𝑡=0 = 𝐻0,

𝜇1𝑚
𝜕ℎ

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= −(ℎ− ℎ0), 𝜇1𝑚
𝜕ℎ

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝐿𝑥

= (ℎ− ℎ0),

𝜇1𝑚
𝜕ℎ

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

= −(ℎ− ℎ0), 𝜇1𝑚
𝜕ℎ

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝐿𝑦

= (ℎ− ℎ0),

𝜇2𝑚
𝜕𝐻

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= −(𝐻 −𝐻0), 𝜇2𝑚
𝜕𝐻

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝐿𝑥

= (𝐻 −𝐻0),

𝜇2𝑚
𝜕𝐻

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

= −(𝐻 −𝐻0), 𝜇2𝑚
𝜕𝐻

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝐿𝑦

= (𝐻 −𝐻0),

𝐻 |𝑥=𝑚+0 = ℎ |𝑥=𝑚−0 , 𝐻 |𝑦=𝑚+0 = ℎ |𝑦=𝑚−0 ,

𝑘2𝑚
𝜕𝐻

𝜕𝑥
|𝑥=𝑚+0 = 𝑘1𝑚

𝜕ℎ

𝜕𝑥
|𝑥=𝑚−0 , 𝑘2𝑚

𝜕𝐻

𝜕𝑦
|𝑦=𝑚+0 = 𝑘1𝑚

𝜕ℎ

𝜕𝑦
|𝑦=𝑚−0 ,

где ℎ,𝐻 – начальные значения уровней грунтовых и напорных вод.
Как показывает анализ тематической научной литературы, в этом направлении

уже получен ряд значительных результатов теоретического и практического харак-
тера. Тем не менее, по-прежнему имеют место определенные пробелы в знаниях и
необходимость в дальнейшем развитии методологии математического моделирова-
ния, позволяющей комплексно анализировать процессы движения и изменения хи-
мического состава грунтовых и напорных вод, а также оценивать и прогнозировать
мелиоративное состояние сельскохозяйственных земель.

С учетом актуальности рассматриваемой научной проблемы, целью и задачей
дальнейшего исследования выше указанной проблемы является разработке новых
и усовершенствовании существующих математических моделей и численных алго-
ритмов решения задач движения подземных вод в многослойных пористых средах с
учётом влияния различных факторов на изменения уровня подземных вод и концен-
трации солей в них, а также поддержки принятия решений по управлению водным
режимом сельскохозяйственных угодий.



Исследование и анализ математических моделей процессов . . . 55

4 Заключение

В заключение следует отметить, что математическое моделирование нелиней-
ных процессов фильтрации в многослойных неоднородных пористых средах является
многогранным начинанием, требующим всестороннего понимания динамики жидко-
сти, явлений переноса и взаимодействия между различными слоями пористых ма-
териалов. Интеграция передовых математических моделей, численного моделирова-
ния и инновационных вычислительных методов имеет важное значение для точного
отражения сложностей этих систем. Поскольку исследования в этой области продол-
жают развиваться, будет крайне важно усовершенствовать существующие модели
и разработать новые методологии, которые могут решать проблемы, связанные с
неоднородным и нелинейным поведением в системах грунтовых вод.
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