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В современном мире проблема хранения зерновых культур и продуктов их пе-
реработки играет важнейшую роль в обеспечении продовольственной безопасности.
Одним из ключевых аспектов сохранения качества зерна является контроль процес-
сов тепло- и влагообмена в хранилищах. Мониторинг и прогнозирование этих про-
цессов становятся неотъемлемой частью современных технологий хранения, позво-
ляя улучшить условия хранения, сократить потери продукции, обеспечить стабиль-
ное качество зерна на протяжении всего периода хранения. В данной статье будут
рассмотрены основные аспекты контроля и прогнозирования процессов тепло- и вла-
гообмена при хранении зерновой продукции и их значение для агропромышленного
комплекса. При анализе экспериментальной работы были получены преимуществен-
но зерна пшеницы.
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1 Введение
Потери и порча продовольствия во всем мире стали горячей темой для исследо-

ваний из-за их значительного влияния на окружающую среду, экономику и обще-
ство [1]. Примерно треть продуктов питания, производимых в мире, ежегодно вы-
брасывается [2]. Из-за плохого управления хранением зерна его качество и пищевая
ценность [3] быстро ухудшаются во время хранения. Хранящееся зерно изучалось
как хранящееся зерно.

Содержание как один из важнейших факторов хранения зерна [4] тесно связано
с активностью насекомых и микрофлорой. Скорость порчи зерна в основном опре-
деляется температурой и распределением влаги внутри зерновой массы [5]. То есть
взаимодействие этих факторов влияет на безопасность экосистемы хранящегося зер-
на. Таким образом, даже если методы хранения хороши, безопасное хранение зерна
не может быть эффективно гарантировано, и объем зерна тогда подвергается риску
порчи.
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В области пищевых технологий основные исследования были сосредоточены на
методах сокращения времени сушки, например, за счет использования дополнитель-
ных источников тепла (микроволн и излучения) для ускорения процесса сублимаци-
онной сушки и повышения производительности [6].

Разработка математической модели, численных алгоритмов и программных средств
для мониторинга и прогнозирования процессов тепловлагообмена при хранении зер-
новых продуктов является важной задачей, особенно в контексте сельского хозяйства
и продовольственной безопасности. Процессы тепловлагообмена могут существенно
влиять на качество и безопасность зерновых продуктов при хранении.

В исследовании [7] автор использовал модель, называемую моделью цикла гисте-
резиса, для описания средней температуры зернового вороха и суточных колебаний
температуры воздуха, предоставив модель прогнозирования, которая была получена
с использованием ряда Фурье на основе метода наименьших квадратов. Здесь мо-
дель ряда Фурье используется для прогнозирования температуры статистики зерна
на основе суточной температуры воздуха. Находя связь между температурой воздуха
и температурой урожая зерна, называемую коэффициентами преобразования, HCM
определяет оптимальный порядок построения модели с использованием информаци-
онных критериев Акаике. Этот метод может отражать временную задержку изме-
нения температуры зернового вороха при изменении температуры воздуха и требует
только одной переменной (то есть значения температуры воздуха). Эксперименты,
проведенные с использованием модели, включали прогнозирование температуры и
сравнение фактических результатов, полученных при хранении зерна в течение 425
дней, с фактическими значениями, наблюдаемыми в экспериментах, что привело к
удовлетворительным результатам.

В статье [8] приведены сведения о характере изменения условий окружающей
среды (температуры, относительной влажности) при хранении пшеницы в силосах
из гофрированного оцинкованного железа, хранении в закрытых помещениях и под
навесами.

В [9] исследование выявило влияние относительной влажности и изменений тем-
пературы при хранении на влажность хранящихся соевых бобов и кукурузных зерен.

В исследовании [10] авторами разработана трехмерная переходная комбинирован-
ная модель (модель пространства, почвы и теплопроводности насыпного зерна) для
прогнозирования температуры зерна в зернохранилище. Для моделирования темпе-
ратуры зерна использовались различные сетки (изменение сетки по всей области или
границе), в том числе линейные и гибридные (линейные и квадратичные) элементы.
Сравнивалась точность прогнозов температуры, полученных с разных сеток. Учи-
тывая небольшое увеличение точности за счет увеличения времени, затрачиваемого
на очистку сетки на границе, эта же сетка оказалась предпочтительнее для прогно-
зирования температуры зерна в ящике цельнозерновой продукции с очисткой сетки
по всей площади.

Резервуары, предназначенные для хранения сельскохозяйственной продукции на
открытом воздухе, имеют форму прямоугольной параллельной трубы, нижняя гра-
ница которой теплоизолирована, а верхняя граница сообщается с окружающей сре-
дой. Для сушеных сельскохозяйственных продуктов характерно выделение тепла за
счет биологических и химических изменений клеток живой массы в виде показатель-
ных зависимостей. С учетом этого фактора динамика теплового состояния массы
описывается уравнением теплопередачи [1, 11, 12].
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По результатам [13], исследования среднее значение влажности зерна составило
13,6%, а среднее значение температуры внутри зерна — 12,3∘C. Средняя влажность
зерна, хранящегося на напольном складе, составила 13,7%, а средняя температура
внутри склада составила 21,9∘C. Но внешние условия при хранении не меняются.
Среднее значение влажности наружного воздуха составило 86,5%, а среднее значение
температуры воздуха 9,17∘C. Встречаемость животных-вредителей при хранении в
хранимой зерновой продукции не учитывалась. Содержание воды в зерне меняется
в зависимости от изменения влажности и температуры воздуха.

Как отмеченно в работе [14] послеуборочная обработка необходима для хранения
полевого зерна после уборки. При послеуборочной обработке основная часть зерна
очищается от примесей и при необходимости подсушивается до влажности 14–14,5%
от массы зерна. Целью хранения является сохранение и улучшение качества зерна.
Технологические свойства можно улучшить при правильном обслуживании. Склады
должны быть достаточно прочными, чтобы защитить зерно от потери веса, вызван-
ной атмосферными условиями и животными-вредителями. Не допускаем снижения
массы зерна, вызванного дыханием, диффузией и механическими повреждениями
при хранении [15].

Кроме того, в работе [16] обнаружили, что предыдущая история хранения (со-
держание влаги и продолжительность) влияет на последующее хранение. Более дли-
тельное хранение при той же влажности приводило к более низкому последующему
хранению, а хранение при более высокой влажности в течение того же периода вре-
мени приводило к более низкому последующему хранению.

В работе [17] отмеченно, что сушка в теле зерна была традиционным и часто ис-
пользуемым методом: этот метод необходимо совершенствовать для предотвращения
загрязнения и улучшения качества сушки. Однако наибольшие потери после сбора
урожая несет способ хранения, поскольку если условия хранения (слишком высокая
температура и влажность воздуха) не соответствуют конечному составу высушенно-
го продукта, происходит процесс гниения.

Температура и влажность являются основными показателями, влияющими на
успешное осуществление длительного хранения зерна. Температура хранящегося зер-
на – важный параметр, на который влияет наличие кислорода. Хранение зерна в
закрытых местах приводит к уменьшению содержания углекислого газа и кислоро-
да за счет постоянного дыхания. Поэтому интенсивность дыхания зерна постепенно
снижается. Вентиляция должна обеспечивать подачу воздуха с низкой влажностью
воздуха, даже если температура воздуха должна быть не менее чем на 5∘C ниже
температуры вентилируемого зерна. Гигроскопичность, способность поглощать и вы-
делять водяной пар, оказывает существенное влияние на качество зерна и его спо-
собность храниться. Содержание воды в зерне меняется в зависимости от изменения
влажности и температуры воздуха. Снижение обводнённости зерна часто осуществ-
ляется путём остаточной сушки (влажность менее 15%); стабильность при хранении
обеспечивается при влажности 12 % [18, 19].

Характеристики хранящихся зерновых культур оказывают существенное влияние
на техническое решение отдельных площадей хранения, а также технические сред-
ства, используемые для обеспечения технологий хранения, а именно хранения, вен-
тиляции и разбрасывания. Однако в работе [20] показано, что с повышением темпе-
ратуры сушки кукурузы (60∘C) адгезионные свойства зернопродуктов, высушенных
горячим воздухом, снижаются, тогда как конечная адгезия существенно возрастает.
Зеренная структура также была модифицирована после обработки горячим возду-



60 Равшанов Н., Шадманов И.У., Адизова З.М.

хом. Все эти изменения приводят к потере влаги зерном при температуре 105∘C
при добавленной искусственной аэрации всего 2%. Когда температура искусствен-
ной вентиляции была выше 75∘C, объемная плотность значительно увеличивалась с
повышением температуры, но количество влаги, добавляемой при кондиционирова-
нии, и конечное содержание влаги в продукте не менялись. Когда температура ис-
кусственной вентиляции была ниже 75∘C, количество сырого материала значительно
уменьшалось, что указывает на то, что относительное количество.

В зернохранилищах происходят сложные химические процессы. В конечном ито-
ге [21], это может привести к потере пищевой ценности. Часть потерь вызвана есте-
ственной реакцией (дыхание зерна), другая часть потерь вызвана химическими ре-
акциями, вызванными нарушением технологической дисциплины при обработке и
хранении круп после уборки.

Основные характеристики зерна применительно к хранению зерна следующие:

– объемная масса зерна и фракция пустот;
– насыпка круп;
– температура зерна;
– сбалансированное количество воды в зерне;
– состав вредных соединений.

Технология и методы хранения влияют на температуру и влажность материала,
что может повлиять на срок хранения и развитие тонн животных-вредителей.

На основании результатов экспериментальных измерений и их оценки можно ска-
зать, что на условия хранения зерна кукурузы большое влияние оказывают внешние
условия при хранении, то есть температура воздуха и внешняя влажность.

В данных условиях хорошие результаты [22], наблюдались у несушек, хранив-
шихся с дополнительной вентиляцией в стальных силосах. Средняя влажность зерна
составила 13,6%, а средняя температура силоса — 12,3∘C.

Средняя влажность зерна кукурузы, хранящегося на напольном складе, состави-
ла 13,7%, а средняя температура внутри склада составила 21,9∘C, но внешние условия
в процессе хранения не изменились. Среднее значение влажности наружного возду-
ха составило 86,5%, а среднее значение температуры воздуха 9,17∘C. Содержание
воды в зерне меняется в зависимости от изменения влажности и температуры возду-
ха. Снижение обводнённости зерна чаще всего производят путём остаточной сушки
(влажность менее 15 %), устойчивость при хранении обеспечивается при влажности
12 %.

В работе [23] анализируются эффекты конвективного тепло- и массообмена, ско-
рость испарения воды и важность объемного источника тепла в условиях реальной
температуры на входе. Несмотря на проводимые работы, существует потребность в
математическом моделировании, учитывающем процесс сублимации в совокупности.
В статье представлены задачи тепломассообмена, описывающие сублимацию в полу-
пористой среде. Математическая модель учитывает конвективный тепломассопере-
нос и объемный источник тепла в осушенных и мерзлых регионах. Изучено также
влияние конвекции, вызванной массопереносом кристаллов льда.

В работе [24] было проведено многофакторное лабораторное исследование с целью
определения основных причин изменения показателей качества в хранимой зерновой
экосистеме. В ходе испытания три разных сорта пшеницы хранились в течение 160
дней при температуре 22–23∘C и двух разных уровнях относительной влажности:



Разработка математической модели для . . . 61

– В качестве основных факторов, влияющих на изменение качества, были опре-
делены время хранения, уровень влажности, плотность скрытой зараженности
насекомыми и уровень грибковой обсемененности;

– Было обнаружено, что скорость роста популяции насекомых значительно разли-
чается среди сортов;

– Ухудшение качества, наблюдаемое между тремя сортами, связано не с их твер-
достью, а с соотношением между зерном и относительной влажностью.

Работа дает важную информацию для улучшения условий хранения зерна и борьбы
с биотическими факторами порчи.

В исследовании [25] была разработана двумерная конечно-элементная модель
нелинейной теплопередачи для прогнозирования распределения температуры пше-
ницы в цилиндрическом резервуаре для хранения. В модели электронагреватель для
внутреннего производства тепла расположен в центре бака. В этой исследователь-
ской работе представлены новые теоретические основы и практические подходы для
управления распределением температуры в резервуарах для хранения и оптимиза-
ции процессов хранения.

Сушеные продукты хранятся долго, поскольку содержание влаги в них очень низ-
кое и подавляет рост микроорганизмов. Хотя сушка на солнце является популярным
методом, во многих сельских районах нет подходящего для этого климата. Поэто-
му важно разработать сушилку, работающую с другими технологиями. В статье [26]
представлена конструкция и изготовление сушилки на основе биомассы, которую
можно использовать для сушки сельскохозяйственной продукции в сельской местно-
сти. Биомасса, используемая в газификаторе, дешева и доступна на местном уровне.
Сушилка предназначена для сушки тапиоки и регулярной проверки эффективности
сушилки на протяжении всего процесса сушки. Сушка осуществлялась при постоян-
ном массовом расходе генераторного газа в пределах температур 60–70∘C. Конечная
влажность тапиоки составляет от 5% до 12%. Сушилка на основе биомассы сокраща-
ет время сушки на 50% по сравнению с сушкой на открытом солнце. Опыт показал,
что сушилки на основе биомассы более эффективны, чем традиционная сушка на
открытом солнце.

2 Постановка задачи
Зерновые хранилища под открытым небом напоминают прямоугольнык,

взаимодействующий с окружающей средой. Предложенная математическая модель
уравнения теплопередачи учитывает внутреннюю теплоотдачу и влажность и опи-
сывает динамику теплового состояния массы:

𝜕𝑇

𝜕𝜏
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑎11(𝑥; 𝑧; 𝜏)

𝜕𝑇

𝜕𝑥

)︂
+

𝜕

𝜕𝑧

(︂
𝑎11(𝑥; 𝑧; 𝜏)

𝜕𝑇

𝜕𝑧

)︂
+

+
𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑎12(𝑥; 𝑧; 𝜏)

𝜕𝑄

𝜕𝑥

)︂
+

𝜕

𝜕𝑧

(︂
𝑎12(𝑥; 𝑧; 𝜏)

𝜕𝑄

𝜕𝑧

)︂
+ 𝐹1(𝑥; 𝑧; 𝜏);

(1)

𝜕𝑄

𝜕𝜏
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑎21 (𝑥; 𝑧; 𝜏)

𝜕𝑄

𝜕𝑥

)︂
+

𝜕

𝜕𝑧

(︂
𝑎21 (𝑥; 𝑧; 𝜏)

𝜕𝑄

𝜕𝑧

)︂
+

+
𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑎22 (𝑥, 𝑧, 𝜏)

𝜕𝑇

𝜕𝑥

)︂
+

𝜕

𝜕𝑧

(︂
𝑎22 (𝑥, 𝑧, 𝜏)

𝜕𝑇

𝜕𝑧

)︂
+ 𝐹2 (𝑥, 𝑧, 𝜏)

(2)

c начальными
𝑇 (𝑥, 𝑧, 𝜏) |𝜏=0 = 𝑇0 (𝑥, 𝑧) ; (3)
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𝑄 (𝑥, 𝑧, 𝜏) |𝜏=0 = 𝑄0 (𝑥, 𝑧) (4)

и граничными условиями:

𝜇
𝜕𝑇

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= 𝜓1 (𝑇 − 𝑇𝑡𝑎𝑠ℎ) ; (5)

𝜇
𝜕𝑇

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝐿𝑥

= 𝜓1 (𝑇 − 𝑇𝑡𝑎𝑠ℎ) ; (6)

𝜇
𝜕𝑇

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

= 𝜓1 (𝑇 − 𝑇𝑡𝑎𝑠ℎ) ; (7)

𝜇
𝜕𝑇

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝐿𝑧

= 𝜓1 (𝑇 − 𝑇𝑡𝑎𝑠ℎ) ; (8)

𝜔
𝜕𝑄

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= 𝜓2 (𝑄−𝑄𝑡𝑎𝑠ℎ) ; (9)

𝜔
𝜕𝑄

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝐿𝑥

= 𝜓2 (𝑄−𝑄𝑡𝑎𝑠ℎ) ; (10)

𝜔
𝜕𝑄

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

= 𝜓2 (𝑄−𝑄𝑡𝑎𝑠ℎ) ; (11)

𝜔
𝜕𝑄

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝐿𝑧

= 𝜓2 (𝑄−𝑄𝑡𝑎𝑠ℎ) . (12)

Здесь 𝑇 и 𝑄 – значения температуры и влаги пористого тела; 𝑎11(𝑥, 𝑧, 𝜏),
𝑎22(𝑥, 𝑧, 𝜏) – коэффициенты теплопроводности; 𝑎12(𝑥, 𝑧, 𝜏), 𝑎21(𝑥, 𝑧, 𝜏) – коэффици-
енты влагопроводности; 𝐹1(𝑥, 𝑧; 𝜏) = 𝑏 · 𝑒−𝜁𝜏 – интенсивность внутреннего тепловы-
деления массы; 𝑏 = 𝑄

𝑐1
– коэффициент тепловыделения; 𝑐1 – удельная теплоёмкость;

𝜁 – эмпирический параметр; 𝐹2(𝑥, 𝑧; 𝜏) = 𝜌𝑚0𝑒
−𝜉𝜏 – интенсивность внутренних ис-

точников влаги; 𝜌 – плотность материала; 𝜉 – коэффициент сушки; 𝑚0 – максималь-
ная интенсивность испарения; 𝛽1 – коэффициент теплоотдачи; 𝑇tash – температура
окружающей среды; 𝛽2 – коэффициент влагоотдачи; 𝑄tash – влажность окружающей
среды.

3 Метод решения
Для решения задачи (1)-(12) используем конечно-разностный метод, заменяя об-

ласть непрерывного решения на сеточную и введем пространственно-временной сет-
ки:

Ω𝑥𝑧𝜏 = { (𝑥𝑖 = 𝑖∆𝑥, 𝑧𝑗 = 𝑗∆𝑧, 𝜏𝑛 = 𝑛 ∆𝜏) ;

𝑖 = 1, 𝑁𝑥; 𝑗 = 1,𝑀𝑦, 𝑛 = 0, 𝑁𝜏 , ∆𝜏 = 1/𝑁𝜏

}︀
,
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заменяем дифференциальные операторы уравнения (1) на разностные по 𝑂𝑥:

1

2

𝑇
𝑛+1/2
𝑖, 𝑗 − 𝑇 𝑛

𝑖, 𝑗

∆𝜏/2
+

1

2

𝑇
𝑛+1/2
𝑖+1, 𝑗 − 𝑇 𝑛

𝑖+1, 𝑗

∆𝜏/2
=

=
1

∆𝑥2

(︁
𝑎11, 𝑖+0,5, 𝑗𝑇

𝑛+1/2
𝑖+1, 𝑗 − (𝑎11, 𝑖+0,5, 𝑗 + 𝑎11, 𝑖−0,5, 𝑗)𝑇

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗 + 𝑎11, 𝑖−0,5, 𝑗𝑇

𝑛+1/2
𝑖−1, 𝑗

)︁
+

+
1

∆𝑧2
(︀
𝑎11, 𝑖, 𝑗+0,5𝑇

𝑛
𝑖, 𝑗+1 − (𝑎11, 𝑖, 𝑗+0,5 + 𝑎11, 𝑖, 𝑗−0,5)𝑇

𝑛
𝑖, 𝑗 + 𝑎11, 𝑖, 𝑗−0,5𝑇

𝑛
𝑖, 𝑗−1

)︀
+

+
1

∆𝑥2
(︀
𝑎12, 𝑖+0,5, 𝑗𝑄

𝑛
𝑖+1, 𝑗 − (𝑎12, 𝑖+0,5, 𝑗 + 𝑎12, 𝑖−0,5, 𝑗)𝑄

𝑛
𝑖, 𝑗 + 𝑎12, 𝑖−0,5, 𝑗𝑄

𝑛
𝑖−1, 𝑗

)︀
+

+
1

∆𝑧2
(︀
𝑎12, 𝑖, 𝑗+0,5𝑄

𝑛
𝑖, 𝑗+1 − (𝑎12, 𝑖, 𝑗+0,5 + 𝑎12, 𝑖, 𝑗−0,5)𝑄

𝑛
𝑖, 𝑗 + 𝑎12, 𝑖, 𝑗−0,5𝑄

𝑛
𝑖, 𝑗−1

)︀
+

1

2
𝐹1,𝑖, 𝑗

и группируя схожих членов, получим:

−
(︂(︂

1

∆𝜏
− 𝑎11, 𝑖, 𝑗+0,5 + 𝑎11, 𝑖, 𝑗−0,5

∆𝑧2

)︂
𝑇 𝑛
𝑖, 𝑗+

+
1

∆𝜏
𝑇 𝑛
𝑖+1, 𝑗 +

𝑎11, 𝑖, 𝑗+0,5

∆𝑧2
𝑇 𝑛
𝑖, 𝑗+1 +

𝑎11, 𝑖, 𝑗−0,5

∆𝑧2
𝑇 𝑛
𝑖, 𝑗−1−

−
(︂
𝑎12, 𝑖+0,5, 𝑗 + 𝑎12, 𝑖−0,5, 𝑗

∆𝑥2
+
𝑎12, 𝑖, 𝑗+0,5 + 𝑎12, 𝑖, 𝑗−0,5

∆𝑧2

)︂
𝑄𝑛

𝑖, 𝑗 +
𝑎12, 𝑖+0,5, 𝑗

∆𝑥2
𝑄𝑛

𝑖+1, 𝑗+

+
𝑎12, 𝑖−0,5, 𝑗

∆𝑥2
𝑄𝑛

𝑖−1, 𝑗 +
𝑎12, 𝑖, 𝑗+0,5

∆𝑧2
𝑄𝑛

𝑖, 𝑗+1 +
𝑎12, 𝑖, 𝑗−0,5

∆𝑧2
𝑄𝑛

𝑖, 𝑗−1 +
1

2
𝐹1,𝑖, 𝑗

)︂
.

Введем обозначения:

𝑏𝑖,𝑗 =
𝑎11, 𝑖+0,5, 𝑗 + 𝑎11, 𝑖−0,5, 𝑗

∆𝑥2
+

1

∆𝜏
; 𝑐𝑖,𝑗 =

𝑎11, 𝑖+0,5, 𝑗

∆𝑥2
− 1

∆𝜏
;

𝑑𝑖,𝑗 =

(︂
1

∆𝜏
− 𝑎11, 𝑖, 𝑗+0,5 + 𝑎11, 𝑖, 𝑗−0,5

∆𝑧2

)︂
𝑇 𝑛
𝑖, 𝑗+

+
1

∆𝜏
𝑇 𝑛
𝑖+1, 𝑗 +

𝑎11, 𝑖, 𝑗+0,5

∆𝑧2
𝑇 𝑛
𝑖, 𝑗+1 +

𝑎11, 𝑖, 𝑗−0,5

∆𝑧2
𝑇 𝑛
𝑖, 𝑗−1−

−
(︂
𝑎12, 𝑖+0,5, 𝑗 + 𝑎12, 𝑖−0,5, 𝑗

∆𝑥2
+
𝑎12, 𝑖, 𝑗+0,5 + 𝑎12, 𝑖, 𝑗−0,5

∆𝑧2

)︂
𝑄𝑛

𝑖, 𝑗 +
𝑎12, 𝑖+0,5, 𝑗

∆𝑥2
𝑄𝑛

𝑖+1, 𝑗+

+
𝑎12, 𝑖−0,5, 𝑗

∆𝑥2
𝑄𝑛

𝑖−1, 𝑗 +
𝑎12, 𝑖, 𝑗+0,5

∆𝑧2
𝑄𝑛

𝑖, 𝑗+1 +
𝑎12, 𝑖, 𝑗−0,5

∆𝑧2
𝑄𝑛

𝑖, 𝑗−1 +
1

2
𝐹1,𝑖, 𝑗,

получим систему трех диагональных алгебраических уравнений:

𝑎𝑖,𝑗𝑇
𝑛+1/2
𝑖−1, 𝑗 − 𝑏𝑖,𝑗𝑇

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗 + 𝑐𝑖,𝑗𝑇

𝑛+1/2
𝑖+1, 𝑗 = −𝑑𝑖,𝑗. (13)

Далее, граничное условие (5) аппроксимируем по 𝑂𝑥, получим:

𝜇
−3𝑇

𝑛+1/2
0,𝑗 + 4𝑇

𝑛+1/2
1,𝑗 − 𝑇

𝑛+1/2
2,𝑗

2∆𝑥
= −𝜓1

(︁
𝑇tash − 𝑇

𝑛+1/2
0,𝑗

)︁
. (14)

Из системы уравнений (13), при 𝑖 = 1, получим:

𝑎1,𝑗𝑇
𝑛+1/2
0, 𝑗 − 𝑏1,𝑗𝑇

𝑛+1/2
1, 𝑗 + 𝑐1,𝑗𝑇

𝑛+1/2
2, 𝑗 = −𝑑1,𝑗. (15)

Поставив 𝑇 𝑛+ 1
3

2,𝑗 из (15) в (14), найдём 𝑇
𝑛+ 1

3
0,𝑗 :

𝑇
𝑛+1/2
0, 𝑗 =

4𝜇𝑐1,𝑗 − 𝑏1,𝑗𝜇

3𝜇𝑐1,𝑗 − 𝑎1,𝑗𝜇+ 2∆𝑥𝜓1𝑐1,𝑗
𝑇

𝑛+1/2
1, 𝑗 +

𝑑1,𝑗𝜇+ 2∆𝑥𝜓1𝑐1,𝑗𝑇𝑡𝑎𝑠ℎ
3𝜇𝑐1,𝑗 − 𝑎1,𝑗𝜇+ 2∆𝑥𝜓1𝑐1,𝑗

.
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Аналогично аппроксимируя граничное условие (6) по 𝑂𝑥, получим:

𝜇
𝑇

𝑛+1/2
𝑁−2, 𝑗 − 4𝑇

𝑛+1/2
𝑁−1, 𝑗 + 3𝑇

𝑛+1/2
𝑁, 𝑗

2∆𝑥
= −𝜓1

(︁
𝑇𝑡𝑎𝑠ℎ − 𝑇

𝑛+1/2
𝑁, 𝑗

)︁
. (16)

Применяя метод прогонки для последовательности при 𝑁,𝑁 − 1 и 𝑁 − 2 найдём

𝑇
𝑛+1/2
𝑁−1,𝑗 и 𝑇

𝑛+1/2
𝑁−2,𝑗 .

𝑇
𝑛+1/2
𝑁−1, 𝑗 = 𝛼𝑁−1, 𝑗𝑇

𝑛+1/2
𝑁, 𝑗 + 𝛽𝑁−1, 𝑗; (17)

𝑇
𝑛+1/2
𝑁−2, 𝑗 = 𝛼𝑁−2, 𝑗𝛼𝑁−1, 𝑗𝑇

𝑛+1/2
𝑁, 𝑗 + 𝛼𝑁−2, 𝑗𝛽𝑁−1, 𝑗 + 𝛽𝑁−2, 𝑗. (18)

Поставив 𝑇 𝑛+1/2
𝑁−1,𝑗 из (17) и 𝑇 𝑛+1/2

𝑁−2,𝑗 из (18) в (16), найдем 𝑇
𝑛+1/2
𝑁,𝑗 :

𝑇
𝑛+1/2
𝑁,𝑗 =

(4𝛽𝑁−1,𝑗 − 𝛼𝑁−2,𝑗𝛽𝑁−1,𝑗 − 𝛽𝑁−2,𝑗)𝜇− 2𝜓1∆𝑥𝑇𝑡𝑎𝑠ℎ
𝛼𝑁−2,𝑗𝛼𝑁−1,𝑗𝜇− 4𝛼𝑁−1,𝑗𝜇+ 3𝜇− 2𝜓1∆𝑥

. (19)

Значения последовательности температуры 𝑇
𝑛+1/2
𝑖,𝑗 , 𝑇 𝑛+1/2

𝑁−1,𝑗 , 𝑇
𝑛+1/2
𝑁−2,𝑗 , ..., 𝑇 𝑛+1/2

1,𝑗 опреде-
ляется методом обратной прогонки по уменьшению значения 𝑖 последовательности:

𝑇
𝑛+1/2
𝑖,𝑗 = 𝛼𝑖,𝑗𝑇

𝑛+1/2
𝑖,𝑗 + 𝛽𝑖,𝑗, 𝑖 = 𝑁 − 1, 1, 𝑗 = 0,𝑀. (20)

Аналогично уравнение (2) аппроксимируем по 𝑂𝑥 конечными разностями соотно-
шениями:

1

2

𝑄
𝑛+1/2
𝑖, 𝑗 − 𝑢𝑛𝑖, 𝑗
∆𝜏/2

+
1

2

𝑄
𝑛+1/2
𝑖+1, 𝑗 −𝑄𝑛

𝑖+1, 𝑗

∆𝜏/2
=

+
1

∆𝑧2
(︀
𝑎21, 𝑖, 𝑗+0,5𝑄

𝑛
𝑖, 𝑗+1 − (𝑎21, 𝑖, 𝑗+0,5 + 𝑎21, 𝑖, 𝑗−0,5)𝑄

𝑛
𝑖, 𝑗 + 𝑎21, 𝑖, 𝑗−0,5𝑄

𝑛
𝑖, 𝑗−1

)︀
1

∆𝑥2
(︀
𝑎22, 𝑖+0,5, 𝑗𝑇

𝑛
𝑖+1, 𝑗 − (𝑎22, 𝑖+0,5, 𝑗 + 𝑎22, 𝑖−0,5, 𝑗)𝑇

𝑛
𝑖, 𝑗 + 𝑎22, 𝑖−0,5, 𝑗𝑇

𝑛
𝑖−1, 𝑗

)︀
1

∆𝑧2
(︀
𝑎22, 𝑖, 𝑗+0,5𝑇

𝑛
𝑖, 𝑗+1 − (𝑎22, 𝑖, 𝑗+0,5 + 𝑎22, 𝑖, 𝑗−0,5)𝑇

𝑛
𝑖, 𝑗 + 𝑎22, 𝑖, 𝑗−0,5𝑇

𝑛
𝑖, 𝑗−1

)︀
+

1

2
𝐹2,𝑖, 𝑗;

группируя схожих членов и, получим:

𝑎21, 𝑖−0,5, 𝑗

∆𝑥2
𝑄

𝑛+1/2
𝑖−1, 𝑗 −

(︂
𝑎21, 𝑖+0,5, 𝑗 + 𝑎21, 𝑖−0,5, 𝑗

∆𝑥2
+

1

∆𝜏

)︂
𝑄

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗 +

+

(︂
𝑎21, 𝑖+0,5, 𝑗

∆𝑥2
− 1

∆𝜏

)︂
𝑄

𝑛+1/2
𝑖+1, 𝑗 =

−
(︂(︂

1

∆𝜏
− 𝑎21, 𝑖, 𝑗+0,5 + 𝑎21, 𝑖, 𝑗−0,5

∆𝑧2

)︂
𝑄𝑛

𝑖, 𝑗 +
1

∆𝜏
𝑄𝑛

𝑖+1, 𝑗+

+
𝑎21, 𝑖, 𝑗+0,5

∆𝑧2
𝑄𝑛

𝑖, 𝑗+1 +
𝑎21, 𝑖, 𝑗−0,5

∆𝑧2
𝑄𝑛

𝑖, 𝑗−1−

−
(︂
𝑎22, 𝑖+0,5, 𝑗 + 𝑎22, 𝑖−0,5, 𝑗

∆𝑥2
+
𝑎22, 𝑖, 𝑗+0,5 + 𝑎22, 𝑖, 𝑗−0,5

∆𝑧2

)︂
𝑇 𝑛
𝑖, 𝑗 +

𝑎22, 𝑖+0,5, 𝑗

∆𝑥2
𝑇 𝑛
𝑖+1, 𝑗+

+
𝑎22, 𝑖−0,5, 𝑗

∆𝑥2
𝑇 𝑛
𝑖−1, 𝑗 +

𝑎22, 𝑖, 𝑗+0,5

∆𝑧2
𝑇 𝑛
𝑖, 𝑗+1 +

𝑎22, 𝑖, 𝑗−0,5

∆𝑧2
𝑇 𝑛
𝑖, 𝑗−1 +

1

2
𝐹2,𝑖, 𝑗

)︂
.

Введем обозначения:

𝑎𝑖,𝑗 =
𝑎21, 𝑖−0,5, 𝑗

∆𝑥2
; 𝑏𝑖,𝑗 =

𝑎21, 𝑖+0,5, 𝑗 + 𝑎21, 𝑖−0,5, 𝑗

∆𝑥2
+

1

∆𝜏
; 𝑐𝑖,𝑗 =

𝑎21, 𝑖+0,5, 𝑗

∆𝑥2
− 1

∆𝜏
;
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𝑑𝑖,𝑗 =

(︂
1

∆𝜏
− 𝑎21, 𝑖, 𝑗+0,5 + 𝑎21, 𝑖, 𝑗−0,5

∆𝑧2

)︂
𝑄𝑛

𝑖, 𝑗 +
1

∆𝜏
𝑄𝑛

𝑖+1, 𝑗+

+
𝑎21, 𝑖, 𝑗+0,5

∆𝑧2
𝑄𝑛

𝑖, 𝑗+1 +
𝑎21, 𝑖, 𝑗−0,5

∆𝑧2
𝑄𝑛

𝑖, 𝑗−1−

−
(︂
𝑎22, 𝑖+0,5, 𝑗 + 𝑎22, 𝑖−0,5, 𝑗

∆𝑥2
+
𝑎22, 𝑖, 𝑗+0,5 + 𝑎22, 𝑖, 𝑗−0,5

∆𝑧2

)︂
𝑇 𝑛
𝑖, 𝑗 +

𝑎22, 𝑖+0,5, 𝑗

∆𝑥2
𝑇 𝑛
𝑖+1, 𝑗+

+
𝑎22, 𝑖−0,5, 𝑗

∆𝑥2
𝑇 𝑛
𝑖−1, 𝑗 +

𝑎22, 𝑖, 𝑗+0,5

∆𝑧2
𝑇 𝑛
𝑖, 𝑗+1 +

𝑎22, 𝑖, 𝑗−0,5

∆𝑧2
𝑇 𝑛
𝑖, 𝑗−1 +

1

2
𝐹2,𝑖, 𝑗.

и получим систему трёхдиагональных алгебраических уравнений относительно ис-
комых переменных:

𝑎𝑖,𝑗𝑄
𝑛+1/2
𝑖−1, 𝑗 − 𝑏𝑖,𝑗𝑄

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗 + 𝑐𝑖,𝑗𝑄

𝑛+1/2
𝑖+1, 𝑗 = −𝑑𝑖,𝑗. (21)

Далее, граничную условию (9) аппроксимируем со вторим порядком точности по 𝑂𝑥
и получим:

𝜔
−3𝑄

𝑛+1/2
0, 𝑗 + 4𝑄

𝑛+1/2
1, 𝑗 −𝑄

𝑛+1/2
2, 𝑗

2∆𝑥
= −𝜓2

(︁
𝑄𝑡𝑎𝑠ℎ −𝑄

𝑛+1/2
0, 𝑗

)︁
. (22)

Из системы уравнении (21) при 𝑖 = 1, получим:

𝑎1,𝑗𝑄
𝑛+1/2
0, 𝑗 − 𝑏1,𝑗𝑄

𝑛+1/2
1, 𝑗 + 𝑐1,𝑗𝑄

𝑛+1/2
2, 𝑗 = −𝑑1,𝑗. (23)

Поставив 𝑄𝑛+1/2
2, 𝑗 из (23) в (22), найдем значение 𝑄𝑛+1/2

0, 𝑗 :

𝑄
𝑛+1/2
0, 𝑗 =

4𝜔𝑐1,𝑗 − 𝑏1,𝑗𝜔

3𝜔𝑐1,𝑗 − 𝑎1,𝑗𝜔 + 2∆𝑥𝜓2𝑐1,𝑗
𝑄

𝑛+1/2
1, 𝑗 +

𝑑1,𝑗𝜔 + 2∆𝑥𝜓2𝑐1,𝑗𝑄𝑡𝑎𝑠ℎ

3𝜔𝑐1,𝑗 − 𝑎1,𝑗𝜔 + 2∆𝑥𝜓2𝑐1,𝑗
. (24)

где из соотношение (24) прогоночные коэффициенты определяются с помощью:

𝛼0, 𝑗 =
4𝜔𝑐1,𝑗 − 𝑏1,𝑗𝜔

3𝜔𝑐1,𝑗 − 𝑎1,𝑗𝜔 + 2∆𝑥𝜓2𝑐1,𝑗
; 𝛽0, 𝑗 =

𝑑1,𝑗𝜔 + 2∆𝑥𝜓2𝑐1,𝑗𝑄𝑡𝑎𝑠ℎ

3𝜔𝑐1,𝑗 − 𝑎1,𝑗𝜔 + 2∆𝑥𝜓2𝑐1,𝑗
.

Аналогично аппроксимируя граничному условию (10) по 𝑂𝑥 и получим:

𝜔
𝑄

𝑛+1/2
𝑁−2, 𝑗 − 4𝑄

𝑛+1/2
𝑁−1, 𝑗 + 3𝑄

𝑛+1/2
𝑁, 𝑗

2∆𝑥
= −𝜓2

(︁
𝑇𝑡𝑎𝑠ℎ − 𝑇

𝑛+1/2
𝑁, 𝑗

)︁
. (25)

Применяя метод прогонки для последовательности 𝑁 , 𝑁−1 и 𝑁−2 найдём значение
𝑥
𝑛+1/2
𝑁−1,𝑗 и 𝑄𝑛+1/2

𝑁−2,𝑗.
𝑄

𝑛+1/2
𝑁−1, 𝑗 = 𝛼𝑁−1, 𝑗𝑄

𝑛+1/2
𝑁, 𝑗 + 𝛽𝑁−1, 𝑗; (26)

𝑄
𝑛+1/2
𝑁−2,𝑗 = 𝛼𝑁−2,𝑗𝑄

𝑛+1/2
𝑁−1,𝑗 + 𝛽𝑁−2,𝑗𝑄

𝑛
𝑁−2,𝑗 = 𝛼𝑁−2,𝑗𝛼𝑁−1,𝑗𝑄

𝑛+1/2
𝑁,𝑗 + 𝛽𝑁−2,𝑗. (27)

Поставив 𝑄𝑛+1/2
𝑁−1,𝑗 из (26) и 𝑄𝑛+1/2

𝑁−2,𝑗 из (27), найдем 𝑄
𝑛+1/2
𝑁,𝑗 :

𝑄
𝑛+1/2
𝑁,𝑗 =

(4𝛽𝑁−1,𝑗 − 𝛼𝑁−2,𝑗𝛽𝑁−1,𝑗)𝜔 − 2𝜓2∆𝑥𝑄𝑡𝑎𝑠ℎ

𝛼𝑁−2,𝑗𝛼𝑁−1,𝑗𝜔 − 4𝛼𝑁−1,𝑗∆𝑥
. (28)

Значения последовательности влаги 𝑄𝑛+1/2
𝑁,𝑗 определяются методом обратной про-

гонки по уменьшению и последовательности:
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𝑄
𝑛+1/2
𝑖,𝑗 = 𝛼𝑖,𝑗𝑄

𝑛+1/2
𝑖−1,𝑗 + 𝛽𝑖,𝑗𝑄

𝑛+1/2
𝑁−2,𝑗, . . . , 𝑄

𝑛+1/2
1,𝑗 где 𝑖 = 𝑁 − 1, 𝑗 = 0,𝑀. (29)

Далее, уравнение (1) аппроксимируем по 𝑂𝑦:

1
2

𝑇𝑛+1
𝑖, 𝑗 −𝑇

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗

Δ𝜏/2
+ 1

2

𝑇𝑛+1
𝑖, 𝑗+1−𝑇

𝑛+1/2
𝑖+1, 𝑗

Δ𝜏/2
=

= 1
Δ𝑥2

(︁
𝑎11, 𝑖+0,5, 𝑗𝑇

𝑛+1/2
𝑖+1, 𝑗 − (𝑎11, 𝑖+0,5, 𝑗 + 𝑎11, 𝑖−0,5, 𝑗)𝑇

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗 + 𝑎11, 𝑖−0,5, 𝑗𝑇

𝑛+1/2
𝑖−1, 𝑗

)︁
+

+ 1
Δ𝑧2

(︀
𝑎11, 𝑖, 𝑗+0,5𝑇

𝑛+1
𝑖, 𝑗+1 − (𝑎11, 𝑖, 𝑗+0,5 + 𝑎11, 𝑖, 𝑗−0,5)𝑇

𝑛+1
𝑖, 𝑗 + 𝑎11, 𝑖, 𝑗−0,5𝑇

𝑛+1
𝑖, 𝑗−1

)︀
+

+ 1
Δ𝑥2

(︁
𝑎12, 𝑖+0,5, 𝑗𝑄

𝑛+1/2
𝑖+1, 𝑗 − (𝑎12, 𝑖+0,5, 𝑗 + 𝑎12, 𝑖−0,5, 𝑗)𝑄

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗 + 𝑎12, 𝑖−0,5, 𝑗𝑄

𝑛+1/2
𝑖−1, 𝑗

)︁
+

+ 1
Δ𝑧2

(︁
𝑎12, 𝑖, 𝑗+0,5𝑄

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗+1 − (𝑎12, 𝑖, 𝑗+0,5 + 𝑎12, 𝑖, 𝑗−0,5)𝑄

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗 + 𝑎12, 𝑖, 𝑗−0,5𝑄

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗−1

)︁
+ 1

2
𝐹1,𝑖, 𝑗;

и группируя схожих членов, получим:

𝑎11, 𝑖, 𝑗−0,5

∆𝑧2
𝑇 𝑛+1
𝑖, 𝑗−1 −

(︂
𝑎11, 𝑖+0,5, 𝑗 + 𝑎11, 𝑖−0,5, 𝑗

∆𝑧2
+

1

∆𝜏

)︂
𝑇 𝑛+1
𝑖, 𝑗 +

+

(︂
𝑎11, 𝑖, 𝑗+0,5

∆𝑧2
− 1

∆𝜏

)︂
𝑇 𝑛+1
𝑖, 𝑗+1 =

−
(︂(︂

1

∆𝜏
− 𝑎11, 𝑖+0,5, 𝑗 + 𝑎11, 𝑖−0,5, 𝑗

∆𝑥2

)︂
𝑇

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗 +

+
1

∆𝜏
𝑇

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗+1 +

𝑎11, 𝑖+0,5, 𝑗

∆𝑥2
𝑇

𝑛+1/2
𝑖+1, 𝑗 +

𝑎11, 𝑖−0,5, 𝑗

∆𝑥2
𝑇

𝑛+1/2
𝑖−1, 𝑗 −

−
(︂
𝑎12, 𝑖+0,5, 𝑗 + 𝑎12, 𝑖−0,5, 𝑗

∆𝑥2
+
𝑎12, 𝑖, 𝑗+0,5 + 𝑎12, 𝑖, 𝑗−0,5

∆𝑧2

)︂
𝑄

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗 +

𝑎12, 𝑖+0,5, 𝑗

∆𝑥2
𝑄

𝑛+1/2
𝑖+1, 𝑗 +

+
𝑎12, 𝑖−0,5, 𝑗

∆𝑥2
𝑄

𝑛+1/2
𝑖−1, 𝑗 +

𝑎12, 𝑖, 𝑗+0,5

∆𝑧2
𝑄

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗+1 +

𝑎12, 𝑖, 𝑗−0,5

∆𝑧2
𝑄

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗−1 +

1

2
𝐹1,𝑖, 𝑗

)︂
.

Введем обозначения:

𝑎̄𝑖,𝑗 =
𝑎11, 𝑖, 𝑗−0,5

∆𝑧2
; [𝑏̄𝑖,𝑗 =

𝑎11, 𝑖, 𝑗+0,5 + 𝑎11, 𝑖, 𝑗−0,5

∆𝑧2
+

1

∆𝜏
; [𝑐𝑖,𝑗 =

𝑎11, 𝑖, 𝑗+0,5

∆𝑧2
− 1

∆𝜏
;

𝑑𝑖,𝑗 =

(︂
1

∆𝜏
− 𝑎11, 𝑖+0,5, 𝑗 + 𝑎11, 𝑖−0,5, 𝑗

∆𝑥2

)︂
𝑇

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗 +

1

∆𝜏
𝑇

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗+1 +

𝑎11, 𝑖+0,5, 𝑗

∆𝑥2
𝑇

𝑛+1/2
𝑖+1, 𝑗 +

+
𝑎11, 𝑖−0,5, 𝑗

∆𝑥2
𝑇

𝑛+1/2
𝑖−1, 𝑗 −

(︂
𝑎12, 𝑖+0,5, 𝑗 + 𝑎12, 𝑖−0,5, 𝑗

∆𝑥2
+
𝑎12, 𝑖, 𝑗+0,5 + 𝑎12, 𝑖, 𝑗−0,5

∆𝑧2

)︂
𝑄

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗 +

+
𝑎12, 𝑖+0,5, 𝑗

∆𝑥2
𝑄

𝑛+1/2
𝑖+1, 𝑗 +

𝑎12, 𝑖−0,5, 𝑗

∆𝑥2
𝑄

𝑛+1/2
𝑖−1, 𝑗 +

𝑎12, 𝑖, 𝑗+0,5

∆𝑧2
𝑄

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗+1 +

𝑎12, 𝑖, 𝑗−0,5

∆𝑧2
𝑄

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗−1 +

1

2
𝐹1,𝑖, 𝑗.

и получим систему трёхдиагональных алгебраических уравнений относительно ис-
комых переменных:

𝑎̄𝑖,𝑗𝑇
𝑛+1
𝑖, 𝑗−1 − 𝑏̄𝑖,𝑗𝑇

𝑛+1
𝑖, 𝑗 + 𝑐𝑖,𝑗𝑇

𝑛+1
𝑖, 𝑗+1 = −𝑑𝑖,𝑗. (30)

Далее, граничную условию (7) аппроксимируем по 𝑂𝑦получим:

𝜇
−3𝑇 𝑛+1

𝑖, 0 + 4𝑇 𝑛+1
𝑖, 1 − 𝑇 𝑛+1

𝑖, 2

2∆𝑧
= −𝜓1

(︀
𝑇𝑡𝑎𝑠ℎ − 𝑇 𝑛+1

𝑖, 0

)︀
. (31)

Из системы уравнении (30) когда j=1 получим:

𝑎̄𝑖,1𝑇
𝑛+1
𝑖, 0 − 𝑏̄𝑖,1𝑇

𝑛+1
𝑖, 1 + 𝑐𝑖,1𝑇

𝑛+1
𝑖, 2 = −𝑑𝑖,1. (32)
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Поставив 𝑇 𝑛+1
𝑖,2 из (32) в (31), найдем значение 𝑇 𝑛+1

𝑖,0 :

𝑇 𝑛+1
𝑖, 0 =

4𝜇𝑐𝑖,1 − 𝑏̄𝑖,1𝜇

3𝜇𝑐𝑖,1 − 𝑎̄𝑖,1𝜇+ 2∆𝑧𝜓1𝑐𝑖,1
𝑇 𝑛+1
𝑖, 1 +

𝑑𝑖,1𝜇+ 2∆𝑧𝜓1𝑐𝑖,1𝑇𝑡𝑎𝑠ℎ
3𝜇𝑐𝑖,1 − 𝑎̄𝑖,1𝜇+ 2∆𝑧𝜓1𝑐𝑖,1

, (33)

где прогоночные коэффициенты определяются с помощью следующих соотношениях:

𝛼̄𝑖, 0 =
4𝜇𝑐𝑖,1 − 𝑏̄𝑖,1𝜇

3𝜇𝑐𝑖,1 − 𝑎̄𝑖,1𝜇+ 2∆𝑧𝜓1𝑐𝑖,1

и

𝛽𝑖, 0 =
𝑑𝑖,1𝜇+ 2∆𝑧𝜓1𝑐𝑖,1𝑇𝑡𝑎𝑠ℎ

3𝜇𝑐𝑖,1 − 𝑎̄𝑖,1𝜇+ 2∆𝑧𝜓1𝑐𝑖,1
.

Далее аппроксимируя граничное условие (8) по 𝑂𝑦 получим:

𝜇
𝑇 𝑛+1
𝑖,𝑀−2 − 4𝑇 𝑛+1

𝑖,𝑀−1 + 3𝑇 𝑛+1
𝑖,𝑀

2∆𝑧
= −𝜓1

(︀
𝑇𝑡𝑎𝑠ℎ − 𝑇 𝑛+1

𝑖,𝑀

)︀
. (34)

Применяя метод прогонки для последовательности𝑀,𝑀−1 и𝑀−2, найдём значение

𝑇 𝑛+1
𝑖,𝑀−1 и 𝑇 𝑛+1

𝑖,𝑀−2.

𝑇 𝑛+1
𝑖,𝑀−1 = 𝛼̄𝑖,𝑀−1𝑇

𝑛+1
𝑖,𝑀 + 𝛽𝑖,𝑀−1; (35)

𝑇 𝑛+1
𝑖,𝑀−2 = 𝛼̄𝑖,𝑀−2𝑇

𝑛+1
𝑖,𝑀−1 + 𝛽𝑖,𝑀−2 = 𝛼̄𝑖,𝑀−2

(︁
𝛼̄𝑖,𝑀−1𝑇

𝑛+1
𝑖,𝑀 + 𝛽𝑖,𝑀−1

)︁
+ 𝛽𝑖,𝑀−2 =

= 𝛼̄𝑖,𝑀−2𝛼̄𝑖,𝑀−1𝑇
𝑛+1
𝑖,𝑀 + 𝛼̄𝑖,𝑀−2𝛽𝑖,𝑀−1 + 𝛽𝑖,𝑀−2 (36)

Поставив 𝑇 𝑛+1
𝑖 из (35) и 𝑇 𝑛+1

𝑖 из (36) в (34), найдём 𝑇 𝑛+1
𝑖 :

𝑇 𝑛+1
𝑖,𝑀 =

(︁
4𝛽𝑖,𝑀−1 − 𝛼̄𝑖,𝑀−2𝛽𝑖,𝑀−1 − 𝛽𝑖,𝑀−2

)︁
𝜇− 2𝜓1∆𝑧𝑇𝑡𝑎𝑠ℎ

𝛼̄𝑖,𝑀−2𝛼̄𝑖,𝑀−1𝜇− 4𝛼̄𝑖,𝑀−1𝜇+ 3𝜇− 2𝜓1∆𝑧
(37)

Значения температуры 𝑇 𝑛+1
𝑖,𝑀−1, 𝑇

𝑛+1
𝑖,𝑀−2, . . . , 𝑇

𝑛+1
𝑖,1 определяются методом обратной про-

гонки по уменьшению последовательности значение 𝑗:

𝑇 𝑛+1
𝑖, 𝑗 = 𝛼𝑖,𝑗𝑇

𝑛+1
𝑖, 𝑗+1 + 𝛽𝑖,𝑗 где, 𝑖 = 0, 𝑁, 𝑗 =𝑀 − 1, 1. (38)

Далее, аналогично уравнение (2) аппроксимируем по 𝑂𝑦:
1
2

𝑄𝑛+1
𝑖, 𝑗 −𝑄

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗

Δ𝜏/2
+ 1

2

𝑄𝑛+1
𝑖, 𝑗+1−𝑄

𝑛+1/2
𝑖+1, 𝑗

Δ𝜏/2
=

= 1
Δ𝑥2

(︁
𝑎21, 𝑖+0,5, 𝑗𝑄

𝑛+1/2
𝑖+1, 𝑗 − (𝑎21, 𝑖+0,5, 𝑗 + 𝑎21, 𝑖−0,5, 𝑗)𝑄

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗 + 𝑎21, 𝑖−0,5, 𝑗𝑄

𝑛+1/2
𝑖−1, 𝑗

)︁
+

+ 1
Δ𝑧2

(︀
𝑎21, 𝑖, 𝑗+0,5𝑄

𝑛+1
𝑖, 𝑗+1 − (𝑎21, 𝑖, 𝑗+0,5 + 𝑎𝑣, 𝑖, 𝑗−0,5)𝑄

𝑛+1
𝑖, 𝑗 + 𝑎21, 𝑖, 𝑗−0,5𝑄

𝑛+1
𝑖, 𝑗−1

)︀
+

+ 1
Δ𝑥2

(︁
𝑎22, 𝑖+0,5, 𝑗𝑇

𝑛+1/2
𝑖+1, 𝑗 − (𝑎22, 𝑖+0,5, 𝑗 + 𝑎22, 𝑖−0,5, 𝑗)𝑇

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗 + 𝑎22, 𝑖−0,5, 𝑗𝑇

𝑛+1/2
𝑖−1, 𝑗

)︁
+

+ 1
Δ𝑧2

(︁
𝑎22, 𝑖, 𝑗+0,5𝑇

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗+1 − (𝑎22, 𝑖, 𝑗+0,5 + 𝑎22, 𝑖, 𝑗−0,5)𝑇

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗 + 𝑎22, 𝑖, 𝑗−0,5𝑇

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗−1

)︁
+ 1

2
𝐹2,𝑖, 𝑗;
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и группируя схожих членов, получим:

𝑎21, 𝑖, 𝑗−0,5

∆𝑧2
𝑄𝑛+1

𝑖, 𝑗−1 −
(︂
𝑎21, 𝑖+0,5, 𝑗 + 𝑎21, 𝑖−0,5, 𝑗

∆𝑧2
+

1

∆𝜏

)︂
𝑄𝑛+1

𝑖, 𝑗 +

+

(︂
𝑎21, 𝑖, 𝑗+0,5

∆𝑧2
− 1

∆𝜏

)︂
𝑄𝑛+1

𝑖, 𝑗+1 =

−
(︂(︂

1

∆𝜏
− 𝑎21, 𝑖+0,5, 𝑗 + 𝑎21, 𝑖−0,5, 𝑗

∆𝑥2

)︂
𝑄

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗 +

1

∆𝜏
𝑄

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗+1 +

𝑎21, 𝑖+0,5, 𝑗

∆𝑥2
𝑄

𝑛+1/2
𝑖+1, 𝑗 +

+
𝑎21, 𝑖−0,5, 𝑗

∆𝑥2
𝑄

𝑛+1/2
𝑖−1, 𝑗 −

(︂
𝑎22, 𝑖+0,5, 𝑗 + 𝑎22, 𝑖−0,5, 𝑗

∆𝑥2
+
𝑎22, 𝑖, 𝑗+0,5 + 𝑎22, 𝑖, 𝑗−0,5

∆𝑧2

)︂
𝑇

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗 +

+
𝑎22, 𝑖+0,5, 𝑗

∆𝑥2
𝑇

𝑛+1/2
𝑖+1, 𝑗 +

𝑎22, 𝑖−0,5, 𝑗

∆𝑥2
𝑇

𝑛+1/2
𝑖−1, 𝑗 +

𝑎22, 𝑖, 𝑗+0,5

∆𝑧2
𝑇

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗+1 +

𝑎22, 𝑖, 𝑗−0,5

∆𝑧2
𝑇

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗−1 +

1

2
𝐹2,𝑖, 𝑗

)︂
.

Введем обозначения:

𝑎̄𝑖,𝑗 =
𝑎21, 𝑖, 𝑗−0,5

∆𝑧2
; 𝑏̄𝑖,𝑗 =

𝑎21, 𝑖, 𝑗+0,5 + 𝑎21, 𝑖, 𝑗−0,5

∆𝑧2
+

1

∆𝜏
; 𝑐𝑖,𝑗 =

𝑎21, 𝑖, 𝑗+0,5

∆𝑧2
− 1

∆𝜏
;

𝑑𝑖,𝑗 =

(︂
1

∆𝜏
− 𝑎21, 𝑖+0,5, 𝑗 + 𝑎21, 𝑖−0,5, 𝑗

∆𝑥2

)︂
𝑄

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗 +

1

∆𝜏
𝑄

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗+1 +

𝑎21, 𝑖+0,5, 𝑗

∆𝑥2
𝑄

𝑛+1/2
𝑖+1, 𝑗 +

+
𝑎21, 𝑖−0,5, 𝑗

∆𝑥2
𝑄

𝑛+1/2
𝑖−1, 𝑗 −

(︂
𝑎22, 𝑖+0,5, 𝑗 + 𝑎22, 𝑖−0,5, 𝑗

∆𝑥2
+
𝑎22, 𝑖, 𝑗+0,5 + 𝑎22, 𝑖, 𝑗−0,5

∆𝑧2

)︂
𝑇

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗 +

+
𝑎22, 𝑖+0,5, 𝑗

∆𝑥2
𝑇

𝑛+1/2
𝑖+1, 𝑗 +

𝑎22, 𝑖−0,5, 𝑗

∆𝑥2
𝑇

𝑛+1/2
𝑖−1, 𝑗 +

𝑎22, 𝑖, 𝑗+0,5

∆𝑧2
𝑇

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗+1 +

𝑎22, 𝑖, 𝑗−0,5

∆𝑧2
𝑇

𝑛+1/2
𝑖, 𝑗−1 +

1

2
𝐹2,𝑖, 𝑗.

и получим систему трёхдиогональных алгебраических уравнений относительно ис-
комых переменных:

𝑎̄𝑖,𝑗𝑄
𝑛+1
𝑖, 𝑗−1 − 𝑏̄𝑖,𝑗𝑄

𝑛+1
𝑖, 𝑗 + 𝑐𝑖,𝑗𝑄

𝑛+1
𝑖, 𝑗+1 = −𝑑𝑖,𝑗. (39)

Далее, граничную условию (11) аппроксимируем по 𝑂𝑦, получим:

𝜔
−3𝑄𝑛+1

𝑖, 0 + 4𝑄𝑛+1
𝑖, 1 −𝑄𝑛+1

𝑖, 2

2∆𝑧
= −𝜓2

(︀
𝑄𝑡𝑎𝑠ℎ −𝑄𝑛+1

𝑖, 0

)︀
. (40)

Из системы уравнении (39) когда j=1, получим:

𝑎̄𝑖,1𝑄
𝑛+1
𝑖, 0 − 𝑏̄𝑖,1𝑄

𝑛+1
𝑖, 1 + 𝑐𝑖,1𝑄

𝑛+1
𝑖, 2 = −𝑑𝑖,1. (41)

Поставив 𝑄𝑛+1
𝑖, 2 из (41) в (40), найдем значение 𝑄𝑛+1

𝑖, 0 :

𝑄𝑛+1
𝑖, 0 =

4𝜔𝑐𝑖,1 − 𝑏̄𝑖,1𝜔

3𝜔𝑐𝑖,1 − 𝑎̄𝑖,1𝜔 + 2∆𝑧𝜓2𝑐𝑖,1
𝑢𝑛+1
𝑖, 1 +

𝑑𝑖,1𝜔 + 2∆𝑧𝜓2𝑐𝑖,1𝑄𝑡𝑎𝑠ℎ

3𝜔𝑐𝑖,1 − 𝑎̄𝑖,1𝜔 + 2∆𝑧𝜓2𝑐𝑖,1
. (42)

Из соотношение (42) следует, что прогоночные коэффициенты 𝛼𝑖,0 и 𝛽𝑖,0 вычисляются
с помощью:

𝛼̄𝑖, 0 =
4𝜔𝑐𝑖,1 − 𝑏̄𝑖,1𝜔

3𝜔𝑐𝑖,1 − 𝑎̄𝑖,1𝜔 + 2∆𝑧𝜓2𝑐𝑖,1
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и

𝛽𝑖, 0 =
𝑑𝑖,1𝜔 + 2∆𝑧𝜓2𝑐𝑖,1𝑄𝑡𝑎𝑠ℎ

3𝜔𝑐𝑖,1 − 𝑎̄𝑖,1𝜔 + 2∆𝑧𝜓2𝑐𝑖,1
.

Аналогично аппроксимируя граничную условию (12) по 𝑂𝑦, со вторим порядком
точности получим:

𝜔
𝑄𝑛+1

𝑖,𝑀−2 − 4𝑄𝑛+1
𝑖,𝑀−1 + 3𝑄𝑛+1

𝑖,𝑀

2∆𝑧
= −𝜓2

(︀
𝑄𝑡𝑎𝑠ℎ −𝑄𝑛+1

𝑖,𝑀

)︀
. (43)

Применяя метод прогонки для последовательности индексов𝑀 ,𝑀−1 и𝑀−2 найдем
значение 𝑄𝑛+1

𝑖,𝑀−1 и 𝑄𝑛+1
𝑖,𝑀−2 следующим образом:

𝑄𝑛+1
𝑖,𝑀−1 = 𝛼𝑖,𝑀𝑄

𝑛+1
𝑖,𝑀 + 𝛽𝑖,𝑀−1, (44)

𝑄𝑛+1
𝑖,𝑀−2 = 𝛼𝑖,𝑀−2𝑄

𝑛+1
𝑖,𝑀−1 + 𝛽𝑖,𝑀−2 = 𝛼𝑖,𝑀−2𝛼𝑖,𝑀𝑄

𝑛+1
𝑖,𝑀 + 𝛽𝑖,𝑀−2

(︀
𝛼𝑖,𝑀−1𝑄

𝑛+1
𝑖,𝑀 + 𝛽𝑖,𝑀−1

)︀
= 𝛼𝑖,𝑀−2𝛼𝑖,𝑀𝑄

𝑛+1
𝑖,𝑀 + 𝛼𝑖,𝑀−2𝛽𝑖,𝑀−1 + 𝛽𝑖,𝑀−2.

(45)
Поставив 𝑄𝑛+1

𝑖,𝑀−1 из (44) и 𝑄𝑛+1
𝑖,𝑀−2 из (45) в (43), найдем 𝑄𝑛+1

𝑖,𝑀 :

𝑄𝑛+1
𝑖,𝑀 =

(︃
4𝛽𝑖,𝑀−1 − 𝛼𝑖,𝑀𝛽𝑖,𝑀−1 − 𝛽𝑖,𝑀

𝛼𝑖,𝑀−2𝛼𝑖,𝑀 − 4𝛼𝑖,𝑀𝜔 + 3𝜔 − 2𝜓2∆𝑧𝑄𝑡𝑎𝑠ℎ

)︃
𝜔 − 2𝜓2∆𝑧. (46)

Значения влаги 𝑄𝑛+1
𝑖 , 𝑄𝑛+1

𝑖,𝑀−1, . . . , 𝑄
𝑛+1
𝑖,1 последовательно определяются методом об-

ратной прогонки по уменьшению значение индекса 𝑗:

𝑄𝑛+1
𝑖,𝑗 ≡ 𝛼𝑖,𝑗𝑄

𝑛+1
𝑖+1,𝑗 + 𝛽𝑖,𝑗, где 𝑖 = 0, 𝑁, 𝑗 =𝑀 − 1, 1. (47)

Математическая модель и разработанный численный алгоритм процессов теплопе-
редачи и потери влаги для контроля и прогнозирования при хранении пористых тел,
представляет собой мощный инструмент для оптимизации условий хранения и по-
вышения эффективности управления этими процессами. В частности, целью данной
модели является не только описать динамику теплопередачи и влагообмена, но и
обеспечить возможность предсказания изменений этих параметров в зависимости от
внешних условий и свойств материала.

4 Заключение
В данной статье разработана математическая модель изменения температуры при

хранении зерна под влиянием влажности, внутреннего теплообмена и температуры
окружающей среды и ее численное решение. Численное решение на основе мето-
да конечных разностей аппроксимирует граничные условия для пространственно-
временных переменных с двойной точностью, что обеспечивает абсолютную устой-
чивость. Рассмотрены основные аспекты мониторинга (анализа) и прогнозирования
процессов теплопроводности и влажности зернопродуктов при качественном хране-
нии и их значение для зерновой отрасли. Проведены вычислительные эксперименты
для изучения процесса переноса и диффузии вредных веществ в атмосфере с учетом
орографии рассматриваемой территории.
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DEVELOPMENT OF A MATHEMATICAL MODEL FOR
MONITORING AND FORECASTING HEAT TRANSFER

PROCESSES AND MOISTURE LOSS DURING STORAGE OF
POROUS BODIES
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In the modern world, the problem of storing grain crops and their processed products
plays a vital role in ensuring food security. One of the key aspects of preserving grain
quality is monitoring heat and moisture exchange processes in storage facilities. Moni-
toring and forecasting these processes are becoming an integral part of modern storage
technologies, allowing to improve storage conditions, reduce product losses, and ensure
stable grain quality throughout the entire storage period. This article will consider the
main aspects of monitoring and forecasting heat and moisture exchange processes during
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storage of grain products and their importance for the agro-industrial complex. When
analyzing the experimental work, mainly wheat grains were obtained.

Keywords: mathematical model, temperature, humidity, heat transfer, ambient tem-
perature.
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