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В статье рассматривается задача численного моделирования процесса фильтра-
ции подземных вод с учетом влияния скважин на уровень подземных вод. Рассмат-
риваемая нелинейная задача приведена к безразмерному виду, и для получения чис-
ленного решения использовалась квазилинейная преобразования. Изложено полу-
чение численного решения методом конечных разностей. Разработаны алгоритм и
программное обеспечение для численного решения поставленной задачи и приведе-
ны результаты численных расчетов на основе разработанного программного обеспе-
чения. Полученные результаты позволяют оценить влияние водозаборных скважин
на уровень подземных вод для различных типов грунтов. Результаты исследова-
ния имеют практическое значение для оптимизации рационального использования
водных ресурсов, показывая, что расположение и дебит водозаборных скважин ока-
зывают значительное влияние на уровень подземных вод.
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1 Введение
Проблемы, связанные с подземными водами, становятся всё более актуальны-

ми в связи с растущими потребностями в водных ресурсах и изменениями климата.
Водозаборные скважины играют ключевую роль в управлении водными ресурсами,
особенно в условиях дефицита воды. С увеличением численности населения и разви-
тием промышленности возрастает потребность в использовании подземных вод для
различных нужд, таких как питьевое водоснабжение, ирригация и промышленное
производство. В результате возрастают нагрузки на водоносные горизонты, что при-
водит к необходимости более точного моделирования и управления этими ресурсами.

Климатические изменения, такие как изменение режима осадков и повышение
температуры, также оказывают значительное влияние на уровень подземных вод.
В некоторых регионах наблюдается снижение уровня грунтовых вод, что приводит
к проблемам с водоснабжением и ухудшению состояния экосистем. Моделирование
и прогнозирование изменений уровня грунтовых вод под воздействием различных
факторов является важным шагом в обеспечении устойчивого управления водными
ресурсами и минимизации негативных экологических последствий [1].
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Одним из основных уравнений, используемых для описания движения грунтовых
вод, является уравнение Буссинеска. Это нелинейное уравнение параболического ти-
па, которое учитывает изменения уровня грунтовых вод во времени и пространстве.
Решение этого уравнения позволяет получать полезную информацию о реакции грун-
товых вод на изменение условий, а также количественно оценивать обменные потоки
между водоносным горизонтом и внешними источниками или стоками, и многие уче-
ные в своих исследованиях рассматривали данные проблемы используя разные мето-
ды и решения, например, в статье [1] учеными рассматриваются проблемы нестацио-
нарной фильтрации подземных вод в пористой среде, где авторы предлагают матема-
тический аппарат для изучения и прогнозирования изменений уровня подземных вод
в процессе фильтрации. Работа фокусируется на численных методах решения уравне-
ний, описывающих данные процессы, и демонстрирует их эффективность на примере
реальных данных. Методология включает использование конечно-разностных схем
для дискретизации уравнений и последующее численное решение.

Исследование [2] посвящено математическому моделированию управления под-
земными водами в многослойных водоносных горизонтах бассейна Эрбиля. Автора-
ми рассмотрены актуальные вопросы истощения подземных вод и проблемы засухи
в исследуемом регионе, где применяются современные методы численного моделиро-
вания, такие как метод конечных элементов и конечно-разностный метод, для про-
гнозирования изменений уровня подземных вод при различных сценариях использо-
вания водных ресурсов.

Со стороны авторов [3] разработана математическая модель фильтрации жид-
кости на основе дифференциальных уравнений параболического типа с граничны-
ми условиями. Проводились вычислительные эксперименты по определению измене-
ния давления по длине фильтрационных слоев без учета упругого режима. Разра-
ботанный математический инструмент позволил составлению схемы расположения
и производительности вертикальных дренажных скважин для защиты орошаемых
и неорошаемых территорий от затопления и защиты подземных вод от источников
загрязнения, а также изолированию уже загрязненных территории, а в [4] рассмотре-
на методика решения одномерных задач в однослойной среде, связанная с прогнозом
подпора или спада уровня грунтовых вод.

В статье [5] представлены некоторые свойства уравнения Буссинеска, а [6] посвя-
щена рассмотрению численных подходов к решению уравнений типа Буссинеска и
их применение для моделирования реки Кампар в Индонезии. Авторы использовали
методы конечных разностей и конечных элементов для дискретизации и решения
нелинейных уравнений, где учеными демонстрированы практическая применимость
разработанных методов для прогнозирования поведения подземных вод в реальных
условиях.

Х. Мухаммедов представил точные приближенные полуаналитические решения
уравнения Буссинеска для горизонтальных неконфинированных водоносных гори-
зонтов при пополнении и осушении [7], где автор использует метод последователь-
ных приближений для получения решений, которые хорошо согласуются с числен-
ными результатами, откуда можно понять динамику подземных вод и разработки
эффективных методов их управления. В [8] этим же автором представлено простое
и точное аналитическое решение уравнения Буссинеска для горизонтального пото-
ка, в котором использует преобразование Больцмана и вводит новые переменные,
что позволило получить решение в замкнутой форме. Это решение было полезно



Моделирование процесса нелинейной фильтрации . . . 25

для анализа и прогнозирования поведения подземных вод в различных условиях,
включая пополнение и осушение водоносных горизонтов.

Учеными представлен общий приближенный метод для решения проблемы реак-
ции подземных вод на изменение уровня воды в [9], в котором они используют числен-
ные и аналитические методы для получения решений, которые хорошо согласуются с
полевыми данными, которая важна для прогнозирования поведения подземных вод
при изменении уровня водоносного горизонта.

В статье [10] рассматриваются решения уравнения Буссинеска с использовани-
ем метода возмущений для горизонтального потока в конечных и полу-бесконечных
водоносных горизонтах. Представлены явные алгебраические выражения для ско-
ростей обменного потока и связанных объемов воды, демонстрированы точность и
применимость метода возмущений для моделирования подземных вод.

Анализ представленных источников показывает, что численные методы, такие
как метод конечных разностей и метод конечных элементов, являются основными
инструментами для решения уравнений фильтрации подземных вод. Эти методы
позволяют учитывать сложные нелинейные зависимости и взаимодействия между
водоносными горизонтами и внешними источниками или стоками. Применение чис-
ленных методов, поддержанное реальными данными и приближенными аналитиче-
скими решениями, позволяет точно прогнозировать поведение подземных вод и оп-
тимизировать их использование.

Основной задачей данного исследования является разработка математической мо-
дели для описания фильтрации подземных вод с учетом воздействия водозаборных
скважин, для чего в данной работе рассматривается численное решение уравнения
Буссинеска с учетом воздействия водозаборных скважин на уровне грунтовых вод.
Водозаборные скважины играют ключевую роль в управлении водными ресурса-
ми, особенно в условиях дефицита воды. Правильное моделирование их воздействия
позволяет оптимизировать использование подземных вод и минимизировать нега-
тивные экологические последствия, также рассматривается влияние взаимодействия
нескольких скважин на уровень грунтовых вод. Учёт межскважинного взаимодей-
ствия важен для правильного прогнозирования изменения водного баланса в водо-
носных горизонтах, особенно в регионах с интенсивным использованием подземных
вод.

2 Постановка задачи
Математическая модель рассматриваемой задачи описывает процесс фильтрации

подземных вод с учетом воздействия водозаборных скважин. Модель представлена
нелинейным дифференциальным уравнением в частных производных параболиче-
ского типа соответствующими нелинейным краевыми условиями третьего рода с це-
лью мониторинга, прогнозирования уровня грунтовых вод во времени и принятия
управленческого решения:

𝜕𝐻

𝜕𝑡
=
𝑘

𝜇

𝜕2𝐻2

𝜕𝑥2
+
𝑄

𝑆
. (1)

Уравнение (1) решается при следующих начальных и граничных условиях:

𝐻|𝑡=0 = 𝐻0. (2)⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑘

𝜇

𝜕𝐻2

𝜕𝑥
|𝑥=0 = −𝜉(𝐻2 −𝐻2

𝜂 ),

𝑘

𝜇

𝜕𝐻2

𝜕𝑥
|𝑥=𝐿𝑥 = 𝜉(𝐻2 −𝐻2

𝜂 ).

(3)
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Здесь 𝐻 – уровень грунтовых вод, 𝑘 – коэффициент фильтрации, 𝜇 – коэффици-
ент свободной водоотдачи, 𝑡 – время, 𝑆 – площадь поперечного сечения скважины,
𝜉 – коэффициент массообмена через границы расчета, 𝐻𝜂 – характерный уровень
подземных вод,

𝑄 =
𝑁𝑞∑︀
𝑖=1

𝑞𝑖(𝑡, 𝑥𝑖)𝛿(𝑥− 𝑥𝑖), 𝑖 = 1, 𝑁𝑞, 𝑞𝑖(𝑡, 𝑥𝑖) – дебиты скважин,

𝛿 =

{︂
1, 𝑥 = 𝑥𝑖;
0, 𝑥 ̸= 𝑥𝑖

– дельта функция Дирака.

3 Метод решения
Так как поставленная задача нелинейная, получить решение в аналитической

форме затруднительно. Для решения задачи (1)-(3) введем безразмерные величи-
ны. Для использование безразмерных переменных необходимо ввести безразмерные
формы переменных и параметров. Это помогает упростить уравнение и уменьшить
сложность численного решения. Внизу приведён подробный обзор преобразования
данной задачи в безразмерную форму и ее последующему численному решению. Для
этого введем безразмерные переменные следующим образом:

𝐻* =
𝐻

𝐻𝜂

, 𝑥* =
𝑥

𝐿𝑥

, 𝜏 =
𝑘𝐻𝜂

𝜇𝐿2
𝑥

𝑡,Q* =
𝜇𝐿2

𝑥

𝑘𝐻2
𝜂𝑆
𝑄

и получим
𝜕(𝐻*)

𝜕𝜏
=
𝜕2(𝐻*)2

𝜕(𝑥*)2
+𝑄*, (4)

где 𝐿𝑥 – характерная длина.
Начальное условие в безразмерном имеет следующий вид:

𝐻*|𝜏=0 = (𝐻*)0 (5)

и граничные условия:

𝑘𝐻2
𝜂

𝜇𝐿𝑥

𝜕(𝐻*)2

𝜕𝑥*
|𝑥*=0 = −𝜉(𝐻2

𝜂 (𝐻
*)2 −𝐻2

𝜂 ),

𝑘𝐻2
𝜂

𝜇𝐿𝑥

𝜕(𝐻*)2

𝜕𝑥*
|𝑥*=1 = 𝜉(𝐻2

𝜂 (𝐻
*)2 −𝐻2

𝜂 ).

(6)

В дальнейшем для простоты знак «*» в уравнениях будем опускать, а задача (4)
– (6) в безразмерных переменных записывается в виде:

1̃︀𝐻 𝜕𝐻2

𝜕𝜏
= 2

𝜕2𝐻2

𝜕𝑥2
+ 2𝑄, (7)

с начальным:
𝐻|𝜏=0 = 𝐻0. (8)

и граничными условиями:

𝑘𝐻2
𝜂

𝜇𝐿𝑥

𝜕𝐻2

𝜕𝑥
|𝑥=0 = −𝜉(𝐻2

𝜂𝐻
2 −𝐻2

𝜂 ),

𝑘𝐻2
𝜂

𝜇𝐿𝑥

𝜕𝐻2

𝜕𝑥
|𝑥=1 = 𝜉(𝐻2

𝜂𝐻
2 −𝐻2

𝜂 ).

(9)
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Для решения выше указанной задачи используем метод конечных разностей. Для
этого введем сетку в области 𝐷 = {0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝐿𝑥, 0 ⩽ 𝜏 ⩽ 𝑇}, где процесс, который мы
ищем, происходит на интервале времени с максимальным значением 𝑁 , а область
𝐷 на отрезке [0, 𝐿𝑥] разбивается с шагом, и интервал [0, 𝑇 ] с шагом ∆𝜏 и получим
следующую сетку:

𝜔Δ𝑥,Δ𝜏 = {𝑥𝑖 = 𝑖∆𝑥; 𝑖 = 0, 1, 2, ...𝐼; 𝜏𝑛 = 𝑛∆𝜏 ;𝑛 = 0, 1, 2, ..., 𝑇}.

Дискретизируем основное уравнение (7):

1

𝐻̃𝑖

(𝐻𝑛+1
𝑖 )

2 − (𝐻𝑛
𝑖 )

2

∆𝜏
= 2

(𝐻𝑛+1
𝑖+1 )

2 − 2(𝐻𝑛+1
𝑖 )

2
+ (𝐻𝑛+1

𝑖−1 )
2

(∆𝑥)2
+ 2𝛿𝑖𝑞

𝑛
𝑖 .

Применим квазилинейное преобразование [14]:

𝐻2 ≈ 2𝐻̃𝐻 − 𝐻̃2

вместе уравнение (7) получим:

𝐻𝑛+1
𝑖 −𝐻𝑛

𝑖

∆𝜏
=

2𝐻̃𝑖+1

(∆𝑥)2
𝐻𝑛+1

𝑖+1 − 4𝐻̃𝑖

(∆𝑥)2
𝐻𝑛+1

𝑖 +
2𝐻̃𝑖−1

(∆𝑥)2
𝐻𝑛+1

𝑖−1 +

− 1

(∆𝑥)2
(𝐻̃2

𝑖+1 − 2𝐻̃2
𝑖 + 𝐻̃2

𝑖−1) + 𝛿𝑖𝑞
𝑛
𝑖 .

(10)

Теперь соответственно аппроксимируем граничные условия (9):

𝑘𝐻2
𝜂

𝜇𝐿𝑥

(𝐻𝑛+1
0 )

2 − 4(𝐻𝑛+1
1 )

2
+ 3(𝐻𝑛+1

2 )
2

2∆𝑥
= −𝜉(𝐻2

𝜂 (𝐻
𝑛+1
1 )2 −𝐻2

𝜂 ),

𝑘𝐻2
𝜂

𝜇𝐿𝑥

−3(𝐻𝑛+1
𝐼−2 )

2
+ 4(𝐻𝑛+1

𝐼−1 )
2 − (𝐻𝑛+1

𝐼 )
2

2∆𝑥
= 𝜉(𝐻2

𝜂 (𝐻
𝑛+1
𝐼 )2 −𝐻2

𝜂 ).

(11)

Аналогично, применяем квазилинейное преобразование для граничного условия
(12) и в конечном итоге получим систему трёх диагональных алгебраическое урав-
нение:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

2𝐻̃0𝐻
𝑛+1
0 + 2(𝛾 − 4)𝐻̃1𝐻

𝑛+1
1 + 6𝐻̃2𝐻

𝑛+1
2 = 𝛾 + 𝐻̃2

0 + (𝛾 − 4)𝐻̃2
1 + 3𝐻̃2

2 ,
𝑎𝑖𝐻

𝑛+1
𝑖−1 + 𝑏𝑖𝐻

𝑛+1
𝑖 + 𝑐𝑖𝐻

𝑛+1
𝑖+1 = −𝑑𝑖,

−6𝐻̃𝐼−2𝐻
𝑛+1
𝐼−2 + 2(4− 𝛾)𝐻̃𝐼−1𝐻

𝑛+1
𝐼−1 − 2𝐻̃𝐼𝐻

𝑛+1
𝐼 =

= −𝛾 + 3𝐻̃2
𝐼−2 + (4− 𝛾)𝐻̃2

𝐼−1 + 𝐻̃2
𝐼 .

(12)

Здесь:

𝛾 =
2∆𝑥𝜉𝜇𝐿𝑥

𝑘
, 𝑎𝑖 =

2∆𝜏

(∆𝑥)2
𝐻̃𝑖−1, 𝑏𝑖 = −1− 4∆𝜏

(∆𝑥)2
𝐻̃𝑖, 𝑐𝑖 =

2∆𝜏

(∆𝑥)2
𝐻̃𝑖+1,

𝑑𝑖 = − 2∆𝜏

(∆𝑥)2
(𝐻̃2

𝑖−1 − 2𝐻̃2
𝑖 + 𝐻̃2

𝑖+1) +𝐻𝑛
𝑖 +∆𝜏𝛿𝑖𝑞

𝑛
𝑖 .

Метод численного решения задачи подробно приведены в работах [11–16].
Реализация численного решения на языки Python. Для численного ре-

шения задачи была разработана программа на языке Python. Эта программа уста-
навливает задачу в безразмерной форме, применяет метод конечных разностей для
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дискретизации дифференциального уравнения, а затем итерационно решает для без-
размерного уровня воды 𝐻 в каждой точке сетки. Результаты отображаются на гра-
фике для различных безразмерных моментов времени.

Машинный алгоритм решения задачи следующий:
1-й шаг. Ввод входных данных (ввод констант).
2-й шаг. Рассчитать безразмерный параметр.
3-й шаг. Дискретизация:

∙ Вычислить пространственный шаг.
∙ Вычислить временной шаг.
∙ Создать массив дискретных пространственных точек.
∙ Создать массив дискретных временных точек.

4-й шаг. Задать начальное условие для уровня воды.
5-й шаг. Дискретизация дельта-функции:

∙ Создать массив дельта-функции
∙ Для каждой скважины:
∘ Определить индекс скважины в дискретном пространстве
∘ Рассчитать значение дельта-функции в этой точке 𝛿𝑥[𝑖]

6-й шаг. Решение уравнения с помощью метода прогонки:
∙ Представить систему уравнений в виде трех диагональной матрицы.
∙ Составить коэффициенты трех диагональной матрицы:
∘ Реализовать прямой ход метода прогонки.
∘ Реализовать обратный ход метода прогонки.

7-й шаг. Построение графиков изменения уровня воды во времени.

4 Результаты численных расчётов
В расчетах использованы следующие значения исходных параметров: 𝐿𝑥= 1000

м; ∆𝜏 = 1сут.; 𝐻𝜂= 10 м.
По оси 𝑥 отображается пространственное расположение скважин и расчетных то-

чек вдоль профиля. Диапазон оси 𝑥 составляет от 0 до 1000 метров, что соответствует
длине расчетного профиля. По оси 𝐻 отображается безразмерный уровень грунто-
вых вод. Эта безразмерная величина. На графике показано изменение уровня воды,
выраженное в зависимости от характерных коэффициентов и времени. На графике
изображено изменение уровня подземных вод в моменты времени 6, 12 и 18 сутки.

Рис. 1 Изменение уровня грунтовых вод по времени при 𝑘 = 2м/сутки, 𝜇 = 3, 9 · 10−4 и
дебите скважин 3 и 5 м3/сутки
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Рис. 2 Изменение уровня грунтовых вод по времени при 𝑘 = 2м/сутки, 𝜇 = 3, 9 · 10−4 и
дебите скважин 15 и 25 м3/сутки

Рис. 3 Изменение уровня грунтовых вод по времени при 𝑘 = 0, 001м/сутки, 𝜇 = 2, 8 · 10−3

Рис. 4 Изменение уровня грунтовых вод по времени при 𝑘 = 100м/сутки, 𝜇 = 0, 1
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Рис. 5 Изменение уровня грунтовых вод по времени при 𝑘 = 0, 1м/сутки, 𝜇 = 1, 7 · 10−4

Рис. 6 Изменение уровня грунтовых вод по времени при 𝑘 = 10м/сутки, 𝜇 = 0, 1 и дебите
скважин 100 и 200 м3/сутки

Рис. 7 Изменение уровня грунтовых вод по времени при 𝑘 = 10м/сутки, 𝜇 = 0, 1 и дебите
скважин 10 и 20 м3/сутки

На рис. 1 показано изменение уровня грунтовых вод для мелкого песка [17, 18] при
дебите скважин 3 и 5 м3/сутки, где временной интервал моделирования составляет
1 сутки. На графике видно, что уровень воды снижается со временем из-за откачки
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воды из скважин, кроме того график демонстрирует, как дебит каждой скважины и
их расположение относительно друг друга влияют на понижение уровня грунтовых
вод в различных точках пространства. На втором рисунке можно увидеть, что ско-
рость уменьшения воды увеличивается, когда дебит скважин больше, чем в первом
случае.

На третьем рисунке приведены результаты расчётов для глины. Коэффициент
фильтрации глины составляет 0,001 м/сутки, а свободная водоотдача - 0,0028 [17,
18]. Здесь также наблюдается снижение уровня воды, но характер и скорость этого
снижения отличаются от первого случая из-за характерных коэффициентов.

На четвертом и пятом рисунках соответственно изображены результаты расчетов
для гравийных и песчаных грунтов [19].

Из шестого и седьмого рисунков видно, что с уменьшением скорости забора воды
из скважины замедляется изменение уровня воды.

5 Заключение
В результате исследования можно сделать следующие выводы:

– разработанная численная модель фильтрации подземных вод с учетом воздей-
ствия водозаборных скважин позволяет оценивать изменения уровня грунтовых
вод в пространстве и во времени;

– метод конечных разностей, примененный в данной работе, продемонстрировал
свою эффективность для решения нелинейного уравнения, описывающего про-
цесс фильтрации;

– влияние водозаборных скважин на уровень подземных вод зависит от их располо-
жения и дебита. Чем больше дебит скважины, тем значительнее снижение уровня
воды;

– полученные численные результаты позволяют оценить влияние фильтрации на
уровень подземных вод для различных типов грунтов, что имеет практическое
значение для оптимизации использования водных ресурсов.
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The article addresses the problem of numerical modeling of groundwater filtration
processes, taking into account the influence of wells on the groundwater level. The
considered nonlinear problem is transformed into a dimensionless form, and quasilinear
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transformations were used to obtain the numerical solution. The finite difference method
was employed to obtain the numerical solution. An algorithm and software were devel-
oped to solve the problem numerically, and the results of numerical calculations based on
the developed software are presented. The obtained results allow evaluating the impact
of water intake wells on the groundwater level for various soil types. The research results
have practical significance for optimizing the rational use of water resources, demonstrat-
ing that the location and discharge rate of water intake wells have a significant effect on
groundwater levels.
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