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Для решения уравнений эллиптического типа в основном применяются итера-
ционные методы, числа итераций в которых зачастую оказывается очень большим.
По этой причине представляют интерес разработки высокоточных прямых методов
ориентированных для решения подобных уравнений. В данной работе предлагается
дискретный вариант метода предварительного интегрирования по полиномам Че-
бышева первого рода для численного решения уравнения Пуассона. Проведенные
численные расчёты при разных значениях характерных параметров с различными
пробными функциями показывают высокую точность предлагаемого метода.
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1 Введение
К эллиптическим уравнениям приводит следующие физические задачи: опреде-

ление прогиба нагруженной мембраны, давления газа в неоднородном силовом поле,
не зависящего от времени распределения тепла в однородной и анизотропной среде,
распределение электростатического поля и т.д. Общее свойства этих процессов та-
ково: предполагается, что внешние воздействия не зависят от времени, а начальные
условия были заданы достаточно давно, так что рассматриваемая система вышла не
зависящее от времени стационарное состояние.

Анализ прямых и итерационных методов предназначенных для численного ре-
шения эллиптических уравнений проведен в [1], согласно которому, существуют два
экономичных прямых метода для решения разностных краевых задач в случае урав-
нения Пуассона в декартовой, полярной, цилиндрической и сферической системах
координат. Один из них-метод декомпозиции или метод нечетно-четного исключения
с факторизацией является модификацией метода исключения Гаусса, а другое-метод
разделения переменных основан на использовании алгоритма быстрого преобразова-
ния Фурье.

Наряду с прямыми методами для решения эллиптических уравнений приме-
няются итерационные методы: явная схема с оптимальным чебышевским набором
параметров, метод простой итерации, метод Зейделя, метод верхней релаксации,
попеременно-треугольный метод, метод переменных направлений с оптимальными
итерационными параметрами, факторизованные итерационные схемы и т.д.
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Несмотря на то, что для численного решения эллиптических уравнений разрабо-
таны многочисленные методы, как прямых, так и итерационных вопрос о точности и
эффективности этих методов до сих пор остаются актуальной. С этой целью в дан-
ной статье для численного решения уравнений эллиптического типа предлагается
применить дискретный вариант метода предварительного интегрирования, где в ка-
честве базисных функций используются полиномы Чебышева первого рода. Главным
достоинством предлагаемого метода следует считать высокую скорость сходимости
результатов расчёта. Полиномы Чебышева широко применяются для численного мо-
делирования различных прикладных задач.

В работе [2] предлагается прямой численный метод решения специального класса
задач оптимального управления, получивший название квадратичной задачи опти-
мального управления основанная не модифицированные ортогональные многочлены.
Уязвимости в области конфиденциальности и безопасности в автомобильных сетях
пятого поколения часто требуются для работы со схемами, основанными либо на би-
линейной парной криптографии, либо на криптографии с эллиптической кривой [3].
В этой статье предлагается схема, основанная на полиноме Чебышева, для защиты от
атак по сторонним каналам с поддержкой в автомобильных сетях пятого поколения.

В статье [4] в качестве базисных функций используются полиномы Чебышева пер-
вого рода для представления приближений к краевым задачам восьмого порядка. Ав-
торы статье утверждают, что предложенный метод прост и превосходит аналогичные
методы, описанные в литературе. Получение приближенного решения интегральных
уравнений Фредгольма второго рода с применением полиномов Чебышева первого
рода является объектом исследования статье [5]. В статье показано, что предложен-
ный алгоритм эффективен и имеет высокую точность.

В [6] рассматривается новая расширенная система типа Линара с “поправками”
основанная на многочленов Чебышева первого рода. В статье с помощью предложен-
ного метода исследуются точечные множество в области теории сигналов и приво-
дятся результаты иллюстрирующие эффективность метода.

В статье [7] исследуются последовательность кратных ортогональных многочле-
нов Чебышева первого рода, найдена явная формула для ее компонентов в терминах
алгебраического уравнения и сильные асимптотические свойства, изучена поведение
распределений их корней.

В исследование [8] используются приближенный спектральный метод для нели-
нейного интегро-дифференциального уравнения в частных производных с дробным
временем и слабо сингулярным ядром. В этой статье предлагается новый подход к
спектральной коллокации для получения точной численной аппроксимации с исполь-
зованием новых базисных функции, основанных на сдвинутых полиномах Чебышева
первого рода, показано, что новый подход является очень точным и эффективным.

В исследование [9] находится несколько связей между балансирующими много-
членами и многочленами Чебышева первого и второго рода. В этой статье многочле-
ны Чебышева первого и второго рода выражаются как сумма двух членов уравно-
вешивающих многочленов с гипергеометрическими коэффициентами. В статье [10]
авторы предлагают исследовать численные решения нескольких моделей дробного
порядка для многомерного связанного уравнения Кортевега-Де Фриза, включаю-
щего множество различных ядер. Показано, что применяемый спектральный метод
обеспечивает превосходную точность и экспоненциальную сходимость.

Авторы статье [11] следуя знаменитому квантовому алгоритму для решения ли-
нейных задач предлагают подход к решению линейной системы уравнений с экспо-
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ненциально увеличенной зависимостью от точности, основанного на полиномиальном
подхода Чебышева. Предложенный в этой статье улучшенный алгоритм применения
матрицы непосредственно применен для решения задач в рамках квантовой процеду-
ры. В статье [12] введены некоторые новые определения и более общие пространства
результатов в порядке, соответствующем функциям и особенностям конечных точек.
Обсуждаются распространение полученных основных результатов на оптимальные
оценки соответствующей интерполяции Чебышева, полученные численные результа-
ты демонстрируют отличное совпадение с ошибочными оценками. Из приведенного
обзора видно, что полиномы Чебышева в последние годы широко применяются при
разработке новых методов, при усовершенствование существующих методов и для
решения различных прикладных задач.

В данной статье дискретный вариант метода предварительного интегрирования
применяется для численного моделирования эллиптических уравнений. Имеются два
варианта метода предварительного интегрирования: непрерывный и дискретный. В
статьях [13, 14] непрерывный вариант метода применен к численному моделирова-
нию краевой задачи и задачи на собственные значения для обыкновенного диффе-
ренциального уравнения с малым параметром при старшей производной. Показано
высокая точность и эффективность предлагаемого метода.

Применение дискретного варианта метода предварительного интегрирования в
конструктивном виде для решения уравнения Пуассона изложено в [15]. В отличие от
этой работе, в рассматриваемой статье приводится систематическое изложение мето-
да, разработка алгоритма решения для решения эллиптических уравнений, проведе-
ние широкомасштабного вычислительного эксперимента при различных значениях
характерных параметров, представление табличных результатов иллюстрирующие
высокую точность и эффективность метода, а также графическая интерпретация
полученных результатов. Предлагаемый метод относится к классу прямых методов
решения эллиптических уравнений.

Как отмечено выше, главным достоинством дискретного варианта метода предва-
рительного интегрирования является высокую скорость сходимости. Другое важное
преимущество предлагаемого метода заключается в том, что она позволяет лучше
понять физические процессы, происходящие в тепловом режиме, вследствие двой-
ственного представления решения. Решение, полученное этим методом, можно пред-
ставить как через его изменение в реальном пространстве, так и через относительные
вклады в его распространение различных базисных функций (в спектральном про-
странстве).

2 Постановка задачи
Рассмотрим уравнение Пуассона в прямоугольной области 𝐷 = {−1 ⩽ 𝑥, 𝑦 ⩽ 1}

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= −𝑓(𝑥, 𝑦), (1)

со следующими однородными краевыми условиями:

𝑢(−1, 𝑦) = 0, 𝑢(1, 𝑦) = 0,

𝑢(𝑥,−1) = 0, 𝑢(𝑥, 1) = 0.
(2)

Для численного моделирования дифференциальной задачи (1) –(2) применяем
дискретный вариант метода предварительного интегрирования. Для проверки сходи-
мости и порядка точности рассматриваемого метода воспользуемся методом пробных
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функций. Выбирается некоторая произвольная функция 𝑢𝑒(𝑥, 𝑦) удовлетворяющая
краевым условиям (2). Подставляя ее в уравнение (1), найдем правую часть

𝑓(𝑥, 𝑦) = −(
𝜕2𝑢𝑒
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑢𝑒
𝜕𝑦2

). (3)

Полученная задача решается дискретным вариантом метода предварительно-
го интегрирования и приближенное решение сравнивается с известной функцией
𝑢𝑒(𝑥, 𝑦) на различных коллокационных узлах полиномов Чебышева первого рода.
В качестве точного решения дифференциальной задачи (1) – (2) рассмотрим две
функции следующего вида:

𝑢(1)𝑒 = (1− 𝑥2)(1− 𝑦2)𝑒𝐴 sin𝑥 sin 𝑦,

𝑢(2)𝑒 = (1− 𝑥2)(1− 𝑦2)𝑒𝐴(𝑥+𝑦).
(4)

Для выбранных функций 𝑢(1)𝑒 и 𝑢(2)𝑒 правая часть (3) соответственно, имеют вид:

𝑓 (1)(𝑥, 𝑦) = −(𝑒𝐴 sin𝑥 sin 𝑦(1− 𝑦2)(𝐴2cos2𝑥sin2𝑦(1− 𝑥2)−
−4𝐴𝑥 cos𝑥 sin 𝑦 − 𝐴 sin𝑥 sin 𝑦(1− 𝑥2)− 2)+

+𝑒𝐴 sin𝑥 sin 𝑦(1− 𝑥2)(𝐴2sin2𝑥cos2𝑦(1− 𝑦2)−
−4𝐴𝑦 sin𝑥 cos 𝑦 − 𝐴 sin𝑥 sin 𝑦(1− 𝑦2)− 2)),

𝑓 (2)(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝐴(𝑥+𝑦)(1− 𝑦2)(𝐴2 − 𝐴2𝑥2 − 4𝐴𝑥− 2)+

+𝑒𝐴(𝑥+𝑦)(1− 𝑥2)(𝐴2 − 𝐴2𝑦2 − 4𝐴𝑦 − 2).

Точные решения (4) необходимо для сравнения с приближенными решениями 𝑢(1)𝑎 ,

𝑢
(2)
𝑎 полученными дискретным вариантом метода предварительного интегрирования.

3 Метод решения
Для численного моделирования дифференциальной задачи (1) – (2) применяем

дискретный вариант метода предварительного интегрирования. Суть данного под-
хода заключается в следующе: частные производные и правая часть уравнения (1)
представляются в виде двойного конечного ряда по полиномам Чебышева первого
рода. С помощью имеющихся стандартных формул для полиномов получающиеся
дискретное уравнение дважды “интегрируется” по переменной 𝑥 и по переменной 𝑦.
Краевые условия (2) также записываются в виде рядов. В результате получается
система линейных алгебраических уравнений для определения неизвестных коэф-
фициентов приближенного решения задачи (1) – (2). Затем в коллокационных узлах
полиномов Чебышева сравниваются пробная функция (точное решение) и прибли-
женные решения полученное дискретным вариантом метода предварительного инте-
грирования.

Таким образом, частные производные и правую часть представим в виде следу-
ющих рядов:

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
=

𝑁∑︁
𝑖=0

′
𝑀∑︁
𝑗=0

′𝑎
(2𝑥)
𝑖𝑗 𝑇𝑖(𝑥)𝑇𝑗(𝑦),

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
=

𝑁∑︁
𝑖=0

′
𝑀∑︁
𝑗=0

′𝑎
(2𝑦)
𝑖𝑗 𝑇𝑖(𝑥)𝑇𝑗(𝑦),
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𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑁∑︁
𝑖=0

′
𝑀∑︁
𝑗=0

′𝑔𝑖𝑗𝑇𝑖(𝑥)𝑇𝑗(𝑦), (5)

где 𝑇𝑖(𝑥), 𝑇𝑗(𝑦) – полиномы Чебышева первого рода, штрих над суммой означает,
что коэффициенты рядов 𝑎𝑖𝑗, 𝑔𝑖𝑗 берется со множителем 1

4
когда 𝑖 = 𝑗 = 0, эти

коэффициенты берется со множителем 1
2

когда 𝑖 = 0 или 𝑗 = 0.
Теперь подставляя ряды (5) к уравнению (1) имеем

𝑁∑︁
𝑖=0

′
𝑀∑︁
𝑗=0

′𝑎
(2𝑥)
𝑖𝑗 𝑇𝑖(𝑥)𝑇𝑗(𝑦)+

+
𝑁∑︁
𝑖=0

′
𝑀∑︁
𝑗=0

′𝑎
(2𝑦)
𝑖𝑗 𝑇𝑖(𝑥)𝑇𝑗(𝑦) =

= −
𝑁∑︁
𝑖=0

′
𝑀∑︁
𝑗=0

′𝑔𝑖𝑗𝑇𝑖(𝑥)𝑇𝑗(𝑦).

Затем, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях полиномов, полу-
чаем следующую алгебраическую систему

𝑎
(2𝑥)
𝑖𝑗 + 𝑎

(2𝑦)
𝑖𝑗 = −𝑔𝑖𝑗. (6)

Для предварительного дискретного “интегрирования” уравнения (6) по перемен-
ным “𝑥” и “𝑦” имеются следующие рекуррентные формулы понижающие порядки
производной:

𝑎
((𝑘−1)𝑥)
𝑖𝑗 =

𝑎
(𝑘𝑥)
𝑖−1,𝑗 − 𝑎

(𝑘𝑥)
𝑖+1,𝑗

2𝑖
,

𝑎
((𝑘−1)𝑦)
𝑖𝑗 =

𝑎
(𝑘𝑦)
𝑖,𝑗−1 − 𝑎

(𝑘𝑦)
𝑖,𝑗+1

2𝑗
.

(7)

Кроме того, для определения правой части 𝑔𝑖𝑗 уравнения (7) по известной функ-
ции 𝑓(𝑥, 𝑦) в коллокационных узлах полиномов Чебышева 𝑥𝑙 = cos 𝜋𝑙

𝑁
, (𝑙 = 0, 1, ..., 𝑁)

и 𝑦𝑘 = cos 𝜋𝑙
𝑀
, (𝑘 = 0, 1, ...,𝑀) имеется дискретное обратное преобразование

𝑔𝑖𝑗 =
4

𝑀𝑁𝑐𝑖𝑐𝑗

𝑁∑︁
𝑙=0

𝑀∑︁
𝑘=0

(
1

𝑐𝑙𝑐𝑘
𝑓(𝑥𝑙, 𝑦𝑘)𝑇𝑖(𝑥𝑙)𝑇𝑗(𝑦𝑘)),

𝑖 = 0, 1, ..., 𝑁, 𝑗 = 0, 1, ...,𝑀,

(8)

где 𝑐0 = 𝑐𝑁 = 𝑐𝑀 = 2, 𝑐𝑚 = 1 при 𝑚 = 1, 2, ..., 𝑁 − 1, 𝑐𝑡 = 1 при 𝑡 = 1, 2, ...,𝑀 − 1.
После двухкратного интегрирования рядов (5) для частных производных полу-

чается конечный двойной ряд по полиномам Чебышева для определения приближен-
ного (аппроксимационного) решения дифференциальной задачи следующего вида

𝑢𝑎(𝑥, 𝑦) =
𝑁∑︁
𝑖=0

′
𝑀∑︁
𝑗=0

′𝑎𝑖𝑗𝑇𝑖(𝑥)𝑇𝑗(𝑦), (9)

c неопределенными коэффициентами 𝑎𝑖𝑗(𝑖 = 0, 1, ..., 𝑁 ; 𝑗 = 0, 1, ...,𝑀), общее число
которых равны (𝑁 +1)(𝑀 +1). Для их определения уравнение (6) дважды “интегри-
руется” по переменной “𝑥” и “𝑦” с использованием рекуррентных формул (7). Здесь
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приведем лишь первый шаг интегрирования по переменной “𝑥”:

𝑎
(𝑥)
𝑖𝑗 +

𝑎
(2𝑦)
𝑖−1,𝑗 − 𝑎

(2𝑦)
𝑖+1,𝑗

2𝑖
= −

(︂
𝑔𝑖−1,𝑗 − 𝑔𝑖+1,𝑗

2𝑖

)︂
.

После выполнения всех операций интегрирования и требования удовлетворения
краевых условий для приближенного решения (9) приводит к следующей системе
линейных алгебраических уравнений для определения неизвестных коэффициентов
разложения 𝑎𝑖𝑗:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

4𝑖(𝑖2 − 1)((𝑗 + 1)𝑎𝑖,𝑗−2 − 2𝑗𝑎𝑖,𝑗 + (𝑗 − 1)𝑎𝑖,𝑗+2)+

+4𝑗(𝑗2 − 1)((𝑖+ 1)𝑎𝑖−2,𝑗 − 2𝑖𝑎𝑖,𝑗 + (𝑖− 1)𝑎𝑖+2,𝑗) =

= −((𝑖+ 1)((𝑗 + 1)𝑔𝑖−2,𝑗−2 − 2𝑗𝑔𝑖−2,𝑗 + (𝑗 − 1)𝑔𝑖−2,𝑗+2)−
−2𝑖((𝑗 + 1)𝑔𝑖,𝑗−2 − 2𝑗𝑔𝑖,𝑗 + (𝑗 − 1)𝑔𝑖,𝑗+2)+

+(𝑖− 1)((𝑗 + 1)𝑔𝑖+2,𝑗−2 − 2𝑗𝑔𝑖+2,𝑗+

+(𝑗 − 1)𝑔𝑖+2,𝑗+2)), (𝑖 = 2, 𝑁, 𝑗 = 2,𝑀),

𝑎1𝑗 + 𝑎3𝑗 + ...+ 𝑎2𝑀−1,𝑗 = 0, (𝑗 = 2,𝑀),

1

2
𝑎0𝑗 + 𝑎2𝑗 + 𝑎4𝑗 + ...+ 𝑎2𝑀,𝑗 = 0, (𝑗 = 2,𝑀),

𝑎𝑖1 + 𝑎𝑖3 + 𝑎𝑖5 + ...+ 𝑎𝑖,2𝑀−1 = 0, (𝑖 = 0, 𝑁),

1

2
𝑎𝑖0 + 𝑎𝑖2 + 𝑎𝑖4 + ...+ 𝑎𝑖,2𝑀 = 0, (𝑖 = 0, 𝑁).

(10)

Систему (10) удобно записать в матричном виде

𝐴𝑥 = 𝑏, (11)

где 𝐴 – квадратная матрица порядка 𝐾×𝐾, здесь 𝐾 = (𝑁+1) ·(𝑀+1) состоящая из
коэффициентов системе (10), 𝑥𝑇 = (𝑎00, 𝑎10, ..., 𝑎𝑁0, 𝑎01, 𝑎11, ..., 𝑎𝑁1, ..., 𝑎0𝑀 , 𝑎1𝑀 , ..., 𝑎𝑁𝑀)
искомый вектор для неизвестных, 𝑏 – правая часть системе (10). Решая систему (10)
определяются коэффициенты 𝑎𝑖𝑗(𝑖 = 0, 1, ..., 𝑁 ; 𝑗 = 0, 1, ...,𝑀), затем по формулам (4)
вычисляются значения точного решения, а по формуле (9) значения приближенного
решения в коллокационных узлах полиномов Чебышева.

4 Обсуждение результатов
Приведем результаты численных расчётов по решению дифференциальной за-

дачи (1) – (2) вышеизложенным дискретным вариантом метода предварительного
интегрирования относительно выбранных пробных функций (точных решений) (4).

В табл.1 приведены результаты сравнения точного и приближенного решения для
функций 𝑢

(1)
𝑒 (𝑥, 𝑦), 𝑢

(2)
𝑒 (𝑥, 𝑦) в случае когда показатель экспоненциальной функции

𝐴 = 1; 3, а число аппроксимирующих полиномов как по переменной “𝑥”, так и по
переменной “𝑦” равны, т.е. 𝑁 = 𝑀 = 30. Видно, что при выбранных значениях
характерных параметров точное решение найдено с очень высокой точностью, при
этом абсолютная погрешность является величиной порядка ∼ 10−14.

Результаты табл.1 наиболее наглядно иллюстрируются на рис.1-4. На рис.1 приве-
дены графики точного и приближенного решения для выбранной пробной функции
𝑢
(1)
𝑒 (𝑥, 𝑦), когда значения параметра 𝐴 = 1 и число полиномов равным 𝑁 =𝑀 = 30.



Численное моделирование уравнений эллиптического типа . . . 65

Таблица 1. Сравнение точного и приближенного решения

а) точное решение 𝑢(1)𝑒 б) приближенное решение 𝑢(1)𝑎

Рис. 1 Графики точного и приближенного решения для функции 𝑢
(1)
𝑒 (𝑥, 𝑦) при 𝐴 = 1

Графики точного и приближенного решения для функции 𝑢
(1)
𝑒 (𝑥, 𝑦) при 𝐴 =

= 3, 𝑁 = 𝑀 = 30 изображены на рис.2. На рис.3 приведены графики точного и
приближенного решения для функции 𝑢(2)𝑒 (𝑥, 𝑦) при следующих значениях характер-
ных параметров: 𝐴 = 1, 𝑁 = 𝑀 = 30. Динамика точного к приближенного решения
для функции 𝑢(2)𝑒 (𝑥, 𝑦) при 𝐴 = 3, 𝑁 =𝑀 = 30 изображены на рис.4.
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а) точное решение 𝑢(1)𝑒 б) приближенное решение 𝑢(1)𝑎

Рис. 2 Графики точного и приближенного решения для функции 𝑢
(1)
𝑒 (𝑥, 𝑦) при 𝐴 = 3

а) точное решение 𝑢(2)𝑒 б) приближенное решение 𝑢(2)𝑎

Рис. 3 Графики точного и приближенного решения для функции 𝑢
(2)
𝑒 (𝑥, 𝑦) при 𝐴 = 1.

а) точное решение 𝑢(2)𝑒 б) приближенное решение 𝑢(2)𝑎

Рис. 4 Графики точного и приближенного решения для функции 𝑢
(2)
𝑒 (𝑥, 𝑦) при 𝐴 = 3.
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5 Заключение

В заключении можно отметить следующие основные моменты. Для численного
моделирования уравнений эллиптического типа предложен эффективный и высо-
коточный прямой метод-дискретный вариант метода предварительного интегриро-
вания. Проведенный широкомасштабный вычислительный эксперимент при различ-
ных значениях характерных параметров и для разных пробных функций показывает
высокую скорость сходимости приближенных решений полученных предлагаемым
методом к точному решению дифференциальной задачи.
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