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Рассматривается нелинейная вязкоупругая виброзащитная система которая со-
стоит из объекта виброзащиты, установленного на платформе, которая, в свою оче-
редь, установлена на другую платформу, нижняя платформа поставлена на виб-
рирующее основание. Предполагается, что характеристики вязкоупругих элемен-
тов системы имеют нелинейные кубическую характеристику. Построена математи-
ческая модель в виде систем нелинейных интегро-дифференциальных уравнений.
Реологические свойства подвески учитывается с интегральным моделем Больцмана-
Вольтерра с ядром релаксации Колтунова-Ржаницына. Для решения задач, предло-
жен численный метод, основанный на использовании квадратурных формул, устра-
няющий особенности в ядре релаксации. Исследовано влияние реологические свой-
ство подвески и вибрирующее основание на формы колебания по отношению к по-
ложению равновесия системы.
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1 Введение
Создание эффективных средств защиты от вибраций и ударов является одной

из важнейших проблем современной техники. Применение упругих амортизаторов
является одним из наиболее распространенных способов виброзащиты. В настоящее
время существует большое число конструктивных разновидностей виброзащитных
устройств, предназначенных как для защиты приборов и оборудования, устанавли-
ваемых на вибрирующих основаниях, так и для защиты оснований и фундаментов
от динамических воздействий. Создание амортизирующих устройств, способных за-
щитить объекты от вибраций и ударов и, вместе с тем, обладающих ограниченными
размерами, является сложной технической проблемой. В связи с этим первостепен-
ное значение приобретают вопросы теории и расчета адаптивных виброзащитных
систем [1].

Математической моделью многих механических систем является система динами-
ческих уравнений полиномиальной структуры с периодическими или постоянными
параметрами. Такие механические системы широко применяют в динамике виброза-
щиты приборов и устройств [2].

В [3] рассматриваются вопросы построения математических моделей для меха-
нических систем, в которых могут быть сформированы сочленения. Предлагается
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метод, основанный на выборе систем обобщенных координат относительного движе-
ния, соответствующих возможностям появления сочленения звеньев. При этом число
степеней свободы системы уменьшается.

В [4] рассмотрены методы и средства виброзащиты технологических и транс-
портных машин. Особое внимание уделяется уравновешиванию и балансировке ва-
лов и роторов, виброизоляции, вибродемпфированию, динамическому виброгашению
и другим методам, приводятся основы акустической динамики.

При решении задач виброзащиты широко применяются линейные системы, хотя
линейность функций не достаточно точно аппроксимирует характеристики системы,
внося погрешности при анализе [5].

Рассматривается расчетная схема технических объектов, имеющих так называе-
мую подвеску для защиты от внешних воздействий. Такого рода задачи характерны
для транспортных средств различного назначения, в частности для защиты тяговых
двигателей локомотивов различного назначения. [6].

Применим представленный метод к нелинейной динамической системе с тремя
степенями свободы. Рассмотрим виброзащитную систему (рис. 1), состоящую из объ-
екта виброзащиты массой 𝑚1, установленного на платформы массой 𝑚2 и 𝑚3 нижняя
из которых закреплена на вибрирующем основании [7].

Предполагается, что вязкоупругие элементы имеют нелинейную кубическую ха-
рактеристику 𝑐 (1−𝑅*) (𝑧 + 𝛾𝑧3). Где 𝑐 – жесткость подвески; 𝛾 – коэффициент
нелинейности, зависящий от физических свойств материала подвески; 𝑅*𝑦 (𝑡) =
=
∫︀ 𝑡

0
𝑅 (𝑡− 𝜏) 𝑦 (𝜏) 𝑑𝜏 – интегральные операторы с ядрами релаксациями 𝑅 (𝑡) =

= 𝜀𝑡𝛼−1𝜀𝛽𝑡.

Рис. 1 Схема нелинейной виброзащитной системы

Математическая модель рассматриваемой системы представима в виде системы
нелинейных интегро-дифференциальных уравнений:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑚1𝑥̈1 + 𝑐1 (1−𝑅*
1)
[︀
(𝑥1 − 𝑥2) + 𝑑1(𝑥1 − 𝑥2)

3]︀ = 0,

𝑚2𝑥̈2 + 𝑐1 (1−𝑅*
1)
[︀
(𝑥2 − 𝑥1) + 𝑑1(𝑥2 − 𝑥1)

3]︀+
𝑐2 (1−𝑅*

2)
[︀
(𝑥2 − 𝑥3) + 𝑑2(𝑥2 − 𝑥3)

3]︀ = 0,

𝑚3𝑥̈3 + 𝑐2 (1−𝑅*
2)
[︀
(𝑥3 − 𝑥2) + 𝑑2(𝑥3 − 𝑥2)

3]︀+
𝑐3 (1−𝑅*

3)
[︀
(𝑥3 − 𝑓) + 𝑑3(𝑥3 − 𝑓)3

]︀
= 0,

где 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 – абсолютные перемещения по отношению к положению равновесия
системы.
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На основание действуют выбрации 𝑓 (𝑡) = 𝑎 sin𝜔𝑡.

2 Методы решения
Введя безразмерные параметры 𝑡

𝜏
; 𝑅𝑖

𝜏
; 𝜔
𝜏
; 𝑥1

𝑙
; 𝑥2

𝑙
; 𝑥3

𝑙
; 𝑓
𝑙

и сохраняя при этом прежние
обозначения, имеем:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥̈1 + 𝑘11 (1−𝑅*
1)
[︀
(𝑥1 − 𝑥2) + 𝛾11(𝑥1 − 𝑥2)

3]︀ = 0,

𝑥̈2 + 𝑘12 (1−𝑅*
1)
[︀
(𝑥2 − 𝑥1) + 𝛾12(𝑥2 − 𝑥1)

3]︀+
+𝑘21 (1−𝑅*

2)
[︀
(𝑥2 − 𝑥3) + 𝛾21(𝑥2 − 𝑥3)

3]︀ = 0,

𝑥̈3 + 𝑘22 (1−𝑅*
2)
[︀
(𝑥3 − 𝑥2) + 𝛾22(𝑥3 − 𝑥2)

3]︀+
+𝑘3 (1−𝑅*

3)
[︀
(𝑥3 − 𝑓) + 𝛾3(𝑥3 − 𝑓)3

]︀
= 0,

(1)

где

𝑘11 =
𝑐1𝜏

2

𝑚1

; 𝑘12 =
𝑐1𝜏

2

𝑚2

; 𝑘21 =
𝑐2𝜏

2

𝑚2

; 𝑘22 =
𝑐2𝜏

2

𝑚3

; 𝑘3 =
𝑐3𝜏

2

𝑚3

;

𝛾11 =
𝑑1𝜏

2𝑙2

𝑚1

; 𝛾12 =
𝑑1𝜏

2𝑙2

𝑚2

; 𝛾21 =
𝑑2𝜏

2𝑙2

𝑚2

; 𝛾22 =
𝑑2𝜏

2𝑙2

𝑚3

; 𝛾3 =
𝑑3𝜏

2𝑙2

𝑚3

.

Принимаем, что

𝑥1 (0) = 𝑥̇1 (0) = 𝑥2 (0) = 𝑥̇2 (0) = 𝑥3 (0) = 𝑥̇3 (0) = 0. (2)

На систему действует внешнее возмущение: 𝑓 (𝑡) = 2, 5 sin 6𝜋𝑡.
Система интегро-дифференциальных уравнений (1) с начальными условиями

(2) решается методом основанной на использовании квадратурной формулы [8–17].
Два раза интегрируя по 𝑡 системе (1) в интервале 0; 𝑡 и полагая 𝑡 = 𝑡𝑛 = 𝑛 ·
·Δ𝑡, n = 0, 1, 2, 3, ... (Δ𝑡 – шаг по времени) имеем:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥1𝑛 + 𝑘11
𝑡𝑛∫︀
0

𝐺1 (𝑡𝑛 − 𝑠) {𝑥1 (𝑠)− 𝑥2 (𝑠) + 𝛾11[𝑥1 (𝑠)− 𝑥2 (𝑠)]
3}𝑑𝑠 = 0,

𝑥2𝑛 + 𝑘12
𝑡𝑛∫︀
0

𝐺1 (𝑡𝑛 − 𝑠) {𝑥2 (𝑠)− 𝑥1 (𝑠) + 𝛾12[𝑥2 (𝑠)− 𝑥1 (𝑠)]
3}𝑑𝑠+

+𝑘21
𝑡𝑛∫︀
0

𝐺2 (𝑡𝑛 − 𝑠) {𝑥2 (𝑠)− 𝑥3 (𝑠) + 𝛾21[𝑥2 (𝑠)− 𝑥3 (𝑠)]
3}𝑑𝑠 = 0,

𝑥3𝑛 + 𝑘22
𝑡𝑛∫︀
0

𝐺2 (𝑡𝑛 − 𝑠) {𝑥3 (𝑠)− 𝑥2 (𝑠) + 𝛾22[𝑥3 (𝑠)− 𝑥2 (𝑠)]
3}𝑑𝑠+

+𝑘3
𝑡𝑛∫︀
0

𝐺3 (𝑡𝑛 − 𝑠) {𝑥3 (𝑠)− 𝑓 (𝑠) + 𝛾3[𝑥3 (𝑠)− 𝑓 (𝑠)]3}𝑑𝑠 = 0.

(3)

где

𝐺𝑗 (𝑡𝑛 − 𝑠) = 𝑡𝑛 − 𝑠−
𝑡𝑛−𝑠∫︁
0

(𝑡𝑛 − 𝑠− 𝜏)𝑅𝑗 (𝜏); j =1, 3.

Заменяя интегралы квадратурными формулами трапеции в системе (3), имеем
следующие реккурентные соотношения для определения абсолютные перемещения
по отношению к положению равновесия системы:

𝑥1𝑛 = 𝑥1 (𝑡𝑛) ; 𝑥2𝑛 = 𝑥2 (𝑡𝑛) ; 𝑥3𝑛 = 𝑥3 (𝑡𝑛) .
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥1𝑛 = 𝑘11
𝑛−1∑︀
𝑖=0

𝐴𝑖𝐺1 (𝑡𝑛 − 𝑡𝑖)
[︀
𝑥2𝑖 − 𝑥1𝑖 + 𝛾11(𝑥2𝑖 − 𝑥1𝑖)

3]︀ ;
𝑥2𝑛 = 𝑘12

𝑛−1∑︀
𝑖=0

𝐴𝑖𝐺1 (𝑡𝑛 − 𝑡𝑖)
[︀
𝑥1𝑖 − 𝑥2𝑖 + 𝛾12(𝑥1𝑖 − 𝑥2𝑖)

3]︀+
𝑘21

𝑛−1∑︀
𝑖=0

𝐴𝑖𝐺2 (𝑡𝑛 − 𝑡𝑖)
[︀
𝑥3𝑖 − 𝑥2𝑖 + 𝛾21(𝑥3𝑖 − 𝑥2𝑖)

3]︀ ;
𝑥3𝑛 = 𝑘22

𝑛−1∑︀
𝑖=0

𝐴𝑖𝐺2 (𝑡𝑛 − 𝑡𝑖)
[︀
𝑥2𝑖 − 𝑥3𝑖 + 𝛾22(𝑥2𝑖 − 𝑥3𝑖)

3]︀+
+𝑘3

𝑛−1∑︀
𝑖=0

𝐴𝑖𝐺3 (𝑡𝑛 − 𝑡𝑖)
[︀
𝑓𝑖 − 𝑥3𝑖 + 𝛾3(𝑓𝑖 − 𝑥3𝑖)

3]︀ .

(4)

где 𝐴0 =
Δ𝑡
2
; A𝑗 = Δ𝑡; j =1, n− 1.

3 Результаты и выводы
Для проведения вычислительного эксперимента составлена компьютерная про-

грамма, численные результаты которой представлены в виде графиков. Проведены
численные расчеты. При этом использованы следующие исходные данные: 𝑘11 =
= 0, 6106; 𝑘12 = 0, 5897; 𝑘21 = 1, 5641; 𝑘22 = 1, 0702; 𝑘3 = 3, 0351; 𝛾11 =
= 0, 8850; 𝛾12 = 0, 5848; 𝛾21 = 2, 5641; 𝛾22 = 1, 7544; 𝛾3 = 0, 0409; 𝛼1 = 𝛼2 =
= 𝛼3 = 0, 25; 𝛽1 = 𝛽2 = 𝛽3 = 0, 05; 𝜀1 = 𝜀2 = 𝜀3 = 0, 02.

На рис. 2,3,4 соответственно показано абсолютное перемещение платформы с мас-
сой 𝑚1,𝑚2 и 𝑚3. Здесь сплошной линией обозначен для упругой (𝜀𝑖 = 0) и пунктир-
ной линией для вязкоупругой (𝜀𝑖 = 0, 02) подвески. Колебания системы происходят
с частотами, кратными частоте внешней силы, воздействующей на основание. Пред-
ставленный график показывает, что вынужденные колебания в начале установления
являются квазипериодическими с частотами, кратными внешней силе. Форма ко-
лебаний платформы массой 𝑚2 и 𝑚1 расположенной верхной части платформе 𝑚3

имеет периодического характера. Учет реологических свойств материала подвески
приводит к уменьшению амплитуды вертикальных колебаний платформы. Умень-
шение частоты колебаний приводит к сдвигу фаз на право. С течением времени
вязкоупругие свойства подвески существенно снизить амплитуды вертикальных ко-
лебаний платформы.

Рис. 2 Абсолютное перемещение платформы с массой 𝑚1.
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Рис. 3 Абсолютное перемещение платформы с массой 𝑚2.

Рис. 4 Абсолютное перемещение платформы с массой 𝑚3.

Исследован влияние тип выбрации основание на форму колебаний платформы с
массой 𝑚1,𝑚2 и 𝑚3. На основание действуют выбрации по законам:

𝑓 (𝑡) =

{︃
2, 5 sin 6𝜋𝑡 при 𝑡 < 5

0 при 𝑡 > 5.

На рис. 5,6,7 соответственно показано абсолютное перемещение платформы с массой
𝑚1,𝑚2 и 𝑚3. Здесь сплошной линией обозначен для упругой (𝜀𝑖 = 0) и пунктирной
линией для вязкоупругой (𝜀𝑖 = 0, 02) подвески.

Из графика видно, что после прекращения выбрации (𝑡 > 5)формы колебаний
становится периодическими.
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Рис. 5 Абсолютное перемещение платформы с массой 𝑚1.

Рис. 6 Абсолютное перемещение платформы с массой 𝑚2.

Рис. 7 Абсолютное перемещение платформы с массой 𝑚3.
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4 Заключение
Виброзащита, под которой понимается комплекс мероприятий при проектирова-

нии, изготовлении, монтаже и эксплуатации оборудования, направленных на умень-
шение его вибрации, является одной из актуальных проблем различных отраслей
машиностроения. Решение этой проблемы повысит эффективность работы оборудо-
вания.

Построенные адекватное математическое модели и разработка эффективное ме-
тоды их решения позволяет получить достаточно подробные качественные и количе-
ственные характеристики изучаемых движений, исследовать установившиеся режи-
мы колебаний для нелинейное вязкоупругих систем, находящихся в условиях перио-
дического внешнего воздействия, а также изучать переходные процессы.

Использование схем, допускающих получение решения в замкнутом виде или с
помощью алгоритмов типа (4), представляет собой весьма большой интерес.

Полученные результаты позволяют сделать вывод о целесообразности учёта нели-
нейности и наследственно-деформируемых свойств подвески для уменьшения ампли-
туда колебаний систем с несколькими степенями свободы при переходных процессах.
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The nonlinear viscoelastic vibration protection system is considered, which consists
of a vibration protection object installed on a platform, which, in turn, is installed on
another platform, the lower platform is placed on a vibrating base. It is assumed that
the characteristics of the viscoelastic elements of the system have a nonlinear cubic char-
acteristic. A mathematical model is constructed in the form of systems of nonlinear
integro-differential equations. The rheological properties of the suspension are taken into
account with the Boltzmann-Volterra integral model with the Koltunov-Rzhanitsyn re-
laxation kernel. To solve the problems, a numerical method is proposed based on the
use of quadrature formulas that eliminates the singularities in the relaxation kernel. The
influence of the rheological properties of the suspension and the vibrating base on the
oscillation modes with respect to the equilibrium position of the system is investigated.
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