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Приближенное решение линейных интегральных уравнений Фредгольма второ-
го рода на сегодняшний день является одним из актуальных проблем в области
вычислительной математики. Большенство исследователей предлагают различные
приближенные методы решения интегральных уравнений. Настоящая работа посвя-
щается на сравнения различных приближенных методов решения линейных уравне-
ний Фредгольма второго рода. Основная цель работы определения самого эффек-
тивного метода. Наш метод это применения оптимальных квадратурных формул с
производными для решения линейных интегральных уравнений Фредгольма второ-
го рода. Эффективность метода определяется с точностью результатов. При этом
для сравнения результатов использованы точное решение. Доказывается эффектив-
ность настоящего метода.
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1 Введение
Для решения линейных интегральных уравнений Фредгольма второго рода име-

ются большое количество приближенных методов. Научными исследователями было
предложено множество различных методов получения приближенных решений ин-
тегральных уравнений.

В настоящей работе представляется сравнения результатов различных прибли-
женных методов решения интегральных уравнений, приведенных в работах [1]– [5].
Для сравнения результатов используется максимальная абсолютная погрешность,
т.е. максимальное абсолютное значение разности между точным решением и при-
ближенным.

Наш метод — это оптимальный квадратурный метод с производными. Сама опти-
мальная квадратурная формула с производными приведена в работе [6]. Применения
этой формулы для решения линейных интегральных уравнений Фредгольма второго
рода приведены для частных случае в работах [7] - [10], а общая формула и приме-
нения метода описаны в работе [11].
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2 Коротко о методах
Рассмотрим линейное интегральное уравнение Фредгольма второго рода

𝑦(𝑥)− 𝜆

∫︁ 𝑏

𝑎

𝐾(𝑥, 𝑠)𝑦(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. (1)

Здесь 𝐾(𝑥, 𝑠)-ядро интегрального уравнения, 𝑓(𝑥)-правая часть уравнения, 𝑎𝑏-
границы интегрирования, 𝜆 -параметр интеграла, 𝑦(𝑥)-искомая функция. Основная
цель каждого исследователя получить хорошие результаты при решениях интеграль-
ных уравнений вида (1). Точность решения очень важную роль играет при решениях
определенных задач в области механики. Некоторые исследователи на это не обраща-
ют внимания и пользуются устаревшими методами: метод трапеции, метод Симпсона
и т.п. Фактический для достижения определенной цели точность решения является
особым фактором.

При решении интегрального уравнения вида (1) авторы работы [1] использовали
обратных нечетких преобразований, основанной на нечеткого разбиения с комбина-
цией в технологии коллокации. В итоге задача сведена к решению линейного алгеб-
раического уравнения. Для апробации метода рассмотрен два примера и получен
результат с максимальной абсолютной погрешности в пределах 7.3 · 10−6 ÷ 1.9 · 10−4

при количестве точек коллокации 𝑛 = 20.
Авторы работы [2] для решения интегрального уравнения (1) использовали

сплайн технологию. Для этого подынтегральную неизвестную функцию аппрокси-
мировали с помощью кубическим сплайном. При этом получили систему линейных
алгебраических уравнений относительно коэффициентов сплайн функции и значений
неизвестной функции в узловых точках. Для тестирования метода решены три при-
мера и результаты этих примеров сравнивали с результатами проделанных другими
методами (метод наименьших квадратов, квадратурный метод, метод рядов Лагер-
ра). И доказали эффективность своего метода с помощью, которого было получено
результаты с максимальной абсолютной погрешности в пределах 2.0 · 10−5 ÷ 1.858 ·
· 10−4.

Индийские исследователи авторы работы [3] предлагают новый метод основанной
на разработку полинома теории графов с использованием полиномов Хосоя для ре-
шения интегрального уравнения вида (1). Эффективность данного метода доказали,
сравнивая результаты с выполненными расчетов другим методом, точнее методом
кубических сплайнов. При этом результаты этого эффективного метода было полу-
чено с максимальной абсолютной погрешности в пределах 8.88 · 10−16 ÷ 1.44 · 10−10.

Авторы работы [4] для решения интегрального уравнения (1) предлагают но-
вый подход реализующую операционную матрицу Бернштейна. При этом используют
комбинацию ортонормированных функции Бернштейна. Данный метод апробирован
тремя примерами. Для определения достоверности результатов было взята точное
решения интегральных уравнений. При этом значения максимальной абсолютной
погрешности данного метода определено в пределах 6.7 · 10−5 ÷ 3.5 · 10−3.

Исследователи работы [5] предлагают алгоритм численного решения интеграль-
ного уравнения (1) с непрерывным ядром методом замены интеграла с квадратурной
формулой двенадцатого порядка погрешности. Для апробации данного метода реше-
ны шесть примеров. При этом получены результаты с максимальной абсолютной
погрешности в пределах 8.88 · 10−16 ÷ 2.44 · 10−3.

Необходимо отметить, полученные результаты зависит непосредственно от класса
функции применимого данного метода.
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3 Численные результаты
Нижеследующих примерах необходимо решить интегральных уравнений методом

квадратур с применением оптимальных квадратурной формулы с производными при
𝑚 = 1, 2, ..., 8. Сравнить результаты с точным решением и анализировать погрешно-
сти:

𝑅 = 𝑚𝑎𝑥|𝑦(𝑥)− 𝑦𝑡(𝑥)|.
Здесь 𝑅−максимальная абсолютная погрешность, 𝑦(𝑥)−приближенное решение,
𝑦𝑡(𝑥)−точное решение.

Пример 1. В (1) 𝐾 (𝑥, 𝑠) = 𝑥2 · 𝑠, 𝑓(𝑥) = sin(𝜋 · 𝑥2) − 𝑥2/𝜋, 𝜆 = 1, 𝑎 = 0, 𝑏 = 1.
Тогда интегральное уравнение (1) примет следующий вид:

𝑦(𝑥)−
∫︁ 1

0

𝑥2 * 𝑠 * 𝑦(𝑠)𝑑𝑠 = sin(𝜋𝑥2)− 𝑥2/𝜋, 𝑥 ∈ [0; 1]. (2)

Точное решение интегрального уравнения (2):

𝑦𝑡(𝑥) = sin (𝜋𝑥2).

Результаты по данному примеру приведены таблицах 1а, 1б и рисунках 1а, 1б.
Авторы работы [1] решили этот пример используя обратных нечетких преобразо-

ваний и получили результат с максимальным абсолютной погрешности 𝑅 = 1.9 ·10−4

при 𝑛 = 20.
Наш метод дал результат с значением максимальной абсолютной погрешностью

𝑅 = 3.06 · 10−10 при 𝑚 = 8.
Пример 2. В (1) 𝐾(𝑥, 𝑠) = 𝑒( − 𝑥 · 𝑠), 𝑓(𝑥) = 𝑒( − 𝑥) + (𝑒( − (𝑥+ 1))− 1)/(𝑥+ 1),

𝜆 = 1, 𝑎 = 0, 𝑏 = 1. Тогда интегральное уравнение (1) примет следующий вид:

𝑦(𝑥)−
∫︁ 1

0

𝑒−𝑥·𝑠)𝑦(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑒−𝑥 + (𝑒−(𝑥+1) − 1)/(𝑥+ 1), 𝑥 ∈ [0; 1] (3)

Точное решение интегрального уравнения (3):

𝑦𝑡(𝑥) = 𝑒−𝑥.

Результаты по данному примеру приведены таблицах 2а, 2б и рисунках 2а, 2б.
Для решения интегрального уравнения Фредгольма второго рода авторы работы

[2] разработали метод с использованием сплайн технологий. С помощью этого метода
получили результат с максимальной абсолютной погрешности 𝑅 = 1.858 · 10−4 при
𝑛 = 10.

Наш метод дал результат с значением максимальной абсолютной погрешностью
𝑅 = 4.52 · 10−18 при 𝑚 = 8.

Пример 3. В (1) 𝐾(𝑥, 𝑠) = cos (𝑥), 𝑓(𝑥) = sin 2𝜋𝑥, 𝜆 = 1, 𝑎 = 0, 𝑏 = 1. Тогда
интегральное уравнение (1) примет следующий вид:

𝑦(𝑥)−
∫︁ 1

0

cos (𝑥)𝑦(𝑠)𝑑𝑠 = sin (2𝜋𝑥), 𝑥 ∈ [0, 1] (4)

Точное решение интегрального уравнения (4):

𝑦𝑡(𝑥) = sin 2𝜋𝑥.

Результаты по данному примеру приведены таблицах 3а, 3б и рисунках 3а, 3б.
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Таблица 1а. Результаты решения интегрального уравнения (Пример 1. 𝐾(𝑥, 𝑠) = 𝑥2 *
𝑠, 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(𝜋 * 𝑥2)− 𝑥2/𝜋, 𝑦(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(𝜋 * 𝑥2), ℎ = 0.1)

Рис 1а. Графическая иллюстрация абсолютной погрешности (Пример 1. 𝐾(𝑥, 𝑠) = 𝑥2 *
𝑠, 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(𝜋 * 𝑥2)− 𝑥2/𝜋, 𝑦(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(𝜋 * 𝑥2), ℎ = 0.1))
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Таблица 1б. Результаты решения интегрального уравнения (Пример 1. 𝐾(𝑥, 𝑠) = 𝑥2 *
𝑠, 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(𝜋 * 𝑥(2))− 𝑥2/𝜋, 𝑦(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(𝜋 * 𝑥2), ℎ = 0.1)

Рис 1б. Графическая иллюстрация абсолютной погрешности (Пример 1. 𝐾(𝑥, 𝑠) = 𝑥2 *
𝑠, 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(𝜋 * 𝑥2)− 𝑥2/𝜋, 𝑦(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(𝜋 * 𝑥(2)), ℎ = 0.1)
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Таблица 2а. Результаты решения интегрального уравнения (Пример 2. 𝐾(𝑥, 𝑠) = 𝑒−𝑥*𝑠, 𝑓(𝑥) =

= 𝑒−𝑥 + (𝑒−(𝑥+1))−1/(𝑥+ 1), 𝑦(𝑥) = 𝑒−𝑥, ℎ = 0.1)

Рис 2а. Графическая иллюстрация абсолютной погрешности (Пример 2. 𝐾(𝑥, 𝑠) =

= 𝑒−𝑥*𝑠, 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥 + (𝑒−(𝑥+1) − 1)/(𝑥+ 1), 𝑦(𝑥) = 𝑒−𝑥, ℎ = 0.1)
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Таблица 2б. Результаты решения интегрального уравнения (Пример 2. 𝐾(𝑥, 𝑠) =

= 𝑒−𝑥*𝑠, 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥 + (𝑒−(𝑥+1) − 1)/(𝑥+ 1), 𝑦(𝑥) = 𝑒−𝑥, ℎ = 0.1)

Рис 2б. Графическая иллюстрация абсолютной погрешности (Пример 2. 𝐾(𝑥, 𝑠) =

= 𝑒−𝑥*𝑠, 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥 + (𝑒−(𝑥+1) − 1)/(𝑥+ 1), 𝑦(𝑥) = 𝑒−𝑥, ℎ = 0.1)
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Таблица 3а. Результаты решения интегрального уравнения (Пример 3. 𝐾(𝑥, 𝑠) = 𝑐𝑜𝑠(𝑥), 𝑓(𝑥) =

= 𝑠𝑖𝑛(2 * 𝜋 * 𝑥), 𝑦(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(2 * 𝜋 * 𝑥), ℎ = 0.1)

Рис 3а. Графическая иллюстрация абсолютной погрешности (Пример 3. 𝐾(𝑥, 𝑠) =

= 𝑐𝑜𝑠(𝑥), 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(2 * 𝜋 * 𝑥), 𝑦(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(2 * 𝜋 * 𝑥), ℎ = 0.1)
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Таблица 3б. Результаты решения интегрального уравнения (Пример 3. 𝐾(𝑥, 𝑠) =

= 𝑐𝑜𝑠(𝑥), 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(2 * 𝜋 * 𝑥), 𝑦(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(2 * 𝜋 * 𝑥), ℎ = 0.1)

Рис 3б. Графическая иллюстрация абсолютной погрешности (Пример 3. 𝐾(𝑥, 𝑠) =

= 𝑐𝑜𝑠(𝑥), 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(2 * 𝜋 * 𝑥), 𝑦(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(2 * 𝜋 * 𝑥), ℎ = 0.1)
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Авторы работы [3] разработали графо – теоретический многочлен с использова-
нием полиномов Хосоя и решили интегральное уравнение (4). При этом получили
результат с максимальной абсолютной погрешностью 𝑅 = 1.55 · 10−15 при 𝑛 = 3 и
𝑅 = 9.18 · 10−11 при 𝑛 = 8. Наш метод дал результат с значением максимальной
абсолютной погрешностью 𝑅 = 2.2 · 10−31 при 𝑚 = 1.

Пример 4. В (1) 𝐾(𝑥, 𝑠) = 1 − 𝑥 · cos (𝑥 · 𝑠), 𝑓(𝑥) = sin (𝑥), 𝜆 = 1, 𝑎 = 0, 𝑏 = 1.
Тогда интегральное уравнение (1) примет следующий вид:

𝑦(𝑥)−
∫︁ 1

0

(1− 𝑥 · cos (𝑥 · 𝑠))𝑦(𝑠)𝑑𝑠 = sin (𝑥), 𝑥 ∈ [0; 1] (5)

Точное решение интегрального уравнения (5):

𝑦𝑡(𝑥) ≡ 1.

Результаты по данному примеру приведены таблицах 4а, 4б и рисунках 4а, 4б.

Авторы работы [4] для решения интегрального уравнения (5) применили полино-
миальный метод с использованием полиномов Бернштейна и получили результат с
максимальной абсолютной погрешностью 𝑅 = 6.7 · 10−5 при 𝑛 = 6.

Наш метод дал результат с значением максимальной абсолютной погрешностью
𝑅 = 2.0 · 10−31 при 𝑚 = 1.

Пример 5. В (1) 𝐾(𝑥, 𝑠) = 𝑥 · 𝑒𝑠, 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥, 𝜆 = 0.5, 𝑎 = 0, 𝑏 = 1. Тогда
интегральное уравнение (1) примет следующий вид:

𝑦(𝑥)− 0.5

∫︁ 1

0

𝑥 · 𝑒𝑠𝑦(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑒−𝑥, 𝑥 ∈ [0; 1] (6)

Точное решение интегрального уравнения (6):

𝑦𝑡(𝑥) = 𝑥+ 𝑒−𝑥.

Результаты по данному примеру приведены таблицах 5а, 5б и рисунках 5а, 5б.

Авторы работы [5] решили интегральное уравнение (6) с помощью метода квад-
ратур с двенадцатого порядка погрешности и получили результат с максимальной
абсолютной погрешностью 𝑅 = 8.88 · 10−16 при 𝑛 = 20.

Наш метод дал результат с значением максимальной абсолютной погрешностью
𝑅 = 4.18 · 10−18 при 𝑚 = 8.
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Таблица 4а. Результаты решения интегрального уравнения (Пример 4. 𝐾(𝑥, 𝑠) = 1 − 𝑥 *
𝑐𝑜𝑠(𝑥 * 𝑠), 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(𝑥), 𝑦(𝑥) = 1, ℎ = 0.1)

Рис 4а. Графическая иллюстрация абсолютной погрешности (Пример 4. 𝐾(𝑥, 𝑠) =

= 1− 𝑥 * 𝑐𝑜𝑠(𝑥 * 𝑠), 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(𝑥), 𝑦(𝑥) = 1, ℎ = 0.1)
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Таблица 4б. Результаты решения интегрального уравнения (Пример 4. 𝐾(𝑥, 𝑠) =

= 1− 𝑥 * 𝑐𝑜𝑠(𝑥 * 𝑠), 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(𝑥), 𝑦(𝑥) = 1, ℎ = 0.1)

Рис 4б. Графическая иллюстрация абсолютной погрешности (Пример 4. 𝐾(𝑥, 𝑠) = 1 −
− 𝑥 * 𝑐𝑜𝑠(𝑥 * 𝑠), 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(𝑥), 𝑦(𝑥) = 1, ℎ = 0.1)
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Таблица 5а. Результаты решения интегрального уравнения (Пример 5. 𝐾(𝑥, 𝑠) = 𝑥 *
𝑒(𝑠), 𝑓(𝑥) = 𝑒( − 𝑥), 𝑦(𝑥) = 𝑥+ 𝑒( − 𝑥), ℎ = 0.1)

Рис 5а. Графическая иллюстрация абсолютной погрешности (Пример 5. 𝐾(𝑥, 𝑠) =

= 𝑥 * 𝑒(𝑠), 𝑓(𝑥) = 𝑒( − 𝑥), 𝑦(𝑥) = 𝑥+ 𝑒( − 𝑥), ℎ = 0.1)
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Таблица 5б. Результаты решения интегрального уравнения (Пример 5. 𝐾(𝑥, 𝑠) =

= 𝑥 * 𝑒𝑠, 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥, 𝑦(𝑥) = 𝑥+ 𝑒−𝑥, ℎ = 0.1)

Рис 5б. Графическая иллюстрация абсолютной погрешности (Пример 5. 𝐾(𝑥, 𝑠) = 𝑥 *
𝑒𝑠, 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥, 𝑦(𝑥) = 𝑥+ 𝑒−𝑥, ℎ = 0.1)
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4 Заключение
Судя по результатам проделанных расчетов с помощью метода оптимальных

квадратурных формул с производными и по результатам расчетов иностранных ис-
следователей доказывается эффективность нашего метода. Необходимо отметить,
данный метод квадратур легко применяется остальным линейным уравнениям:
Фредгольм первого рода, Вольтерра первого и второго рода и смещенным урав-
нениям Вольтерра – Фредгольма. А также можно применить к линейным инте-
гро–дифференциальным уравнениям.
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The approximate solution of linear Fredholm integral equations of the second kind
is one of the pressing problems in the field of computational mathematics today. Most
researchers offer various approximate methods for solving integral equations. This work is
devoted to comparing various approximate methods for solving linear Fredholm equations
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