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Настоящей работе методом периодизации функций будут построены оптималь-
ные квадратурные формулы типа Эрмита в пространствах где вторые производ-
ные суммируемые с квадратами. Для этого используется оптимальные квадратур-
ные формулы в пространствах периодических функций. Кроме того будут получены
точные верхние оценки построенных оптимальных квадратурных формул для при-
ближенного вычисления интегралов от быстроосцилирующих функций.
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1 Введение
Рассматриваются методы вычисления интегралов от быстроосцилирующих функ-

ций вида

𝐼 (𝜔) =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑒𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥, (1)

𝐼 [𝑓, 𝑔] =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑥) 𝑒𝑖𝜔𝑔(𝑥)𝑑𝑥, (2)

𝐼 (𝑡, 𝜔) =

∫︁ +∞

0

𝑒−𝑡2𝐽𝜈 (𝜔𝑡) 𝑓
(︀
𝑡2
)︀
𝑡𝜈+1𝑑𝑥, (3)

где 𝐽𝜈 (𝜔 𝑡) - функция Бесселя первого рода и порядка (индекса) 𝜈.

𝐼 (𝑓, 𝑘) =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑤 (𝑡) 𝑓 (𝑡)𝐾 (𝑡;𝑥) 𝑑𝑡, (4)

где (𝑎, 𝑏) - интервал на прямой, который может быть конечным или бесконечным,
𝑤 (𝑡) - заданная весовая функция, а ядро 𝐾 (𝑡;𝑥) есть функция, зависящие от пара-
метра 𝑥 и такая, что она сильно осциллирует или имеет особенности на интервале
(𝑎, 𝑏) или в его близость.

Здесь 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐹 (𝐹 - некоторой пространство функций), 𝜔 - произвольной веще-
ственное число и информация о 𝑓 (𝑥) задается в 𝑁 узловых точках из (𝑎, 𝑏).
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Необходимость в вычислении таких интегралов возникает при решении многих
классов задач вычислительной и прикладной математики, таких как краевые задачи
для уравнения в частных производных, автоматическое регулирование цифровая об-
работка сигналов, моделирование оптических систем и синтезированных голограмм,
распознавание образов, в задачах ядерной физики и других.

Для вычисления интеграла 𝐼 (𝜔) могут быть, применены многие известные клас-
сические правила интегрирования, однако, они дают хорошую точность в случае,
если интегрируемая функция является достаточно гладкой и не быстроизменяющей-
ся. Известные классические квадратурные формулы практически могут применять-
ся для вычисления 𝐼 (𝜔) при небольших значения 𝜔. Чтобы построить квадратур-
ные формулы, пригодные при изменении 𝜔 в широких пределах, необходимо за-
ранее учесть наличие осциллирующею множителя. Это можно сделать, принимая
например, такие множителя за весовые функции. Впервые Файлоном [1] был по-
строен аналог квадратурной формулы Симпсона, который сохраняет равномерную
точность, также и при больших 𝜔. Еручиным Н.П. и Соболевым С.Л. [2] предло-
жен метод, который также сохраняет равномерную точность относительно 𝜔. Кры-
ловым В.И. [3] развит метод работы [1]. В[4] при построении квадратурной форму-
лы вычисления коэффициентов Фурье периодической функции была использована
сплайн интерполяция для равноотстоящих точек. В работе [5] для вычисления ин-
теграла 𝐼 (𝜔) функция 𝑓 (𝑥) заменяется интерполяционным многочленом Лагранжа.
Численному вычислению интегралов (1.2) посвящено большое количество работ (см.
[6, 7, 8] ,[9] ,[10] ,[11, 12, 13, 14] ,[15, 16, 17, 18] и др.).

В работах Gradimir V. Milovanovic рассматривается вычисления интегралов ти-
па (1.4). В этих работах используя подходящие интегральные представления специ-
альных функций или специальных разработанных квадратурных формул успешно
применены для эффективного вычисления сильно осциллирующих интегралов ( ин-
тегралы типа Фурье, осцилляционные бесселевские интегралы).
(см.[19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26]).

Интегралы типа (1.3) появляются в некоторых задачах ядерной физики высоких
энергий (см.[27]). Известно, что нередко при решении задач традиционными метода-
ми мы не получаем требуемого значения некоторого показателя качества решения,
например, решения с заданной точностью или с максимально возможной точностью
в таких случаях бывает полезно, а иногда и необходимо построить оптимальные
квадратурные формулы в функциональных пространствах.

В работе [28]построены оптимальные квадратурные формулы для быстро осцил-
лирующих интегралов в пространстве Соболева 𝐻1.

В работах (см.[29], [30] ,[31] ,[32] ,[33] ,[34] ,[35] ,[36] ,[38], [39] ,[40])

построены оптимальные квадратурные формулы для приближенного вычисления ин-
тегралов от быстроосциллирующих функций в гильбертовых пространствах и про-
странствах Соболева.

В настоящей работе методом периодизации функций будут построены оптималь-
ные квадратурные формулы с производными для приближенного вычисления ин-
тегралов от быстроосциллирующих функций. Она состоит из введении и четырех
параграфов. Во введении приводятся обзор работ по построенным квадратурным
формулам и методов для вычисления интегралов от быстроосциллирующих функ-
ций.
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Во втором парагрфе приводятся оптимальные квадратурные формулы для вы-
числения интегралов от быстроосциллирующих функций в пространстве периодиче-
ских комплекснозначных функций и их оценки погрешностей.

В третьем параграфе приводятся периодизации не периодических функций.
В четвертом параграфе даются основные результаты этой работы. Основные ра-

боты приведены в виде двух теорем. Здесь приведены теоремы об оптимальных квад-
ратурных формулах с производными в непериодических пространствах и их оценки
погрешностей.

В пятом параграфе приведены доказательство основных теорем.

2 Оптимальные квадратурные формулы для периодических
функций
Пусть ̃︀𝐻(𝑚)

2 (0, 1), 𝑚 > 1- гильбертово пространство 1 периодических комплексно-
значных функций 𝜙 (𝑥) (−∞ 6 𝑥 6∞) отличающихся более чем на константу, 𝑚- е
производным которых (обобщенном смысле) квадратично интегрируемы, со скаляр-
ным произведением и нормой

(𝑓, 𝑔)𝑚 =

∫︁ 1

0

𝑑𝑚𝑓 (𝑥)

𝑑𝑥𝑚
𝑑𝑚𝑔 (𝑥)

𝑑𝑥𝑚
𝑑𝑥, (5)

⃦⃦⃦
𝜙| ̃︀𝐻(𝑚)

2

⃦⃦⃦
=

(︂∫︁ 1

0

𝜙(𝑚) (𝑥)𝜙(𝑚) (𝑥) 𝑑𝑥

)︂ 1
2

. (6)

Здесь обозначение 𝑔 (𝑥) сопряженное к 𝑔 (𝑥).
Для 𝜙 (𝑥) ∈ ̃︀𝐻(𝑚)

2 (0, 1) рассмотрим квадратурную формула вида∫︁ 1

0

exp (2𝜋𝑖𝜔𝑥)𝜙 (𝑥) 𝑑𝑥 ∼=
𝑁∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘𝜙 (𝑥𝑘) , (7)

где 𝐶𝑘 и 𝑥𝑘 соответственно коэффициенты и узлы квадратурной формулы, 𝑁 =
= 2, 3, ..., 𝜔 ∈ Z( Z множество целых чисел).

В периодическом случае погрешность квадратурной формулы (7) определяется
формулой

(𝑙, 𝜙) =

∫︁ 1

0

exp (2𝜋𝑖𝜔𝑥)𝜙 (𝑥) 𝑑𝑥−
𝑁∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘𝜙 (𝑥𝑘) =

=

∫︁ 1

0

[︃
exp (2𝜋𝑖𝜔𝑥)−

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘𝛿 (𝑥− 𝑥𝑘) * 𝜙0 (𝑥)

]︃
𝜙 (𝑥) 𝑑𝑥,

(8)

здесь 𝛿 (𝑥) - дельта функция Дирака,

𝑙 (𝑥) = 𝜀[0,1] (𝑥) exp (2𝜋𝑖𝜔𝑥)−
𝑁∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘𝛿 (𝑥− 𝑥𝑘) * 𝜙0 (𝑥) . (9)

Функционал погрешности, 𝜙0 (𝑥) =
∑︀∞

𝛽=−∞ 𝛿 (𝑥− 𝛽) .
Наша задача о построении оптимальной квадратурной формулы для приближенного
вычисления интеграла

𝐼 (𝜙) =

∫︁ 1

0

exp (2𝜋𝑖𝜔𝑥)𝜙 (𝑥) 𝑑𝑥,
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при фиксированном узлов 𝑥𝑘 квадратурной формулы (7) заключается в следующем.
Требуется найти величину

inf
𝐶𝑘

sup
𝜙∈𝐻(𝑚)

2

|(𝑙, 𝜙)|⃦⃦⃦
𝜙| ̃︀𝐻(𝑚)

2

⃦⃦⃦ =
⃦⃦⃦
𝑜

𝑙 | ̃︀𝐻(𝑚)
2

⃦⃦⃦
=
⃦⃦⃦
𝑜

𝑙
⃦⃦⃦
. (10)

Это означает, что найти функцию 𝜓𝑙 (𝑥) из ̃︀𝐻(𝑚)
2 (0, 1) для которой достигает-

ся точная верхняя грань, далее найти коэффициенты
𝑜

𝐶𝑘 для которых достигается
точная нижняя грань в (10). При этом функция 𝜓𝑙 (𝑥) называется экстремальной
функцией квадратурной формулы (2.3). Это означает, что выполняется следующее
равенство

(𝑙, 𝜓𝑙 (𝑥)) =
⃦⃦⃦
𝑙/ ̃︀𝐻(𝑚)*

2

⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦
𝜓𝑙| ̃︀𝐻(𝑚)

2

⃦⃦⃦
,

коэффициенты
𝑜

𝐶𝑘 называется оптимальными коэффициентами а
⃦⃦⃦
𝑜

𝑙
⃦⃦⃦

нормой функ-
ционала погрешности оптимальной квадратурной формулы. Известно, что простран-
ство ̃︀𝐻(𝑚)*

2 будет состоять из всех периодических функционалов, которые ортогональ-
ны единице

(𝑙, 1) = 0. (11)

Для построения оптимальных квадратурных формул с производными в простран-
стве непериодических функций нам понадобится результаты работы [35]. Там оп-

тимальные коэффициенты
𝑜

𝐶𝑘 и норма
⃦⃦⃦
𝑜

𝑙
⃦⃦⃦

функционала погрешности оптимальной

квадратурной формулы приводятся в пространстве ̃︀𝐻(𝑚)
2 (0, 2𝜋). Здесь мы преобразуя

эти результаты приводим в пространстве ̃︀𝐻(𝑚)
2 (0, 1).

Пусть 𝑥𝑘 = 𝑘
𝑁

= 𝑘ℎ, ℎ = 1
𝑁
, 𝑁 = 2, 3, .... Справедливы следующие теоремы.

Теорема 1. Если 𝜙 (𝑥) ∈ ̃︀𝐻(𝑚)
2 (0, 1), тогда для оптимальных коэффициентов

квадратурной формулы (7)с функционалом погрешности (9) справедливы формулы

𝑜

𝐶𝑘 (𝑚) = ℎ

(︂
sin 𝜋𝜔ℎ

𝜋𝜔ℎ

)︂2𝑚

· (2𝑚− 1)! exp (2𝜋𝑖𝜔𝑘ℎ)

2
∑︀𝑚−2

𝑛=0 𝑎
2𝑚−2
𝑛 cos 2𝜋 (𝑚− 1− 𝑛)𝜔ℎ+ 𝑎

(2𝑚−2)
𝑚−1

. (12)

𝑘 = 1, 2, ..., 𝑁.

В этой формулы 𝑎
(2𝑚−2)
𝑛 коэффициенты многочлена Эйлера 𝐸2𝑚−2 (𝑥) степени 2𝑚−2,

т.е.

𝑎2𝑚−2
𝑛 =

𝑛∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗
(︂

2𝑚
𝑗

)︂
(𝑛+ 1− 𝑗)2𝑚−1 ,

(︂
2𝑚
𝑗

)︂
=

(2𝑚)!

(2𝑚− 𝑗)!𝑗!
.

Теорема 2. В пространстве ̃︀𝐻(𝑚)
2 для квадрата нормы функционала погрешности

𝑙 (𝑥) оптимальной квадратурной формулы справедлива следующая формула⃦⃦⃦
𝑜

𝑙 | ̃︀𝐻(𝑚)*
2

⃦⃦⃦2
=

=
1

𝜔2𝑚

[︃
1−

(︂
sin𝜋𝜔ℎ

𝜋𝜔ℎ

)︂2𝑚
(2𝑚− 1)!

2
∑︀𝑚−2

𝑛=0 𝑎
2𝑚−2
𝑛 cos 2𝜋 (𝑚− 1− 𝑛)𝜔ℎ+ 𝑎

(2𝑚−2)
𝑚−1

]︃
.

(13)

Замечание 1. При 𝜔 = 0 получаем известную оптимальную квадратур формулу∫︁ 1

0

𝜙 (𝑥) 𝑑𝑥 = ℎ
𝑁∑︁
𝑘=1

𝜙 (𝑘ℎ) .
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При этом ⃦⃦⃦
𝑜

𝑙 / ̃︀𝐻(𝑚)*
2

⃦⃦⃦2
=
ℎ2𝑚 |𝐵2𝑚|
(2𝑚)!

,

𝐵2𝑚- число Бернулли.
Замечание 2. Если 𝜔 = 𝑛𝑁, 𝑛 = 1, 2, ..., тогда

𝑜

𝐶𝑘 (𝑚) = 0, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑁.

3 Периодизация функций из пространства 𝐻
(𝑚)
2 (0, 1)

В этом разделе мы будем заниматься периодизацией функции 𝑓 (𝑥)из простран-
ства 𝐻(𝑚)

2 (0, 1).
Пусть пространства 𝐻

(𝑚)
2 (0, 1)- классов комплекснозначных функций, обладаю-

щих обобщенными производными порядка𝑚 с интегрируемым квадратом скалярным
произведением и нормой

(𝜙, 𝑓) =

∫︁ 1

0

(︀
𝜙(𝑚) + 𝜙(𝑚−1) (0)− 𝜙(𝑚−1) (1)

)︀ (︁
𝑓
(𝑚)

+ 𝑓
(𝑚−1)

(0)− 𝑓
(𝑚−1)

(1)
)︁
𝑑𝑥, (14)

⃦⃦⃦
𝑓
⃒⃒⃒
𝐻

(𝑚)
2

⃦⃦⃦
=

=

(︂∫︁ 1

0

(𝑓 (𝑚) + 𝑓 (𝑚−1)(0)− 𝑓 (𝑚−1)(1))
(︁
𝑓
(𝑚)

+ 𝑓
(𝑚−1)

(0)− 𝑓
(𝑚−1)

(1)
)︁
𝑑𝑥

)︂ 1
2

.

(15)

Определения. Пусть 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻
(𝑚)
2 (0, 1), при 𝑚 > 1. Периодизацией функции

𝑓 (𝑥) будем называть нахождение функции 𝜙 (𝑥) ∈ 𝐻
(𝑚)
2 (0, 1) удовлетворяющей усло-

виям
𝜙(𝛼) (1) = 𝜙(𝛼) (0) ?@8 𝛼 = 0, 1, ...,𝑚− 1, (16)

∫︁ 1

0

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁ 1

0

𝜙 (𝑥) 𝑑𝑥. (17)

Справедлива следующая теорема.
Теорема 3. Пусть 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻

(𝑚)
2 (0, 1), тогда следующая функция

𝜙 (𝑥) = 𝑓 (𝑥) +
𝑚−1∑︁
𝑛=0

𝐵𝑛+1 (𝑥)

(𝑛+ 1)!

(︀
𝑓 (𝑛) (0)− 𝑓 (𝑛) (1)

)︀
. (18)

является периодической функцией в пространстве 𝐻(𝑚)
2 (0, 1), т.е. элементом про-

странства ̃︀𝐻(𝑚)
2 (0, 1).

Доказательство этой теоремы сразу следует из работ [36].
В следующим пункте мы приводим основные результаты этой работе т.е. оп-

тимальные квадратурные формулы с производными в пространствах 𝐻
(2)
2 (0, 1),

𝐻
(3)
2 (0, 1) и нормы функционал погрешностей построенных оптимальных квадратур-

ных формул.

4 Основные результаты
В этом разделе мы приводим оптимальные квадратурные формулы и нормы

функционала погрешностей построенных оптимальных квадратурных формул.
Справедливы следующие теоремы.
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Теорема 4. Пусть 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻
(2)
2 (0, 1), тогда следующая квадратурная формула

∫︁ 1

0

𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 ∼=
𝑁∑︁
𝑘=0

𝑜

𝐶𝑘 (2) 𝑓 (𝑘ℎ) + 𝜇 (𝑓 ′ (1)− 𝑓 ′ (0)) , (19)

функционалом погрешности

𝑙2 (𝑥) = 𝜀[0,1]𝑒
2𝜋𝑖𝜔𝑥 −

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑜

𝐶𝑘 (2) 𝛿 (𝑥− ℎ𝑘)− 𝜇 (𝛿′ (𝑥− 1)− 𝛿′ (𝑥)) ,

является оптимальной, где

𝑜

𝐶𝑘 (2) =

⎧⎪⎨⎪⎩
−𝐴 ?@8 𝑘 = 0,

𝑜

𝐶𝑘 (2) ?@8 1 6 𝑘 6 𝑁 − 1,
𝑜

𝐶𝑁 (2) + 𝐴 ?@8 𝑘 = 𝑁,

(20)

𝐴 =
1

2𝜋𝑖𝜔
− 𝑑 (𝜔,𝑁, 2)

𝑒2𝜋𝑖𝜔ℎ

𝑒2𝜋𝑖𝜔ℎ − 1
,

𝜇 =
1

(2𝜋𝑖𝜔)2
− ℎ𝑑 (𝜔,𝑁, 2)

𝑒2𝜋𝑖𝜔ℎ

(1− 𝑒2𝜋𝑖𝜔ℎ)2
.

Здесь
𝑜

𝐶𝑘 (2) , 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑁 определяется из формулы (2.8) при 𝑚 = 2, т.е.

𝑜

𝐶𝑘 (2) = 𝑑 (𝜔,𝑁, 2) 𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑘ℎ, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑁, (21)

𝑑 (𝜔,𝑁, 2) =

(︂
sin𝜋𝜔ℎ

𝜋𝜔ℎ

)︂4

· 3ℎ

cos 2𝜋𝜔ℎ+ 2
, ℎ =

1

𝑁
, 𝑁 = 2, 3, ... (22)

Теорема 5. Для квадрата нормы функционала погрешности 𝑙2 (𝑥) оптимальной
квадратурной формулы справедлива следующая формула⃦⃦⃦⃦

𝑜

𝑙2 |𝐻(2)*
2

⃦⃦⃦⃦2
=

1

𝜔4

[︃
1−

(︂
sin 𝜋𝜔ℎ

𝜋𝜔ℎ

)︂4
3

cos 2𝜋𝜔ℎ+ 2

]︃
. (23)

Известно, что для произвольной функции из 𝐻(2)
2 (0, 1), т.е. если 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻

(2)
2 (0, 1),

тогда погрешность формулы (4.1) оценивается сверху равенством

|(𝑙2, 𝑓)| 6
⃦⃦⃦⃦

𝑜

𝑙2 |𝐻(2)*
2 (0, 1)

⃦⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦
𝑓 |𝐻(2)

2

⃦⃦⃦
. (24)

5. Доказательство теоремы. В этом пункте мы приводим доказательств тео-
рем 4, 5.

Доказательство теоремы 4. Для этого мы будем пользоваться результатами
теорем 1 и 3. В силу теоремы 3 следующая функция

𝑣𝑎𝑟𝑝ℎ𝑖 (𝑥) = 𝑓 (𝑥) +

(︂
𝑥− 1

2

)︂
[𝑓 (0)− 𝑓 (1)] +

1

2

(︂
𝑥2 − 𝑥+

1

6

)︂
[𝑓 ′ (0)− 𝑓 ′ (1)] , (25)
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является элементом ̃︀𝐻(2)
2 (0, 1), т.е. 𝜙 (𝑥) ∈ ̃︀𝐻(2)

2 (0, 1) , 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻
(2)
2 (0, 1), тогда по

теоремы 1 следующая квадратурная формула является оптимальной∫︁ 1

0

𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥𝜙 (𝑥) 𝑑𝑥 ∼=
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑜

𝐶𝑘 (2)𝜙 (𝑘ℎ) (26)

Здесь 𝜙 (𝑥) ∈ ̃︀𝐻(2)
2 (0, 1) и оптимальные коэффициенты

𝑜

𝐶𝑘 (2) квадратурной формулы
(26) определяются формулами (21) и (22).
Пользуясь формулой (25) получим∫︁ 1

0

𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥𝜙 (𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁ 1

0

𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥(𝑓 (𝑥) +

(︂
𝑥− 1

2

)︂
(𝑓 (0)− 𝑓 (1))+

+
1

2

(︂
𝑥2 − 𝑥+

1

6

)︂
· · (𝑓 ′ (0)− 𝑓 ′ (1)))𝑑𝑥 =

=

∫︁ 1

0

𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥+ (𝑓 (0)− 𝑓 (1))

∫︁ 1

0

(︂
𝑥− 1

2

)︂
𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥+

+
1

2
(𝑓 ′ (0)− 𝑓 ′ (1))

∫︁ 1

0

(︂
𝑥2 − 𝑥+

1

6

)︂
𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥.

(27)

Вычисляя второй и третей интегралы в правой части (27) имеем∫︁ 1

0

𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥𝜙 (𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁ 1

0

𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥+
1

2𝜋𝑖𝜔
(𝑓 (0)− 𝑓 (1)) −

− 1

(2𝜋𝑖𝜔)2
(𝑓 ′ (0)− 𝑓 ′ (1)) .

(28)

В силу (25) квадратурную сумму в (26) напишем в виде

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑜

𝐶𝑘 (2)𝜙 (𝑘ℎ) =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑜

𝐶𝑘 (2) [𝑓 (𝑘ℎ) +

(︂
𝑘ℎ− 1

2

)︂
(𝑓 (0)− 𝑓 (1))+

+
1

2

(︂
(𝑘ℎ)2 − 𝑘ℎ+

1

6

)︂
(𝑓 ′ (0)− 𝑓 ′ (1))] =

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑜

𝐶𝑘 (2) 𝑓 (𝑘ℎ)+

+ (𝑓 (0)− 𝑓 (1)− 𝑓 ′ (0) + 𝑓 ′ (1))
𝑁∑︁
𝑘=1

(𝑘ℎ)
𝑜

𝐶𝑘 (2) +
1

2
(𝑓 ′ (0)− 𝑓 ′ (1)) ·

·
𝑁∑︁
𝑘=1

(𝑘ℎ)
𝑜

𝐶𝑘 (2) +
1

2
(𝑓 ′ (0)− 𝑓 ′ (1))

𝑁∑︁
𝑘=1

(𝑘ℎ)2
𝑜

𝐶𝑘 (2)+

+

(︂
1

12
𝑓 ′ (0)− 1

12
𝑓 ′ (1)− 1

2
𝑓 (0) +

1

2
𝑓 (1)

)︂ 𝑁∑︁
𝑘=1

𝑜

𝐶𝑘 (2) . (29)

Справедлива следующая формула [37]

𝑛−1∑︁
𝛾=0

𝑞𝛾𝛾𝑘 =
1

1− 𝑞

𝑘∑︁
𝑖=0

(︂
𝑞

1− 𝑞

)︂𝑖

Δ𝑖𝑜𝑘 − 𝑞𝑛

1− 𝑞

𝑘∑︁
𝑖=0

(︂
𝑞

1− 𝑞

)︂
Δ𝑖𝛾𝑘|𝛾=𝑛, (30)
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где Δ𝑖𝛾𝑘 - конечная разность порядка 𝑖от 𝛾𝑘, Δ𝑖𝑜𝑘 = Δ𝑖𝛾𝑘|𝛾=0 и

Δ𝑖𝑜𝑘 =
𝑖∑︁

𝑗=1

(−1)𝑖−𝑗 𝐶𝑗
𝑖 𝑗

𝑘, (31)

𝐷𝑒𝑙𝑡𝑎𝛼𝑥𝜈 =
𝜈∑︁

𝑝=0

(︂
𝜈
𝑝

)︂
Δ𝛼𝑜𝑝𝑥𝜈−𝑝. (32)

Теперь обозначим через 𝑆0 =
∑︀𝑁

𝑘=1

𝑜

𝐶𝑘, 𝑆1 =
∑︀𝑁

𝑘=1 (ℎ𝑘)
𝑜

𝐶𝑘, 𝑆2 =
∑︀𝑁

𝑘=1 (ℎ𝑘)
2

𝑜

𝐶𝑘 .
Учитывая формулы (21) имеем

𝑆0 = 𝑑 (𝑤,𝑁, 2)
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑘ℎ,

𝑆1 = 𝑑 (𝑤,𝑁, 2)
𝑁∑︁
𝑘=1

(𝑘ℎ) 𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑘ℎ,

𝑆2 = 𝑑 (𝑤,𝑁, 2)
𝑁∑︁
𝑘=1

(𝑘ℎ)2 𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑘ℎ.

Учитывая что 𝜔 ∈ Z, ℎ = 1
𝑁

и обозначив через 𝑞 = 𝑒2𝜋𝑖𝜔ℎ затем пользуясь формулой
(30) при 𝑘 = 0, 1, 2, после некоторых упрощений получаем

𝑆0 = 0, (33)

𝑆1 = 𝑑 (𝜔,𝑁, 2)
𝑒2𝜋𝑖𝜔ℎ

𝑒2𝜋𝑖𝜔ℎ − 1
, (34)

𝑆2 = 𝑑 (𝜔,𝑁, 2)

[︂
−2ℎ𝑒2𝜋𝑖𝜔ℎ

(1− 𝑒2𝜋𝑖𝜔ℎ)2
− 𝑒2𝜋𝑖𝜔ℎ

1− 𝑒2𝜋𝑖𝜔ℎ

]︂
. (35)

Подставляя найденные выражения 𝑆0, 𝑆1, 𝑆2 по формулы (33) , (34) , (35) в равен-
стве (29) получаем

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑜

𝐶𝑘 (2)𝜙 (𝑘ℎ) =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑜

𝐶𝑘 (2) 𝑓 (𝑘ℎ) + (𝑓 (0)− 𝑓 (1)) 𝑑 (𝑤,𝑁, 2)
𝑒2𝜋𝑖𝜔ℎ

𝑒2𝜋𝑖𝜔ℎ − 1
−

− (𝑓 ′ (0)− 𝑓 ′ (1))
ℎ𝑑 (𝜔,𝑁, 2) 𝑒2𝜋𝑖𝜔ℎ

(1− 𝑒2𝜋𝑖𝜔ℎ)2
.

(36)

Учитывая (28) и (36), после некоторых упрощений погрешность оптимальной квад-
ратурной формулы (26) можно написать в виде

𝑅 =

∫︁ 1

0

𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥𝜙 (𝑥) 𝑑𝑥−
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑜

𝐶𝑘 (2)𝜙 (𝑘ℎ) =

∫︁ 1

0

𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥−
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑜

𝐶𝑘 (2) 𝑓 (𝑘ℎ)−

− (𝑓 ′ (0)− 𝑓 ′ (1))

(︂
1

(2𝜋𝑖𝜔)2
− ℎ𝑑 (𝜔,𝑁, 2) 𝑒2𝜋𝑖𝜔ℎ

(1− 𝑒2𝜋𝑖𝜔ℎ)2

)︂
.

(37)
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Здесь

𝑜

𝐶𝑘 (2) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑜

𝐶𝑁 (2) + 𝐴 𝑘 = 𝑁,
𝑜

𝐶𝑘 (2) 1 6 𝑘 6 𝑁 − 1,
−𝐴 𝑘 = 0 ,

где 𝐴 = 1
2𝜋𝑖𝜔

− 𝑑 (𝜔,𝑁, 2) 𝑒2𝜋𝑖𝜔ℎ

𝑒2𝜋𝑖𝜔ℎ−1
,

𝑜

𝐶𝑘 (2) - оптимальные коэффициенты квадратурной
формулы в пространстве ̃︀𝐻(2)

2 (0, 1).
Из равенство (37) следует, что следующая квадратурная формула является опти-
мальной квадратурной формулой в пространстве непериодических функций𝐻(2)

2 (0, 1)∫︁ 1

0

𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 ∼=
𝑁∑︁
𝑘=0

𝑜

𝐶𝑘 (2) 𝑓 (𝑘ℎ)+

+

(︂
1

(2𝜋𝑖𝜔)2
− ℎ𝑑 (𝜔,𝑁, 2) 𝑒2𝜋𝑖𝜔ℎ

(1− 𝑒2𝜋𝑖𝜔ℎ)2

)︂
(𝑓 ′ (0)− 𝑓 ′ (1)) .

Теорема 4 доказано.
Доказательство теоремы 5. Доказательство теоремы 5 следует из равенство

(37). Действительно, так как левая часть равенство (37) есть погрешность оптималь-
ной квадратурной формулы в ̃︀𝐻(2)

2 (0, 1), тогда в силу теоремы 2 при 𝑚 = 2 следует
справедливость теоремы 5.

5 Заключение
В данной работе методом периодизации функций построены оптимальные квад-

ратурные формулы с производными, т.е. квадратурные формулы типа Эрмита для
приближенного вычисления быстроосциллирующих интегралов в пространстве диф-
ференцируемых функций. Для построения этих формул мы использовали метод пе-
риодизации функций и оптимальные квадратурные формулы для быстроосцилли-
рующих интегралов в пространстве периодических функций. Кроме того мы нашли
точную верхнею оценку построенных оптимальных квадратурных формул.
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