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Одной из основных проблем вычислительной математики является оптимизация
вычислительных методов в функциональных пространствах. Оптимизация вычис-
лительных методов хорошо проявила себя в задачах теории квадратурных формул.
В этой статье изучается задача построения оптимальной квадратурной формулы в
гильбертовом пространстве. В статье рассмотрена задача нахождения точной верх-
ней оценки погрешности квадратурных формул в гильбертовом пространстве 𝐾

(𝑚)
2,𝜔

найден.
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1 Введение
Известно, что формулы численного интегрирования или квадратурные и куба-

турные формулы являются методами приближенного вычисления определенных ин-
тегралов. Они нужны для вычисления тех интегралов, для которых либо перво-
образная подынтегральной функции не может быть выражена через элементарные
функции, либо для которых подынтегральная функция имеется только в дискретных
точках, например из экспериментальных данных. Кроме того, что ещё более важно,
квадратурные формулы обеспечивают важный инструмент для численного решения
дифференциальных и интегральных уравнений.

В теории квадратур существуют различные методы, позволяющие приближен-
но вычислять интегралы с помощью конечного числа значений подынтегральной
функции. В настоящей работе также обсуждается один из методов численного ин-
тегрирования и вычисляется оценка погрешности одной оптимальной квадратурной
формулы для приближенного вычисления определенных интегралов. В связи с этим
рассмотрим следующую квадратурную формулу∫︁ 1

0

𝜙(𝑥)𝑑𝑥 ∼=
𝑁∑︁

𝛽=0

𝐶𝛽𝜙(ℎ𝛽) (1)

с функционалом погрешности

ℓ(𝑥) = 𝜒[0,1](𝑥)−
𝑁∑︁

𝛽=0

𝐶𝛽𝛿(𝑥− ℎ𝛽), (2)
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где 𝐶𝛽 и 𝑥𝛽 = ℎ𝛽 ∈ [0, 1] коэффициенты и узлы формулы (1) соответственно, ℎ =
= 1

𝑁
, 𝑁−натуральное, 𝜒[0,1](𝑥) - характеристическая функция отрезка [0, 1] и 𝛿(𝑥) -

дельта-функция Дирака.
Пусть функция 𝜙 принадлежит классу функций𝐾(𝑚)

2,𝜔 . Здесь𝐾(𝑚)
2,𝜔 это гильбертово

пространство, которое определено аналогично как в [1]

𝐾
(𝑚)
2,𝜔 = {𝜙 : [0, 1] → 𝑅 |𝜙(𝑚−1)- абс. непр. и 𝜙(𝑚) ∈ 𝐿2(0, 1)},

и норма функций в этом пространстве задается формулой

‖𝜙|𝐾(𝑚)
2,𝜔 | =

{︂∫︁ 1

0

(︀
𝜙(𝑚)(𝑥)− 𝜔2𝜙(𝑚−2)(𝑥)

)︀2
𝑑𝑥

}︂1/2

,

при этом
1∫︀
0

(︀
𝜙(𝑚)(𝑥)− 𝜔2𝜙(𝑚−2)(𝑥)

)︀2
𝑑𝑥 < ∞ и ‖𝜙 |𝐾(𝑚)

2,𝜔 ‖ = 0 тогда и только тогда,

когда 𝜙(𝑥) = 𝑐1 sinh(𝜔𝑥) + 𝑐2 cosh(𝜔𝑥) + 𝑅𝑚−3(𝑥), где 𝑐1, 𝑐2 постоянные и 𝑅𝑚−3(𝑥)
полином степени 𝑚− 3, 𝜔 ∈ 𝑅 ∖{0}, 𝑚 > 2.

Разность

(ℓ, 𝜙) =

∫︁ ∞

−∞
ℓ(𝑥)𝜙(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 1

0

𝜙(𝑥)𝑑𝑥−
𝑁∑︁

𝛽=0

𝐶𝛽𝜙(ℎ𝛽) (3)

называется погрешностью квадратурной формулы (1).
На основании неравенства Коши-Шварца

|(ℓ, 𝜙)| 6 ‖ℓ|𝐾(𝑚)*
2,𝜔 ‖ · ‖𝜙|𝐾(𝑚)

2,𝜔 ‖

абсолютное значение погрешности (3) оценивается нормой

‖ℓ|𝐾(𝑚)*
2,𝜔 ‖ = sup

‖𝜙|𝐾(𝑚)
2,𝜔 ‖=1

|(ℓ, 𝜙)‖ (4)

функционала погрешности (2).
Очевидно, что норма (4) функционала погрешности (2) зависит от коэффициен-

тов 𝐶𝛽 и узлов 𝑥𝛽 квадратурной формулы (1). Задача нахождения минимума нор-
мы функционала погрешности по коэффициентам и по узлам получила название
задачи С.М.Никольского, а полученная формула называется оптимальной квад-
ратурной формулой в смысле Никольского. Впервые эта задача была рассмотрена
С.М.Никольским [2]. Достаточно полный обзор работ по оптимальным квадратур-
ным формулам в смысле Никольского можно посмотреть, в книге С.М.Никольского
[3].

Минимизация нормы (4) функционала погрешности (2) по коэффициентам 𝐶𝛽

при фиксированных узлах 𝑥𝛽 называется задачей Сарда, а полученная формула -
оптимальной квадратурной формулой в смысле Сарда. А для квадратурных фор-
мул вида (1), когда пределы интеграла равны [0, 𝑁 ] в пространстве 𝐿(𝑚)

2 , впервые
эту задачу исследовал А. Сард [4], где 𝐿(𝑚)

2 , — пространство Соболева функций, ин-
тегрируемы с квадратом с m-й обобщенной производной. А.Сард и Л.Ф.Мейерс [5]
получили решения этой задачи при 𝑚 = 2 для 𝑁 6 20, когда 𝑚 = 3 для 𝑁 6 12 и
когда 𝑚 = 4 для 𝑁 6 19. В работах Дж.Комана [6, 7] проблема Сарда изучалась в
случае 𝑚 = 2 для произвольного 𝑁 . В этих работах Дж.Коман получил рекурсивную
формулу для нахождения оптимальных коэффициентов квадратурных формул вида
(1) в случае 𝑚 = 2.
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Чтобы найти максимально возможную погрешность квадратурной формулы над
пространством 𝐾

(𝑚)
2,𝜔 , то надо решить следующую задачу.

Задача 1. Найти норму функционала погрешности (2) рассматриваемой квадра-
турной формулы (1) в пространстве 𝐾(𝑚)

2,𝜔 .
Чтобы получить квадратурную формулу в пространстве 𝐾(𝑚)

2,𝜔 , то надо исследо-
вать задачу.

Задача 2. Найти коэффициенты
∘
𝐶𝛽 дающие наименьшее значение величине⃦⃦⃦

ℓ|𝐾(𝑚)*
2,𝜔

⃦⃦⃦
и вычислить

⃦⃦⃦∘
ℓ|𝐾(𝑚)*

2,𝜔

⃦⃦⃦
= inf

𝐶𝛽

⃦⃦⃦
ℓ|𝐾(𝑚)*

2,𝜔

⃦⃦⃦
.

Следует, отметить, что в различных пространствах, основываясь на методы
сплайн функций, 𝜙- функций и Соболева задача Сарда исследована многими ав-
торами [8–10].

В работе [11] рассматриваются кубатурные формулы по единичному кубу про-
странства с параллелепипедальной решеткой узлов, веса которых заданы в явном
виде. Описана конструкция таких формул и установлена их инвариантность относи-
тельно группы симметрий единичного куба. Явно оценены погрешности формул на
базисной последовательности тригонометрических функций. Для кубатурных фор-
мул типа Грегори выведены оценки норм функционалов погрешности в простран-
ствах Соболева и даны явные оценки снизу суммы модулей весов рассматриваемых
кубатур.

Процедура построения квадратурных формул, точных для решений линейных
дифференциальных уравнений и оптимальных по Сарду, в которой приводятся необ-
ходимые и достаточные условия существования этих формул, рассмотрено несколько
формул, полученных этим методом, и проведено их сравнение с известными форму-
лами обсуждаются в работе [12].

Проблем подбора параметрических кривых и поверхностей из набора данных
Лагранжа или Эрмита представляется в работе [13]. В частности, изучается задача
интерполяции путем минимизации некоторого функционала в пространстве Собо-
лева, что приводит к новому понятию интерполяционного вариационного сплайна.
Тщательно установлен результат сходимости.

В настоящей работе мы будем заниматься основные результаты этой работы; точ-
ная верхняя оценка погрешности квадратурной формулы, т.е. функция на которой
функционал погрешности квадратурной формулы достигает своего наибольшего зна-
чения в пространстве 𝐾(𝑚)*

2,𝜔 ; норма функционала погрешности квадратурных фор-
мул.

2 Основной результат

Так как пространство 𝐾(𝑚)
2,𝜔 является гильбертовым, тогда, по теореме Рисса для

функционала ℓ и для любой функции 𝜙 ∈ 𝐾
(𝑚)
2,𝜔 существует единственная функция

𝜓ℓ ∈ 𝐾
(𝑚)
2,𝜔 для которой имеет место следующее равенство [14]

(ℓ, 𝜙) = ⟨𝜓ℓ, 𝜙⟩𝐾(𝑚)
2,𝜔

, (5)

где

⟨𝜓ℓ, 𝜙⟩𝐾(𝑚)
2,𝜔

=

1∫︁
0

(︁
𝜓

(𝑚)
ℓ (𝑥)− 𝜔2𝜓

(𝑚−2)
ℓ (𝑥)

)︁ (︀
𝜙(𝑚)(𝑥)− 𝜔2𝜙(𝑚−2)(𝑥)

)︀
𝑑𝑥 (6)
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- скалярное произведение, определенное в пространстве 𝐾(𝑚)
2,𝜔 . Так как ℓ ∈ 𝐾

(𝑚)*
2,𝜔 , то

на функционал ℓ налагаются следующие условия

(ℓ, sinh(𝜔𝑥)) = 0, (ℓ, cosh(𝜔𝑥)) = 0, (ℓ, 𝑥𝛼) = 0, 𝛼 = 0, 1, ...,𝑚− 3. (7)

Для получения точной оценки погрешности квадратурных формул в простран-
стве 𝐾(𝑚)

2,𝜔 мы будем пользоваться так называемой экстремальной функцией функци-
онала погрешности ℓ.

Функцией 𝜓ℓ функционала погрешности ℓ, которая удовлетворяет равенство

(ℓ, 𝜓ℓ) = ‖ℓ|𝐾(𝑚)*
2,𝜔 ‖2 = ‖𝜓ℓ|𝐾(𝑚)

2,𝜔 ‖2. (8)

Легко показать, что в нашем случае решение 𝜓ℓ(𝑥) уравнения (5) и есть экстре-
мальная функция 𝜓ℓ удовлетворяющая равенству (8).

Действительно, так как равенство (8) справедливо для всех 𝜙 из пространства
𝐾𝑚,𝜔, это равенство верно и в частности при 𝜙 = 𝜓ℓ. Тогда из (5) имеем

(ℓ, 𝜓ℓ) = ⟨𝜓ℓ, 𝜙⟩𝐾(𝑚)
2,𝜔

= ‖𝜓ℓ|𝐾(𝑚)
2,𝜔 ‖2. (9)

С другой стороны по теореме Рисса об общем виде линейного непрерывного функ-
ционала на гильбертовом пространсве имеет место равенство ‖ℓ|𝐾(𝑚)*

2,𝜔 ‖2 = ‖𝜓ℓ|𝐾(𝑚)
2,𝜔 .

Тогда из (9) получаем

(ℓ, 𝜓ℓ) = ‖𝜓ℓ|𝐾(𝑚)
2,𝜔 = ‖ℓ|𝐾(𝑚)*

2,𝜔 ‖ · |𝜓ℓ|𝐾(𝑚)
2,𝜔 ‖. (10)

Поэтому, далее занимаемся решением уравнения (5). Это уравнение с начала бу-
дем решать для функций 𝜙 из пространства 𝐶(∞)(0, 1), где 𝐶(∞)(0, 1) это простран-
ство бесконечно дифференцируемых и финитных функций на [0, 1].

Тогда предполагая, что функция 𝜙 из 𝐶(∞)(0, 1), интегрируя по частям из (6)
получаем

⟨𝜓ℓ, 𝜙⟩𝐾𝑚,𝜔
= (−1)𝑚

1∫︁
0

(︂
𝜓

(2𝑚)
ℓ (𝑥)− 2𝜔2𝜓

(2𝑚−2)
ℓ (𝑥) + 𝜔4𝜓

(2𝑚−4)
ℓ (𝑥)

)︂
𝜙(𝑥) 𝑑𝑥. (11)

Имея в виду (5) и (11) мы заключаем, что

𝜓
(2𝑚)
ℓ (𝑥)− 2𝜔2𝜓

(2𝑚−2)
ℓ (𝑥) + 𝜔4𝜓

(2𝑚−4)
ℓ (𝑥) = (−1)𝑚ℓ(𝑥). (12)

Таким образом, для 𝐶(∞)(0, 1) экстремальная функция 𝜓ℓ является решением
уравнения (12). Но, мы должны решить уравнение (5) когда 𝜙 ∈ 𝐾

(𝑚)
2,𝜔 .

Так как пространство 𝐶(∞)(0, 1) является плотным в пространстве 𝐾(𝑚)*
2,𝜔 то функ-

ции из пространства 𝐾(𝑚)
2,𝜔 могут быть равномерно приближены сколь угодно точно с

помощью функций из пространства 𝐶(∞)(0, 1). Для 𝜙 ∈ 𝐾
(𝑚)
2,𝜔 рассмотрим скалярное
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произведение (11). Интегрируя по частям правую сторону (6), получаем

⟨𝜓ℓ, 𝜙⟩ =
𝑚−3∑︁
𝑠=0

(−1)𝑠
(︁
𝜓

(𝑚+𝑠)
ℓ (𝑥)− 𝜔2𝜓

(𝑚+𝑠−2)
ℓ (𝑥)

)︁ (︀
𝜙(𝑚−1−𝑠)(𝑥)− 𝜔2𝜙(𝑚−3−𝑠)(𝑥)

)︀ ⃒⃒⃒⃒⃒
1

0

+

+(−1)𝑚−2
(︁
𝜓

(2𝑚−2)
ℓ (𝑥)− 𝜔2𝜓

(2𝑚−4)
ℓ (𝑥)

)︁
𝜙′(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒
1

0

+

+(−1)𝑚−1
(︁
𝜓

(2𝑚−1)
ℓ (𝑥)− 𝜔2𝜓

(2𝑚−2)
ℓ (𝑥)

)︁
𝜙(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒
1

0

+

+(−1)𝑚
1∫︁

0

(︁
𝜓

(2𝑚)
ℓ (𝑥)− 2𝜔2𝜓

(2𝑚−2)
ℓ (𝑥) + 𝜔4𝜓

(2𝑚−4)
ℓ (𝑥)

)︁
𝜙(𝑥)𝑑𝑥.

Отсюда, учитывая произвольность функций 𝜙 и единственность функции 𝜓ℓ (с
точностью до функций sinh(𝜔𝑥), cosh(𝜔𝑥) и полиномов степени 𝑚− 3), имея в виду
(12), с краевыми условиями

(︁
𝜓

(𝑚+𝑠)
ℓ (𝑥)− 𝜔2𝜓

(𝑚+𝑠−2)
ℓ (𝑥)

)︁ ⃒⃒⃒⃒⃒
1

0

= 0, 𝑠 = 0, 1, ...,𝑚− 1. (13)

Таким образом, мы делаем заключение, что экстремальная функция является
решением краевой задачи (12)-(13).

Справедлива следующая теорема.
Теорема 1. Решение краевой задачи (12)- (13) в пространстве 𝐾(𝑚)

2,𝜔 является экс-
тремальной функцией 𝜓ℓ функционала погрешности ℓ и она имеет следующий вид

𝜓ℓ(𝑥) = (−1)𝑚(𝐺𝑚 * ℓ)(𝑥) + 𝑑1 sinh𝜔𝑥+ 𝑑2 cosh𝜔𝑥+𝑅𝑚−3(𝑥),

где 𝑑1, 𝑑2- действительные числа, и 𝑅𝑚−3(𝑥)-полином степени 𝑚− 3,

𝐺𝑚(𝑥) =
sign𝑥

4𝜔2𝑚−1

(︃
𝜔𝑥 cosh𝜔𝑥− (2𝑚− 3) sinh𝜔𝑥+ 2

𝑚−2∑︁
𝑘=1

(𝑚− 𝑘 − 1)(𝜔𝑥)2𝑘−1

(2𝑘 − 1)!

)︃
(14)

- решение следующего уравнения при 𝑚 > 2

𝐺(2𝑚)
𝑚 (𝑥)− 2𝜔2𝐺(2𝑚−2)

𝑚 (𝑥) + 𝜔4𝐺(2𝑚−4)
𝑚 (𝑥) = 𝛿(𝑥). (15)

Доказательство. Известно, что общее решение неоднородного дифференциаль-
ного уравнения представляется как сумма частного решения неоднородного диффе-
ренциального уравнения и общего решения соответствующего однородного диффе-
ренциального уравнения. В нашем случае общее решение соответствующего одно-
родного уравнения для (12) даётся следующим образом

𝜓ℎ
ℓ (𝑥) = 𝑑1 sinh𝜔𝑥+ 𝑑2 cosh𝜔𝑥+ 𝑑3𝑥 sinh𝜔𝑥+ 𝑑4𝑥 cosh𝜔𝑥+𝑅2𝑚−5(𝑥), (16)

где 𝑑𝑘, 𝑘 = 1, 4,- произвольные константы, 𝑅2𝑚−5(𝑥)- полином степени 2𝑚− 5.
Нетрудно проверить, что частное решение дифференциального уравнения (12)

выражается как свёртка правой части (−1)𝑚ℓ(𝑥) уравнения (12) и функции 𝐺𝑚(𝑥),
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т.е. (−1)𝑚ℓ(𝑥) *𝐺𝑚(𝑥). Функция 𝐺𝑚(𝑥) является фундаментальным решением урав-
нения (12) и она определяется равенством (14).

По общему правилу нахождения фундаментальных решений линейных диффе-
ренциальных операторов [15], в нашем случае для оператора 𝑑2𝑚

𝑑𝑥2𝑚 − 2𝜔2 𝑑2𝑚−2

𝑑𝑥2𝑚−2 +

+ 𝜔4 𝑑2𝑚−4

𝑑𝑥2𝑚−4 мы получаем (14).
Таким образом, мы имеем следующее общее решение уравнения (12)

𝜓ℓ(𝑥) = (−1)𝑚ℓ(𝑥)*𝐺𝑚(𝑥)+𝑑1 sinh𝜔𝑥+𝑑2 cosh𝜔𝑥+𝑑3𝑥 sinh𝜔𝑥+𝑑4𝑥 cosh𝜔𝑥+𝑅2𝑚−5(𝑥).

По теореме Рисса в пространстве 𝐾(𝑚)
2,𝜔 для функционала ℓ функция 𝜓ℓ, удовле-

творяющая равенству (5), единственна (с точностью до функций sinh𝜔𝑥, cosh𝜔𝑥 и
𝑚− 3 полиномов степени). Тогда из последнего равенства для 𝜓ℓ мы имеем

𝜓ℓ(𝑥) = (−1)𝑚(𝐺𝑚 * ℓ)(𝑥) + 𝑑1 sinh𝜔𝑥+ 𝑑2 cosh𝜔𝑥+𝑅𝑚−3(𝑥), (17)

Используя (7), можно легко показать, что функция, определенная равенством
(17), удовлетворяет условиям (13).

Теперь занимаемся решением уравнение (15).
Для этого 𝑑

𝑑𝑥
заменим на 𝑝 и вместо оператора 𝑑2𝑚

𝑑𝑥2𝑚 − 2𝜔2 𝑑2𝑚−2

𝑑𝑥2𝑚−2 + 𝜔4 𝑑2𝑚−4

𝑑𝑥2𝑚−4 мы
получим 𝑃 (𝑝) = 𝑝2𝑚 − 2𝜔2𝑝2𝑚−2 + 𝜔4𝑝2𝑚−4 многочлен степени 2𝑚 относительно 𝑝.
Далее требуется разлагать 1

𝑃 (𝑝)
на элементарные дроби (15).

1

𝑃 (𝑝)
=

1

𝑝2𝑚−4(𝑝+ 𝜔)2(𝑝− 𝜔)2
=

𝐴1

𝑝2𝑚−4
+

𝐴2

𝑝2𝑚−5
+ ...+

𝐴2𝑚−5

𝑝2
+
𝐴2𝑚−4

𝑝
+

+
𝐵1

𝑝+ 𝜔
+

𝐵2

(𝑝+ 𝜔)2
+

𝐶1

(𝑝− 𝜔)
+

𝐶2

(𝑝− 𝜔)2
. (18)

Отсюда, имеем тождество

1 = 𝐴1(𝑝+ 𝜔)2(𝑝− 𝜔)2 + 𝐴2(𝑝+ 𝜔)2(𝑝− 𝜔)2 + 𝐴3(𝑝+ 𝜔)2(𝑝− 𝜔)2 + ...+

+𝐴(2𝑚−7)𝑝
2𝑚−8(𝑝+ 𝜔)2(𝑝− 𝜔)2 + 𝐴(2𝑚−6)𝑝

2𝑚−7(𝑝+ 𝜔)2(𝑝− 𝜔)2+

+𝐴(2𝑚−5)𝑝
2𝑚−6(𝑝+ 𝜔)2(𝑝− 𝜔)2 + 𝐴(2𝑚−4)𝑝

2𝑚−5(𝑝+ 𝜔)2(𝑝− 𝜔)2+

+𝐵1𝑝
2𝑚−4(𝑝+ 𝜔)(𝑝− 𝜔)2 +𝐵2𝑝

2𝑚−4(𝑝− 𝜔)2 + 𝐶1𝑝
2𝑚−4(𝑝+ 𝜔)2(𝑝− 𝜔)+

+𝐶2𝑝
2𝑚−4(𝑝+ 𝜔)2,

или

1 = 𝐴1(𝑝
4 − 2𝜔2𝑝2 + 𝜔4) + 𝐴2𝑝(𝑝

4 − 2𝜔2𝑝2 + 𝜔4) + 𝐴3𝑝
2(𝑝4 − 2𝜔2𝑝2 + 𝜔4)+

+...+ 𝐴2𝑚−7𝑝
2𝑚−8(𝑝4 − 2𝜔2𝑝2 + 𝜔4) + 𝐴2𝑚−6𝑝

2𝑚−7(𝑝4 − 2𝜔2𝑝2 + 𝜔4)+

+𝐴(2𝑚−4)𝑝
2𝑚−5(𝑝+ 𝜔)2(𝑝− 𝜔)2 +𝐵1𝑝

2𝑚−4(𝑝2 − 𝜔2)(𝑝− 𝜔)+

+𝐵2𝑝
2𝑚−4(𝑝2 − 2𝜔𝑝+ 𝜔2) + 𝐶1𝑝

2𝑚−4(𝑝2 − 𝜔2)(𝑝− 𝜔)+

+𝐶2𝑝
2𝑚−4(𝑝2 + 2𝜔𝑝+ 𝜔2).

(19)

Далее, правую сторону последнего равенства группируем по степеням 𝑝.
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Для этого сначала рассмотрим следующие выражения

(𝑝2 − 𝜔2)(𝑝+ 𝜔) = 𝑝3 + 𝑝2𝜔 − 𝑝𝜔2 + 𝜔3, (𝑝2 − 𝜔2)(𝑝− 𝜔) = 𝑝3 − 𝑝2𝜔 − 𝑝𝜔2 − 𝜔3,

𝐴1 : 𝜔
4 − 2𝜔2𝑝2 + 𝑝4, 𝐴2 : 𝜔

4𝑝− 2𝜔2𝑝3 + 𝑝5, 𝐴3 : 𝜔
4𝑝2 − 2𝜔2𝑝4 + 𝑝6,

𝐴4 : 𝜔
4𝑝3 − 2𝜔2𝑝5 + 𝑝7, 𝐴5 : 𝜔

4𝑝4 − 2𝜔2𝑝6 + 𝑝8,

𝐴2𝑚−7 : 𝜔
4𝑝2𝑚−8 − 2𝜔2𝑝2𝑚−6 + 𝑝2𝑚−4, 𝐴2𝑚−6 : 𝜔

4𝑝2𝑚−7 − 2𝜔2𝑝2𝑚−5 + 𝑝2𝑚−3,

𝐴2𝑚−5 : 𝜔
4𝑝2𝑚−6 − 2𝜔2𝑝2𝑚−4 + 𝑝2𝑚−2, 𝐵1 : 𝜔

3𝑝2𝑚−4 − 2𝜔2𝑝2𝑚−3 + 𝜔𝑝2𝑚−2 + 𝑝2𝑚−1,

𝐵2 : 𝜔
2𝑝2𝑚−4 − 2𝜔𝑝2𝑚−3 + 𝑝2𝑚−2, 𝐶1 : −𝜔3𝑝2𝑚−4 − 𝜔2𝑝2𝑚−3 + 𝜔𝑝2𝑚−2 + 𝑝2𝑚−1,

𝐶2 : 𝜔
2𝑝2𝑚−4 + 2𝜔𝑝2𝑚−3 + 𝑝2𝑚−2.

(20)

Тогда учитывая (20) из (19) получаем

1 = 𝑝2𝑚−1(𝐶1 +𝐵1 + 𝐴(2𝑚−4)) + 𝑝2𝑚−2(𝐶2 +𝐵2 + 𝐴(2𝑚−5)) + 𝑝2𝑚−3(2𝜔𝐶2 − 𝜔2𝐶1−
−2𝜔𝐵2 − 𝜔2𝐵2 + 2𝜔3𝐵1 − 2𝜔2𝐴2𝑚−5 + 𝐴2𝑚−7) + 𝑝2𝑚−4(𝜔2𝐶2 − 𝜔3𝐶1 + 𝜔𝐵2−

−𝜔2𝐵1 − 2𝜔𝐴2𝑚−4 + 𝐴2𝑚−6) + 𝑝2𝑚−5(−2𝜔2𝐴2𝑚−6 + 𝜔4𝐴2𝑚−4 + 𝐴2𝑚−8)+

+𝑝2𝑚−6(𝜔4𝐴2𝑚−5 − 2𝜔2𝐴2𝑚−7 + 𝐴2𝑚−9) + ...+ 𝑝2𝑚−6(𝜔4𝐴5 − 2𝜔2𝐴3 + 𝐴1)+

+𝑝3(𝜔4𝐴4 − 2𝜔2𝐴2) + 𝑝2(𝜔4𝐴3 − 2𝜔2𝐴1) + 𝑝2(𝜔4𝐴2) + 𝜔4𝐴1).
(21)

Из (21) приравнивая коэффициенты при равных степенях 𝑝 имеем

𝑝0 : 𝜔4𝐴1 = 1, 𝑝1 : 𝜔4𝐴2 = 0, 𝑝2 : 𝜔4𝐴3 − 2𝜔2𝐴1 = 0, 𝑝3 : 𝜔4𝐴4 − 2𝜔2𝐴2 = 0,

𝑝4 : 𝜔4𝐴5 − 2𝜔2𝐴3 + 𝐴1 = 0, 𝑝5 : 𝜔4𝐴6 − 2𝜔2𝐴4 + 𝐴2 = 0, ...

𝑝2𝑚−6 : 𝜔4𝐴2𝑚−5 − 2𝜔2𝐴2𝑚−7 + 𝐴2𝑚−9 = 0,

𝑝2𝑚−5 : 𝜔4𝐴2𝑚−4 − 2𝜔2𝐴2𝑚−6 + 𝐴2𝑚−8 = 0,

𝑝2𝑚−4 : 𝜔2𝐶2 − 𝜔3𝐶1 + 𝜔2𝐵2 + 𝜔3𝐵1 − 2𝜔2𝐴2𝑚−5 + 𝐴2𝑚−7 = 0,

𝑝2𝑚−3 : 2𝜔𝐶2 − 𝜔2𝐶1 − 2𝜔𝐵2 − 𝜔2𝐵1 − 2𝜔2𝐴2𝑚−4 + 𝐴2𝑚−6 = 0,

𝑝2𝑚−2 : 𝐶2 +𝐵2 + 𝐴2𝑚−5 + 𝜔𝐶1 − 𝜔𝐵1 = 0, 𝑝2𝑚−1 : 𝐶1 +𝐵1 + 𝐴2𝑚−4 = 0.

(22)

Отсюда видно, что 𝐴2 = 𝐴4 = 𝐴6... = 𝐴2𝑚−4 = 𝐴2𝑚−6 = 0, 𝐴1 =
1
𝜔4 , 𝐴3 =

2
𝜔6 , 𝐴5 =

= 3
𝜔8 , 𝐴7 =

4
𝜔10 , ..., 𝐴2𝑚−9 =

𝑚−4
𝜔2𝑚−6 , 𝐴2𝑚−7 =

𝑚−3
𝜔2𝑚−4 , 𝐴2𝑚−5 =

𝑚−2
𝜔2𝑚−2 .

Значить,

𝐴2𝑘 = 0, и 𝐴2𝑘−1 =
𝑘

𝜔2𝑘−2
, 𝑘 = 1, 2, ...,𝑚− 2. (23)

Тогда из последних четырёх уравнений (22), учитывая (23) , имеем

𝜔2𝐶2 − 𝜔3𝐶1 + 𝜔2𝐵2 + 𝜔3𝐵1 − 2𝜔2𝑚− 2

𝜔2𝑚−2
+
𝑚− 3

𝜔2𝑚−4
= 0,

2𝜔(𝐶2 −𝐵2)− 𝜔2(𝐶1 +𝐵1) = 0,

(𝐶2 +𝐵2)−
𝑚− 2

𝜔2𝑚−2
+ 𝜔(𝐶1 −𝐵1) = 0,

𝐶1 +𝐵1 = 0.

Отсюда, получим

𝐵1 =
2𝑚− 3

4𝜔2𝑚−1
, 𝐶1 = −2𝑚− 3

4𝜔2𝑚−1
, 𝐵2 =

1

4𝜔2𝑚−2
, 𝐶2 =

1

4𝜔2𝑚−2
. (24)
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Известно, из книги [15], что преобразованию Фурье (𝑝− 𝜆)−𝑘 соответствует ори-
гинал

𝑥𝑘−1sign𝑥

2(𝑘 − 1)
· 𝑒𝜆𝑥. (25)

Учитывая (22) и (23), имея в виду последнее утверждение из (18) для

1

𝑃 (𝑝)
=

𝑚−2∑︁
𝑘=1

𝐴2𝑘−1

𝑝2𝑚−2𝑘−2
+

𝐵1

𝑝+ 𝜔
+

𝐵2

(𝑝+ 𝜔)2
+

𝐶1

(𝑝− 𝜔)
+

𝐶2

(𝑝− 𝜔)2
.

выражения найдём соответствующий оригинал

sign𝑥

2

[︃
2𝐶1

𝑒𝜔𝑥 − 𝑒−𝜔𝑥

2
+ 2𝐶2 · 𝑥

𝑒𝜔𝑥 + 𝑒−𝜔𝑥

2
+

𝑚−2∑︁
𝑘=1

𝐴2𝑘−1 · 𝑥2𝑚−2𝑘−3

(2𝑚− 2𝑘 − 3)!

]︃
.

Это и есть искомая функция

𝐺𝑚(𝑥) =
sign𝑥

2

[︃
2𝐶1 sinh(𝜔𝑥) + 2𝐶2𝑥 cosh(𝜔𝑥) +

𝑚−2∑︁
𝑘=1

𝐴2𝑘−1 · 𝑥2𝑚−2𝑘−3

(2𝑚− 2𝑘 − 3)!

]︃
.

Отсюда, учитывая (24) получаем

𝐺𝑚(𝑥) =
sign𝑥

4𝜔2𝑚−1

×

[︃
𝜔𝑥 · cosh(𝜔𝑥)− (2𝑚− 3) sinh(𝜔𝑥) + 2

𝑚−2∑︁
𝑘=1

(𝑚− 𝑘 − 1)(𝜔𝑥2𝑘−1

(2𝑘 − 1)!

]︃
.(26)

В частности, из последнего равенства при 𝑚 = 2 имеем

𝐺2(𝑥) =
sign𝑥

4𝜔3
[𝜔𝑥 · cosh(𝜔𝑥)− sinh(𝜔𝑥)] (27)

и при 𝑚 = 3

𝐺3(𝑥) =
sign𝑥

4𝜔5
[𝜔𝑥 · cosh(𝜔𝑥)− 3 sinh(𝜔𝑥) + 2𝜔𝑥] . (28)

Отсюда, учитывая произвольность функций 𝜙 и единственность функции 𝜓ℓ (с
точностью до функций sinh(𝜔𝑥), cosh(𝜔𝑥) и полиномов степени 𝑚− 3), имея в виду
(12), должно выполняться следующее равенство

𝜓
(2𝑚)
ℓ (𝑥)− 2𝜔2𝜓

(2𝑚−2)
ℓ (𝑥) + 𝜔4𝜓

(2𝑚−4)
ℓ (𝑥) = (−1)𝑚ℓ(𝑥). (29)

(︁
𝜓

(𝑚+𝑠)
ℓ (𝑥)− 𝜔2𝜓

(𝑚+𝑠−2)
ℓ (𝑥)

)︁ ⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥=1

𝑥=0

, 𝑠 = 0, 1, ...,𝑚− 1. (30)

Таким образом, мы имеем следующее общее решение уравнения (29)

𝜓ℓ(𝑥) = (−1)𝑚ℓ(𝑥) *𝐺𝑚(𝑥) + 𝑑1 sinh𝜔𝑥+ 𝑑2 cosh𝜔𝑥+𝑅𝑚−3(𝑥),

где 𝑅𝑚−3(𝑥) = 𝑐𝑚−3𝑥
𝑚−3
𝛽 + 𝑐𝑚−4𝑥

𝑚−4
𝛽 + ... + 𝑐1𝑥𝛽 + 𝑐0,-полином степени 𝑚− 3, 𝑑1, 𝑑2 -

константы.
Теперь мы можем вычислять норму функционала погрешности ℓ(𝑥).
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Равенства (7) означают, что наша квадратурная формула в пространстве 𝐾(𝑚)
2,𝜔

будет точна для функций sinh(𝜔𝑥), cosh(𝜔𝑥) и для полиномов степени 𝑚− 3.
Теперь, используя теорему 1, мы сразу получаем следующее представление нормы

функционала погрешности квадратурных формул в пространстве 𝐾(𝑚)
2,𝜔 :

Для квадрата нормы функционала погрешности справедлива следующая форму-
ла ⃒⃒⃒

|ℓ|𝐾(𝑚)
2,𝜔

⃒⃒⃒2
= (−1)𝑚

[︃
𝑁∑︁

𝛽=0

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛽𝐶𝛾𝐺𝑚(ℎ𝛾 − ℎ𝛽) −

−2
𝑁∑︁

𝛽=0

𝐶𝛽

∫︁ 1

0

𝐺𝑚(𝑥− ℎ𝛽)𝑑𝑥+

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝐺𝑚(𝑥− 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

]︂
,

(31)

где 𝐺𝑚(𝑥) определяется равенством (14).

На самом деле, поскольку пространство𝐾(𝑚)
2,𝜔 гильбертово, то

⃒⃒⃒
|ℓ|𝐾(𝑚)*

2,𝜔

⃒⃒⃒2
= (ℓ, 𝜓ℓ) .

С учетом (7) и теоремы 1, имеем

⃒⃒⃒
|ℓ|𝐾(𝑚)*

2,𝜔

⃒⃒⃒2
=

∫︁ ∞

−∞
ℓ(𝑥), 𝜓ℓ(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ ∞

−∞

(︃
𝜒[0,1](𝑥)−

𝑁∑︁
𝛽=0

𝐶𝛽𝛿(𝑥− ℎ𝛽)

)︃
×

× ((−1)𝑚ℓ(𝑥) *𝐺𝑚(𝑥) + 𝑑1 sinh𝜔𝑥+ 𝑑2 cosh𝜔𝑥+𝑅𝑚−3(𝑥)) 𝑑𝑥 =

=

∫︁ ∞

−∞
ℓ(𝑥) ((−1)𝑚ℓ(𝑥) *𝐺𝑚(𝑥)) 𝑑𝑥.

В последнем выражении сначала вычислим свертку ℓ(𝑥) *𝐺𝑚(𝑥).

ℓ(𝑥) *𝐺𝑚(𝑥) =

∫︁ ∞

−∞
ℓ(𝑦)𝐺𝑚(𝑥− 𝑦)𝑑𝑦 =

∫︁ ∞

−∞

(︃
𝜒[0,1](𝑥)−

𝑁∑︁
𝛽=0

𝐶𝛽𝛿(𝑦 − 𝑥𝛽)

)︃
×

×𝐺𝑚(𝑥− 𝑦)𝑑𝑦 =

∫︁ 1

0

𝐺𝑚(𝑥− 𝑦)𝑑𝑦 −
𝑁∑︁

𝛽=0

𝐶𝛽𝐺𝑚(𝑥)(𝑥− 𝑥𝛽).

Тогда

(ℓ, 𝜓ℓ) = (−1)𝑚 (ℓ, 𝜓ℓ) = (−1)𝑚
∫︁ ∞

−∞

(︃
𝜒[0,1](𝑥)−

𝑁∑︁
𝛽=0

𝐶𝛽𝛿(𝑦 − 𝑥𝛽)

)︃
×

×

(︃∫︁ 1

0

𝐺𝑚(𝑥− 𝑦)𝑑𝑦 −
𝑁∑︁

𝛽=0

𝐶𝛾𝐺𝑚(𝑥)(𝑥− 𝑥𝛽)

)︃
𝑑𝑥 =

= (−1)𝑚

(︃∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝐺𝑚(𝑥− 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 −
𝑁∑︁

𝛽=0

𝐶𝛽

∫︁ 1

0

𝐺𝑚(𝑥− 𝑥𝛽)𝑑𝑥 −

−
𝑁∑︁

𝛽=0

𝐶𝛽

∫︁ 1

0

𝐺𝑚(𝑥𝛽 − 𝑦)𝑑𝑦 +
𝑁∑︁

𝛽=0

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛽𝐶𝛾𝐺𝑚(𝑥𝛽 − 𝑥𝛾)

)︃
.

Так как 𝐺𝑚(𝑥)-четная функция, то, учитывая 𝐺𝑚(𝑥𝛽 − 𝑥) = 𝐺𝑚(𝑥− 𝑥𝛽), получим
равенство (31).

Таким образом, в пространстве 𝐾(𝑚)
2,𝜔 мы решили задачу 1.
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Теорема доказана полностью.

3 Заключение
В заключение отметим, что нормы функционала и его экстремальной функции

оценивают функционал любой функции из основного пространства, иными словами,
обеспечивают оценку функционала на рассматриваемом классе функций.

В данной работе найдена точная верхняя оценка погрешности формулы квад-
ратурных формул в пространствах. Используя точную верхнюю оценку погрешно-
сти формулы вычислены нормы функционалов погрешности в соответствующих про-
странствах. Чтобы найти наименьшее значение нормы функционалов погрешности
по коэффициентам при конкретных условиях, применен метод Лагранжа. Кроме то-
го, доказана, точная верхняя оценка погрешности, которая получена для оптималь-
ных коэффициентов, которие условный минимум нормам функционала погрешности
в соответствующих пространствах.
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