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В теории сплайнов существуют алгебраический и вариационный подходы. В ал-
гебраическом подходе сплайны рассматриваются как некоторые гладкие кусочно-
полиномиальные функции. В вариационном подходе сплайны понимаются как эле-
менты гильбертова или банахова пространства, минимизирующие определенные
функционалы. Затем изучаются проблемы существования, единственности и сходи-
мости сплайнов и алгоритмы их построения на основе собственных свойств сплайнов.
В настоящей работе изучается задача построения оптимальных интерполяционных
формул в гильбертовом пространстве. Здесь, используя метод Соболева, приведен
алгоритм для решения системы линейных алгебраических уравнений для коэффи-
циентов оптимальных интерполяционных формул. Получено явное выражение опти-
мальных коэффициентов интерполяционной формулы в гильбертовом пространстве.
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1 Введение и постановка задачи
Задача интерполяции является одной из самых распространенных задач в теории

приближений. Классический метод ее решения заключается в построении интерпо-
ляционных полиномов. Однако интерполяционные полиномы имеют ряд недостат-
ков при использовании их для функций с сингулярностями или для недостаточно
гладких функций. Доказано, что последовательность интерполяционных полиномов
Лагранжа, построенных для конкретной непрерывной функции, не сходится к самой
функции. В связи с этим на практике вместо интерполяционных полиномов высокого
порядка используются сплайн-функции.

Теория сплайнов, основанная на вариационных методах, была изучена и получила
развитие в работах Дж. Алберга, Э. Нельсона и Дж. Уолша [1], К. де Бура [2, 3], П.
Дж. Лорана [4], Дж. Мастроянни и Г. В. Миловановича [5], И. Я. Шенберга [6], Л. Л.
Шумакера [7], С. Б. Стечкина и Ю. Н. Субботина [8], В. А. Василенко [9] и других.
Вполне исчерпывающий список литературы по теории сплайновых функций можно
найти, например, в [7].

Настоящая же работа посвящена постраению интерполяционных формул в гиль-
бертовом простнастве 𝑊 (𝑚,0)

2 (0, 1).
Предположим, что нам дана таблица значений 𝜙(𝑥𝛽), 𝛽 = 0, 1, . . . , 𝑁 функции 𝜙

в точках 𝑥𝛽 ∈ [0, 1] . Требуется аппроксимировать функцию 𝜙 другой, более простой
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функцией 𝑃𝜙, т. е.

𝜙(𝑧) ∼= 𝑃𝜙(𝑧) =
𝑁∑︁

𝛽=0

𝐶𝛽(𝑧)𝜙(𝑥𝛽), (1)

где 𝑃𝜙(𝑧) =
𝑁∑︀

𝛽=0

𝐶𝛽(𝑧)𝜙(𝑥𝛽) – интерполяционная формула и

ℓ(𝑥, 𝑧) = 𝛿 (𝑥− 𝑧)−
𝑁∑︁

𝛽=0

𝐶𝛽(𝑧)𝛿(𝑥− 𝑥𝛽), (2)

функционал погрешности этой интерполяционной формулы, 𝐶𝛽(𝑧) – коэффициенты,
а 𝑥𝛽 – узлы интерполяционной формулы 𝑃𝜙(𝑧), 𝑥𝛽 ∈ [0, 1], 𝛿(𝑥) – дельта-функция
Дирака, функция 𝜙(𝑥) принадлежит гильбертову пространству 𝑊

(𝑚,0)
2 (0, 1). Норма

функций в этом пространстве определяется следующим образом

‖𝜙(𝑥)‖
𝑊

(𝑚,0)
2

=

⎡⎣ 1∫︁
0

(︀
𝜙(𝑚)(𝑥) + 𝜙(𝑥)

)︀2
d𝑥

⎤⎦1/2

. (3)

Погрешностью интерполяционной формулы (1) называется разность

(ℓ, 𝜙) = 𝜙(𝑧)− 𝑃𝜙(𝑧). (4)
По неравенству Коши-Шварца абсолютная погрешность (4) оценивается следую-

щим образом
|(ℓ, 𝜙)| 6 ‖𝜙‖

𝑊
(𝑚,0)
2

· ‖ℓ‖
𝑊

(𝑚,0)*
2

,

где

‖ℓ‖
𝑊

(𝑚,0)*
2

= sup
𝜙,‖𝜙‖≠0

|(ℓ, 𝜙)|
‖𝜙‖

𝑊
(𝑚,0)
2

.

Поэтому для оценки погрешности интерполяционной формулы (1) по функциям про-
странства 𝑊 (𝑚,0)

2 требуется найти норму функционала погрешности ℓ в сопряженном
пространстве 𝑊 (𝑚,0)*

2 .
Отсюда мы получим
Задача 1. Найти норму функционала погрешности ℓ интерполяционной фор-

мулы (1) в пространстве 𝑊 (𝑚,0)
2 .

Ясно, что норма функционала погрешности ℓ зависит от коэффициентов 𝐶𝛽(𝑧)
и узлов 𝑥𝛽. Задача минимизации величины ‖ℓ‖ по коэффициентам 𝐶𝛽(𝑧) является
линейной задачей, а по узлам 𝑥𝛽, в общем случае, нелинейной и сложной задачей.
Здесь мы рассматриваем задачу минимизации величины ℓ коэффициентами 𝐶𝛽(𝑧)
при фиксированных узлах 𝑥𝛽.

Коэффициенты
∘
𝐶𝛽(𝑧) (если они существуют), удовлетворяющие следующему ра-

венству ⃦⃦⃦⃦
∘
ℓ

⃦⃦⃦⃦
𝑊

(𝑚,0)*
2

= inf
𝐶𝛽(𝑧)

‖ℓ‖
𝑊

(𝑚,0)*
2

, (5)

называются оптимальными коэффициентами и соответствующая им интерполяци-
онная формула

∘
𝑃𝜙(𝑧) =

𝑁∑︁
𝛽=0

∘
𝐶𝛽(𝑧)𝜙(𝑥𝛽),
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называется оптимальной интерполяционной формулой в пространстве 𝑊 (𝑚,0)
2 .

Таким образом, для построения оптимальной интерполяционной формулы вида
(1) в пространстве 𝑊 (𝑚,0)

2 нам необходимо решить следующую задачу.

Задача 2. Найти коэффициенты
∘
𝐶𝛽(𝑧), удовлетворяющие равенству (5) при

фиксированных узлах 𝑥𝛽.
Данная работа является непосредственным продолжением работы [10] и посвя-

щена решению системы
𝑁∑︁

𝛾=0

𝐶𝛾(𝑧)𝐺𝑚(𝑥𝛽 − 𝑥𝛾) + 𝑟1,𝑘(𝑧)𝑒
𝑥𝛽 cos

(︁
(2𝑘−1)𝜋

𝑚

)︁
cos

(︂
𝑥𝛽 sin

(︂
(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂)︂
+

+𝑟2,𝑘(𝑧)𝑒
𝑥𝛽 cos

(︁
(2𝑘−1)𝜋

𝑚

)︁
sin

(︂
𝑥𝛽 sin

(︂
(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂)︂
= 𝐺𝑚(𝑧 − 𝑥𝛽), 𝛽 = 0, 𝑁, (6)

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾(𝑧) 𝑒
𝑥𝛾 cos

(2𝑘−1)𝜋
𝑚 cos

(︂
𝑥𝛾 sin

(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂
= 𝑒𝑧 cos

(2𝑘−1)𝜋
𝑚 cos

(︂
𝑧 sin

(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂
, (7)

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾(𝑧) 𝑒
𝑥𝛾 cos

(2𝑘−1)𝜋
𝑚 sin

(︂
𝑥𝛾 sin

(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂
= 𝑒𝑧 cos

(2𝑘−1)𝜋
𝑚 sin

(︂
𝑧 sin

(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂
, (8)

где 𝑘 = 1, 𝑚
2

и 𝑚− четное натуральное число.
Следует отметить, что система (6) - (8) имеет единственное решение. Доказа-

тельство единственности решения системы (6) - (8) аналогично доказательству един-
ственности решения системы для оптимальных коэффициентов в пространстве 𝐿(𝑚)

2 ,
полученных в работах Соболева [11, 12].

Далее рассмотрим случай равноотстоящих узлов. Предположим, что 𝑥𝛽 = ℎ𝛽, 𝛽 =
= 0, 1, 2, ..., 𝑁, ℎ = 1

𝑁
, 𝑁 = 1, 2, ....

Мы предполагаем что 𝐶𝛽(𝑧) = 0 для 𝛽 < 0 и 𝛽 > 𝑁 . Затем, используя свертку
двух функций дискретного аргумента 𝜙(ℎ𝛽) и 𝜓(ℎ𝛽) (см. [11, 12])

𝜙(ℎ𝛽) * 𝜓(ℎ𝛽) =
∞∑︁

𝛾=−∞

𝜙(ℎ𝛾) · 𝜓(ℎ𝛽 − ℎ𝛾),

мы перепишем систему (6) - (8) в следующей форму свертки

𝐶𝛽(𝑧) *𝐺𝑚(ℎ𝛽) + 𝑟1,𝑘(𝑧)𝑒
𝑥𝛽 cos

(︁
(2𝑘−1)𝜋

𝑚

)︁
cos

(︂
𝑥𝛽 sin

(︂
(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂)︂
+

+𝑟2,𝑘(𝑧)𝑒
𝑥𝛽 cos

(︁
(2𝑘−1)𝜋

𝑚

)︁
sin

(︂
𝑥𝛽 sin

(︂
(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂)︂
= 𝐺𝑚(𝑧 − 𝑥𝛽), 𝛽 = 0, 𝑁, (9)

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾(𝑧) 𝑒
𝑥𝛾 cos

(2𝑘−1)𝜋
𝑚 cos

(︂
𝑥𝛾 sin

(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂
= 𝑒𝑧 cos

(2𝑘−1)𝜋
𝑚 cos

(︂
𝑧 sin

(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂
, (10)

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾(𝑧) 𝑒
𝑥𝛾 cos

(2𝑘−1)𝜋
𝑚 sin

(︂
𝑥𝛾 sin

(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂
= 𝑒𝑧 cos

(2𝑘−1)𝜋
𝑚 sin

(︂
𝑧 sin

(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂
, (11)

где
𝐺𝑚(𝑧 − ℎ𝛽) =

=
sign(𝑧 − ℎ𝛽)

2𝑚2

𝑚∑︁
𝑘=1

[︃
(1−𝑚)𝑒(𝑧−ℎ𝛽) cos

(2𝑘−1)𝜋
𝑚 cos

(︂
(𝑧 − ℎ𝛽) sin

(︂
(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂
+

+
(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂
+ (𝑧 − ℎ𝛽)𝑒(𝑧−ℎ𝛽) cos

(2𝑘−1)𝜋
𝑚 cos

(︂
𝑥 sin

(︂
(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂
+

2𝜋 · (2𝑘 − 1)

𝑚

)︂]︃
.

(12)
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В системе (9) - (11)𝑁+𝑚+1 неизвестных 𝐶𝛽(𝑧), 𝛽 = 0, 1, ..., 𝑁, 𝑟1,𝑘, 𝑟2,𝑘(𝑘 = 1, 2, ..., 𝑚
2
)

и 𝑁 +𝑚+ 1 линейных уравнений.
Для решения системы (9) - (11) методом Соболева нам понадобится дискретный

аналог дифференциального оператора d2𝑚

d𝑥2𝑚 + 2 d𝑚

d𝑥𝑚 + 1 при 𝑚− четном. Следующий
параграф посвящен построению этого дискретного аналога.

2 Дискретный оператор 𝐷𝑚(ℎ𝛽)

В настоящем параграфе для четного натурального числа 𝑚 строится функция
𝐷𝑚(ℎ𝛽) дискретного аргумента, удовлетворяющая уравнению

𝐷𝑚(ℎ𝛽) *𝐺𝑚(ℎ𝛽) = 𝛿 d(ℎ𝛽), (13)

где

𝐺𝑚(ℎ𝛽) =

=
sign(ℎ𝛽)

2𝑚2

𝑚∑︁
𝑘=1

[︃
(1−𝑚)𝑒ℎ𝛽 cos

(2𝑘−1)𝜋
𝑚 cos

(︂
ℎ𝛽 sin

(︂
(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂
+

(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂
+

+ℎ𝛽𝑒ℎ𝛽 cos
(2𝑘−1)𝜋

𝑚 cos

(︂
ℎ𝛽 sin

(︂
(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂
+

2𝜋 · (2𝑘 − 1)

𝑚

)︂]︃
,

(14)

𝛿d(ℎ𝛽) - дискрет дельта-функция, т.е., 𝛿d(ℎ𝛽) =
{︂

1, 𝛽 = 0,
0, 𝛽 ̸= 0.

Следует отметить, что метод построения дискретной функции аргумента 𝐷𝑚(ℎ𝛽)
аналогично методу построения дискретных аналогов дифференциальных операторов
d2𝑚

d𝑥2𝑚 , d2𝑚

d𝑥2𝑚 − d2𝑚−2

d𝑥2𝑚−2 , d2𝑚

d𝑥2𝑚 + 2𝜔2 d2𝑚−2

d𝑥2𝑚−2 + 𝜔4 d2𝑚−4

d𝑥2𝑚−4 и d2𝑚

d𝑥2𝑚 − 1 в работах [13–16].
Дискретная функция 𝐷𝑚(ℎ𝛽) играет важную роль при вычислении коэффициен-

тов оптимальных интерполяционных в пространстве𝑊 (𝑚,0)
2 . Отметим, что уравнение

(13) является дискретным аналогом следующего уравнения(︂
d2𝑚

d𝑥2𝑚
+ 2

d𝑚

d𝑥𝑚
+ 1

)︂
𝐺𝑚(𝑥) = 𝛿(𝑥), (15)

где 𝐺𝑚(𝑥) определяется равенством (14), 𝛿 - дельта-функция Дирака.
Справедлива следующая
Теорема 1. Дискретный аналог дифференциального оператора d2𝑚

d𝑥2𝑚 + 2 d𝑚

d𝑥𝑚 + 1
удовлетворяющий равенству (13), при 𝑚− четном, имеет вид

𝐷𝑚 (ℎ𝛽) =
𝑚2

𝐾
·

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑚−1∑︀
𝑘=1

𝐴*
𝑘 · 𝜆

|𝛽|−1
𝑘 , |𝛽| > 2,

1 +
𝑚−1∑︀
𝑘=1

𝐴*
𝑘, |𝛽| = 1,

𝑀1 − 𝐾1

𝐾
+

𝑚−1∑︀
𝑘=1

𝐴*
𝑘

𝜆𝑘
, 𝛽 = 0.

(16)

где 𝐾,𝐾1,𝑀1, 𝐴
*
𝑘 и 𝜆𝑘 определены в работе [17].

Теорема 2. Дискретный аналог 𝐷𝑚(ℎ𝛽) дифференциального оператора d2𝑚

d𝑥2𝑚 +
+ 2 d𝑚

d𝑥𝑚 + 1 удовлетворяет равенствам
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1) 𝐷𝑚 (ℎ𝛽) * 𝑒ℎ𝛽 cos
(2𝑘−1)𝜋

𝑚 cos
(︁
ℎ𝛽 sin (2𝑘−1)𝜋

𝑚

)︁
= 0,

2) 𝐷𝑚 (ℎ𝛽) * 𝑒ℎ𝛽 cos
(2𝑘−1)𝜋

𝑚 sin
(︁
ℎ𝛽 sin (2𝑘−1)𝜋

𝑚

)︁
= 0,

3) 𝐷𝑚 (ℎ𝛽) * ℎ𝛽𝑒ℎ𝛽 cos
(2𝑘−1)𝜋

𝑚 cos
(︁
ℎ𝛽 sin (2𝑘−1)𝜋

𝑚

)︁
= 0,

4) 𝐷𝑚 (ℎ𝛽) * ℎ𝛽𝑒ℎ𝛽 cos
(2𝑘−1)𝜋

𝑚 sin
(︁
ℎ𝛽 sin (2𝑘−1)𝜋

𝑚

)︁
= 0,

где 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑚
2
, 𝑚 - четное натуральное число.

Приведенные теоремы доказаны в работе [17].

3 Решение дискретной системы Винера-Хопфа
В этом параграфе мы даем алгоритм нахождения точного решения системы (9)-

(11) с помощью дискретного аналога 𝐷𝑚(ℎ𝛽) дифференциального оператора d2𝑚

d𝑥2𝑚 +
+ 2 d𝑚

d𝑥𝑚 + 1, полученный в предыдущем разделе.
Введем функции

𝜗 (ℎ𝛽) = 𝐶𝛽(𝑧) *𝐺𝑚 (ℎ𝛽) (17)

и
𝑢 (ℎ𝛽) = 𝜗 (ℎ𝛽) + 𝑌𝑚 (ℎ𝛽, 𝑟1,𝑘, 𝑟2,𝑘) , (18)

где

𝑌𝑚(ℎ𝛽, 𝑟1,𝑘, 𝑟2,𝑘) =

=

𝑚
2∑︁

𝑘=1

𝑒ℎ𝛽·cos
(2𝑘−1)𝜋

𝑚

[︃
𝑟1,𝑘 cos

(︂
ℎ𝛽 sin

(2𝑘 − 1) 𝜋

𝑚

)︂
+ 𝑟2,𝑘 sin

(︂
ℎ𝛽 sin

(2𝑘 − 1) 𝜋

𝑚

)︂]︃
,

(19)

𝑟1,𝑘, 𝑟2,𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑚
2

- неизвестные.
Тогда, учитывая (13), для оптимальных коэффициентов 𝐶𝛽(𝑧) имеем

𝐶𝛽(𝑧) = 𝐷𝑚(ℎ𝛽) * 𝑢 (ℎ𝛽) . (20)

Значит, если мы находим функцию 𝑢 (ℎ𝛽), то оптимальные коэффициенты опре-
деляются из формулы (20).

Для того чтобы вычислить свертку (20), требуется найти представление функции
𝑢 (ℎ𝛽) при всех целых значениях аргумента 𝛽. Из равенства (9) видно, что 𝑢 (ℎ𝛽) =
= 𝐺𝑚(𝑧 − ℎ𝛽) при ℎ𝛽 ∈ [0, 1].

𝜗(ℎ𝛽) = − 1

2𝑚2

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾

𝑚∑︁
𝑛=1

[︃
(1−𝑚) e(ℎ𝛽−ℎ𝛾) cos

(2𝑛−1)𝜋
𝑚 cos

(︂
(ℎ𝛽 − ℎ𝛾) sin

(2𝑛− 1)𝜋

𝑚
+

(2𝑛− 1)𝜋

𝑚

)︂

+(ℎ𝛽 − ℎ𝛾) e(ℎ𝛽−ℎ𝛾) cos
(2𝑛−1)𝜋

𝑚 cos

(︂
(ℎ𝛽 − ℎ𝛾) sin

(2𝑛− 1)𝜋

𝑚
+

2𝜋(2𝑛− 1)

𝑚

)︂]︃
.

(21)

Используя равенства (10)-(11), после некоторых упрощений при 𝛽 < 0 приводим
выражение (21) к виду

𝜗(ℎ𝛽) = − 1

2𝑚2
𝑄(ℎ𝛽)− 𝑌𝑚(ℎ𝛽, 𝑞1,𝑘, 𝑞2,𝑘),
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где

𝑄(ℎ𝛽) =

𝑚
2∑︁

𝑘=1

e(𝑧−ℎ𝛽) cos
(2𝑘−1)𝜋

𝑚

[︂
(𝑚− 1) cos

(︂
(𝑧 − ℎ𝛽) sin

(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚
+

(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂
−

− ℎ𝛽 cos

(︂
(𝑧 − ℎ𝛽) sin

(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚
+

2𝜋(2𝑘 − 1)

𝑚

)︂]︂
, (22)

𝑌𝑚(ℎ𝛽, 𝑞1,𝑘, 𝑞2,𝑘) =

𝑚/2∑︁
𝑘=1

[︃
(𝑚− 1) eℎ𝛽 cos

(2𝑘−1)𝜋
𝑚

[︃
𝑞1,𝑘 cos

(︂
ℎ𝛽 sin

(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂
+

+𝑞2,𝑘 sin

(︂
ℎ𝛽 sin

(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂]︃
−𝑅𝑚(ℎ𝛽)

]︃
, (23)

где 𝑞1,𝑘, 𝑞2,𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑚−1
2

- неизвестные и

𝑅𝑚(ℎ𝛽) = ℎ𝛽

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾 e
(ℎ𝛽−ℎ𝛾) cos

(2𝑘−1)𝜋
𝑚 cos

(︂
(ℎ𝛽 − ℎ𝛾) sin

(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚
+

2𝜋(2𝑘 − 1)

𝑚

)︂
+

+
𝑁∑︁

𝛾=0

𝐶𝛾(ℎ𝛾) e
(ℎ𝛾−ℎ𝛽) cos

(2𝑘−1)𝜋
𝑚 cos

(︂
(ℎ𝛾 − ℎ𝛽) sin

(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚
+

2𝜋(2𝑘 − 1)

𝑚

)︂
.

Вычисления показывают, что 𝜗(ℎ𝛽) при 𝛽 > 𝑁 имеет вид

𝜗(ℎ𝛽) =
1

2𝑚
𝑄(ℎ𝛽) + 𝑌𝑚(ℎ𝛽, 𝑞1,𝑘, 𝑞2,𝑘).

Используя последние два выражения для 𝜗(ℎ𝛽) и учитывая (18), мы имеем

𝑢(ℎ𝛽) =

{︃
− 1

2𝑚
𝑄(ℎ𝛽) + 𝑌𝑚(ℎ𝛽, 𝑟1,𝑘, 𝑟2,𝑘)− 𝑌𝑚(ℎ𝛽, 𝑞1,𝑘, 𝑞2,𝑘), 𝛽 < 0,

1
2𝑚
𝑄(ℎ𝛽) + 𝑌𝑚(ℎ𝛽, 𝑟1,𝑘, 𝑟2,𝑘) + 𝑌𝑚(ℎ𝛽, 𝑞1,𝑘, 𝑞2,𝑘), 𝛽 > 𝑁,

(24)

где 𝑌𝑚(ℎ𝛽, 𝑟1,𝑘, 𝑟2,𝑘) и 𝑌𝑚(ℎ𝛽, 𝑞1,𝑘, 𝑞2,𝑘) определяются (19) и (23), соответственно. Здесь
𝑟1,𝑘, 𝑟2,𝑘 и 𝑞1,𝑘, 𝑞2,𝑘 - неизвестные.

Обозначим

𝑟−1,𝑘 = 𝑟1,𝑘 − 𝑞1,𝑘, 𝑟−2,𝑘 = 𝑟2,𝑘 − 𝑞2,𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑚
2
,

𝑟+1,𝑘 = 𝑟1,𝑘 + 𝑞1,𝑘, 𝑟+2,𝑘 = 𝑟2,𝑘 + 𝑞2,𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑚
2
.

(25)

Если мы найдем неизвестные 𝑟−1,𝑘, 𝑟
−
2,𝑘 и 𝑟+1,𝑘, 𝑟

+
2,𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑚

2
, то из (25) получаем

𝑟1,𝑘, 𝑟2,𝑘 и 𝑞1,𝑘, 𝑞2,𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑚
2

следующим образом

𝑟1,𝑘 =
1
2
(𝑟+1,𝑘 + 𝑟−1,𝑘), 𝑟2,𝑘 =

1
2
(𝑟+2,𝑘 + 𝑟−2,𝑘), 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑚

2
,

𝑞1,𝑘 =
1
2
(𝑟+1,𝑘 − 𝑟−1,𝑘), 𝑞2,𝑘 =

1
2
(𝑟+2,𝑘 − 𝑟−2,𝑘), 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑚

2
.

(26)

Так как при 𝛽 < 0 и 𝛽 > 𝑁 коэффициенты 𝐶𝛽(𝑧) = 0, то из (21) при 𝑟−1,𝑘, 𝑟
−
2,𝑘 и

𝑟+1,𝑘, 𝑟
+
2,𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑚

2
получаем следующую систему 2𝑚 линейных уравнений

𝐷𝑚(ℎ𝛽) * 𝑢(ℎ𝛽) = 0 for 𝛽 = −1,−2, ...,−𝑚 and 𝛽 = 𝑁 + 1, 𝑁 + 2, ..., 𝑁 +𝑚.
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Решение последней системы с учетом (25) и (26) из равенств (9) и (24) мы получаем
следующий явный вид для 𝑢(ℎ𝛽):

𝑢(ℎ𝛽) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
− 1

2𝑚
𝑄(ℎ𝛽) + 𝑌𝑚(ℎ𝛽, 𝑟

−
1,𝑘, 𝑟

−
2,𝑘), 𝛽 < 0,

𝐺𝑚(𝑧 − ℎ𝛽), 𝛽 = 0, 1, ..., 𝑁,

1
2𝑚
𝑄(ℎ𝛽) + 𝑌𝑚(ℎ𝛽, 𝑟

+
1,𝑘, 𝑟

+
2,𝑘), 𝛽 > 𝑁.

(27)

Тогда получим коэффициенты 𝐶𝛽(𝑧) оптимальных интерпояционных формул вида
(1) следующим образом

𝐶𝛽(𝑧) = 𝐷𝑚(ℎ𝛽) * 𝑢(ℎ𝛽), 𝛽 = 0, 1, ..., 𝑁.

Таким образом, построение оптимальных интерполяционных формул вида (1) в
пространстве 𝑊 (𝑚,0)

2 для нечетных натуральных чисел 𝑚 решено.
Замечания 1. Следует отметить, что при 𝑚 = 2, реализуя приведенный выше

алгоритм, мы получаем оптимальную интерполяционную формулу в пространстве
𝑊

(2,0)
2 который был построен в работе [18].
Замечания 2. Заметим, что используя дискретный аналог 𝐷2(ℎ𝛽) оператора d4

d𝑥4 +

+ 2 d2

d𝑥2 + 1, соответствующий случаю 𝑚 = 2, получаем интерполяционный сплайн
𝑆2(𝑥) минимизирующий полунорму в пространстве 𝑊 (2,0)

2 , полученный в теореме 3.1
из [19].

В следующем разделе мы реализуем этот алгоритм в случае 𝑚 = 2.

4 Коэффициенты оптимальной интерполяционной формулы в
пространстве 𝑊 (2,0)

2

В этом параграфе мы приводим результаты реализации алгоритма построения
оптимальной интерполяционной формулы (1) в пространстве 𝑊 (𝑚,0)

2 в случае 𝑚 = 2.
Напомним, что в случае 𝑚 = 2 мы получаем результат теоремы 3 из [18].
При 𝑚 = 2 система (9)-(11) имеет вид

𝐶𝛽(𝑧) *𝐺2(ℎ𝛽) + 𝑟1 sin(ℎ𝛽) + 𝑟2 cos(ℎ𝛽) = 𝐺2(𝑧 − ℎ𝛽), 𝛽 = 0, 𝑁, (28)
𝑁∑︁

𝛾=0

𝐶𝛾(𝑧) sin(𝑥𝛾) = sin(𝑧), (29)

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾(𝑧) cos(𝑥𝛾) = cos(𝑧). (30)

где

𝐺2(ℎ𝛽) =
sgn (ℎ𝛽)

4
[sin(ℎ𝛽)− ℎ𝛽 cos(ℎ𝛽)] ,

𝐺2(𝑧 − ℎ𝛽) =
sgn (𝑧 − ℎ𝛽)

4
[sin(𝑧 − ℎ𝛽)− (𝑧 − ℎ𝛽) cos(𝑧 − ℎ𝛽)] .

В работе [18] решена система (28) - (30) и доказана следующая теорема:
Теорема 3. Коэффициенты оптимальных интерполяционных формул вида (1)

с равноотстоящими узлами в пространстве 𝑊 (2,0)
2 имеют следующий вид
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𝐶0(𝑧) = 𝑝1

[︃
𝑝2𝐺2(𝑧) +𝐺2(𝑧 − ℎ) +𝐺2(𝑧 + ℎ)−

(︁
𝑎−1 + cos(𝑧)+𝑧 sin(𝑧)

4

)︁
· sin(ℎ)+

+𝐴
𝜆

[︃
𝑁∑︀

𝛾=0

𝜆𝛾𝐺2(𝑧 − ℎ𝛾) +𝑀1 + 𝜆𝑁𝑁1

]︃]︃
,

(31)

𝐶𝛽(𝑧) = 𝑝1

[︃
𝐺2(𝑧 − ℎ(𝛽 − 1)) + 𝑝2𝐺2(𝑧 − ℎ𝛽) +𝐺2(𝑧 − ℎ(𝛽 + 1))+

+𝐴
𝜆

[︃
𝑁∑︀

𝛾=0

𝜆|𝛽−𝛾|𝐺2(𝑧 − ℎ𝛾) + 𝜆𝛽𝑀1 + 𝜆𝑁−𝛽𝑁1

]︃]︃
, 𝛽 = 1, 2, .., 𝑁 − 1.

(32)

𝐶𝑁(𝑧) = 𝑝1

[︃
𝑝2𝐺2(𝑧 − 1) +𝐺2(𝑧 − 1− ℎ) +

4𝑎+1 −cos(𝑧)−𝑧 sin(𝑧)

4 cos 1
· sin(ℎ)+

+𝐺2(𝑧 − 1 + ℎ) + 𝐴
𝜆

[︃
𝑁∑︀

𝛾=0

𝜆𝑁−𝛾𝐺2(𝑧 − ℎ𝛾) + 𝜆𝑁𝑀1 +𝑁1

]︃]︃
,

(33)

𝑟𝑘 =
1

2
(𝑎−𝑘 + 𝑎+𝑘 ), 𝑘 = 1, 2, (34)

где

𝑀1 =
𝜆

𝜆2 − 2𝜆 cos(ℎ) + 1
·

[︃
𝐺2(𝑧 + ℎ) + ℎ cos(𝑧 + ℎ)− 𝜆𝐺2(𝑧)− 𝑎−1 sin(ℎ)−

−1

4
(cos(𝑧) + 𝑧 sin(𝑧)) sin(ℎ)

]︃
− 1

4

∞∑︁
𝛾=1

𝜆𝛾 · (ℎ𝛾) · cos(𝑧 + ℎ𝛾),

(35)

𝑁1 =
𝜆

𝜆2 − 2𝜆 cos(ℎ) + 1
·

[︃
4𝑎+1 − cos(𝑧)− 𝑧 sin(𝑧)

4 cos 1
sin(ℎ) +𝐺2(𝑧 − 1− ℎ)+

+ℎ cos(𝑧 − 1− ℎ)− 𝜆𝐺2(𝑧 − 1)

]︃
− 1

4

∞∑︁
𝛾=1

𝜆𝛾 · (ℎ𝛾) · cos(𝑧 − 1− ℎ𝛾),

(36)

и 𝑝1, 𝑝2, 𝜆, 𝑎−1 , 𝑎
+
1 известные.

Отметим, что оптимальная интерполяционная формула вида (1) с коэффициента-
ми, указанными в теореме 3, точна длятригонометрических функций sin(𝑥) и cos(𝑥).

5 Численные результаты
В этом параграфе мы приводим некоторые численные результаты которые полу-

чены в работе [22]. Во-первых, при 𝑁 = 5 с помощью теоремы 3 получаем графики
коэффициентов оптимальной интерполяционной формулы

𝜙(𝑧) ∼= 𝑃𝜙(𝑧) =
5∑︁

𝛽=0

𝐶𝛽(𝑧)𝜙(ℎ𝛽), 𝑧 ∈ [0, 1],
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в случае 𝑚 = 2. Приведем графические результаты для случая 𝑁 = 5 и 𝑚 = 2,
т.е. для оптимальных коэффициентов справедливо следующее

Рис. 1 Графики коэффициентов формулы (1) при 𝑚 = 2, 𝑁 = 5.

Эти графические результаты подтверждают Замечание 2 для случая 𝑁 = 5 , т.е.
для оптимальных коэффициентов справедливы

𝐶𝛽(ℎ𝛾) = 𝛿𝛽𝛾, 𝛽, 𝛾 = 0, 1, ..., 5,

где 𝛿𝛽𝛾 — символ Кронекера.
Теперь в численных примерах интерполируем функции 𝜙1(𝑧) = 𝑧2, 𝜙2(𝑧) =

= e2𝑧 и 𝜙3(𝑧) = sin 𝑧 по оптимальной интерполяционной формуле вида (1) в случае
𝑚 = 2 и 𝑁 = 5, 10, используя теорему 3.

Рис. 2 Графики абсолютных погрешностей 𝑁 = 5 и 𝑁 = 10: |𝑧2 − 𝑃𝜙1(𝑧)|.
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Рис. 3 Графики абсолютных погрешностей 𝑁 = 5 и 𝑁 = 10: | exp(𝑧)− 𝑃𝜙2(𝑧)|.

Рис. 4 Графики абсолютных погрешностей 𝑁 = 5 и 𝑁 = 10: | sin(𝑧)− 𝑃𝜙3(𝑧)|.

Для функций 𝜙𝑖, 𝑖 = 1, 2 графики абсолютных погрешностей |𝜙𝑖(𝑧)− 𝑃𝜙𝑖
(𝑧)|, 𝑖 =

= 1, 2, приведены на рисунках 2 и 3. На этих рисунках видно, что с увеличением
значений 𝑁 абсолютные погрешности между формулами оптимальной интерполя-
ции и заданными функциями уменьшаются. Рисунок 4 показывает точность нашей
оптимальной интерполяционной формулы для функции sin(𝑥).

6 Заключение
Таким образом, в настоящей работе мы с использованием метода Соболева приво-

дили алгоритм для решений системы алгебраических уравнений для коэффициентов
интерполяционных формул вида (1). Решая систему (9)-(11) при 𝑚 = 2, мы полу-

чили явные выражение для оптимальных коэффициентов
∘
𝐶𝛽(𝑧) и с помощью этих

коэффициентов мы построили оптимальную интерполяционную формулу вида (1)
в пространстве 𝑊 (1,0)

2 (0, 1). Отметим, что оптимальная интерполяционная формула
вида (1) в пространстве 𝑊 (2,0)

2 (0, 1), точна для тригонометрических функций sin(𝑥)
и cos(𝑥).
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In spline theory, there are algebraic and variational approaches. In the algebraic
approach, splines are considered as some smooth piecewise polynomial functions. In
the variational approach, splines are understood as elements of a Hilbert or Banach
space that minimize certain functionals. Then, the problems of existence, unique-
ness, and convergence of splines and algorithms for constructing them based on the
proper properties of splines are studied. In this paper, we study the problem of con-
structing optimal interpolation formulas in a Hilbert space. Here, using the Sobolev
method, an algorithm is given for solving a system of linear algebraic equations for
the coefficients of optimal interpolation formulas. An explicit expression for the op-
timal coefficients of an interpolation formula in a Hilbert space is obtained.
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