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Режимы стохастики и хаоса допускаются в нелинейных системах «реакция-
диффузия», описывающих химико-реактивные, астрофизические, тепловые, термо-
ядерные, плазменные, эпидемиологические и демографические процессы. В рабо-
те рассматриваются эколого-медицинские системы, являющиеся непрерывными, но
исследованными в виде дискретных систем на ЭВМ с использованием конечно-
разностных методов. Даются условия существования режимов стохастики в неко-
торых эколого-медицинские моделях.
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Эколого - медицинские системы характеризуются выявлением их основных ви-
дов, причем не обязательно – одного, т.к. могут быть отнесены сразу к несколь-
ким. Такими видами, в первую очередь, относятся автономность и неавтономность
систем, их непрерывность и дискретность. Системы могут изменять свои свойства
при изменении временного аргумента начиная с микро-молекулярного уровня [5] и
до [6, 7, 15] биолого-экологического и физико-химического, а также демографическо-
го и политико-экономического уровней. В случаях, когда исследования основаны на
эмпирических данных с обработкой которых используется современные компьютер-
ные системы, область пространственных аргументов разбивается дискретным мно-
жеством точек и это всё приводит к разбиению системы на два класса: непрерывных
и дискретных. Синергетической тематике систем посвящены работы [1–4, 16].

Из цикла работ Марчука, основанных на результатах вычислительных экспери-
ментов с применением ЭВМ и анализе графиков решений изучаемых динамических
систем, составленных по результатам таких экспериментов (модели §2.2 и §2.8 из [6])
следует, что в них имеют место периодические по времени 𝑡 автоколебания. Сам
факт продолжительности наблюдений изучаемых моделей с точки зрения качествен-
ной теории динамических систем, описываемых дифференциальными уравнениями,
говорит о наличии в решениях систем таких топологических структур, как устой-
чивые предельные циклы 𝛾 и устойчивые сепаратрисные циклы ℓ Следует отметит,
что в данной работе рассматриваются эколого-медицинские системы, являющиеся
непрерывными по 𝑡, но исследованными в виде дискретных систем на ЭВМ с ис-
пользованием конечно-разностных методов.
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Рассмотрим две базовые модели хронических заболеваний [6][часть I], исходно
построенных с запаздыванием временного аргумента 𝑡, но при сделанных нами пред-
положениях что либо запаздывание аргумента 𝑡 достаточно мало, чтобы считать его
отсутствующим, так что в уравнения систем, описывающих модели, введены и ма-
лые периодические возмущения за счёт бифуцирующих параметров. Покажем, что
если имеет место только одно из этих предположений, то обнаруженные нами грубые
гомоклинические структуры {Γ𝜇} [13–15] приводят в их малой окрестности к обра-
зованию режимов стохастики [19, 20]. В работах групп Марчука [6] и Базыкина [12]
режимы стохастики не упоминались и не были исследованы.

Рассмотрим базовую модель заболеваний [6] [§2.2]

𝑑𝑉
𝑑𝑡

= (𝛽 − 𝛾𝐹 )𝑉,

𝑑𝐶
𝑑𝑡

= 𝜉 (𝑚)𝛼𝑉 (𝑡− 𝜏)𝐹 (𝑡− 𝜏)− 𝜇𝐶 (𝐶 − 𝐶*) ,

𝑑𝐹
𝑑𝑡

= 𝜌𝐶 − (𝜇𝑓 + 𝜂𝛾𝑉 )𝐹,

𝑑𝑚
𝑑𝑡

= 𝜎 − 𝜇𝑚𝑚

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(1)

где 𝑉 = 𝑉 (𝑡)− концентрация патогенных размножающихся антигенов, 𝐹 = 𝐹 (𝑡)−
концентрация антител, 𝐶 = 𝐶 (𝑡)− концентрация плазматических клеток, 𝐶*− по-
стоянный уровень плазмоклеток в здоровом организме, 𝑚 = 𝑚 (𝑡)− относительная
характеристика пораженного тела, 0 ⩽ 𝑚 ⩽ 1 и 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜌, 𝜎, 𝜇𝐶 , 𝜇𝑓 , 𝜇𝑚− неотрица-
тельные коэффициенты, 0 ⩽ 𝛼 ⩽ 1, 0 ⩽ 𝛾 ⩽ 1.

Система (1) с начальными данными 𝑉 (𝑡0) = 𝑉 0, 𝐶 (𝑡0) = 𝐶0, 𝐹 (𝑡0) = 𝐹 0,𝑚 (𝑡0) =
= 𝑚0 называется базовой моделью заболевания и описывает динамику развития па-
тогенной инфекции на фоне иммунного ответа. В системе (1) в силу независимости
величин 𝑉 и 𝐹 от времени положено

𝑉 (𝑡− 𝜏) = 𝑉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡., 𝐹 (𝑡− 𝜏) = 𝐹 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

и в этом случае система имеет тривиальное решение описывающее состояние здоро-
вого организма, то есть состояние равновесия:{︂

𝑉 = 0, 𝐶 = 𝐶*, 𝐹 = 𝐹 * =
𝜌𝐶*

𝜇𝑓

, 𝑚 = 0

}︂
,

и можно качественно анализировать систему (1) рассматривая малые возмущения
неизвестных функций от состояния равновесия пологая

𝑉 = 𝑉 , 𝐶 = 𝐶* + 𝐶, 𝐹 = 𝐹 * + 𝐹 , 𝑚 = 𝑚̄.

Из численных экспериментов, которые иллюстрирует рис. 21 из [6][§2.2] следует,
что имеют место периодическое по времени автоколебания в виде устойчивого пре-
дельного цикла. Так что можно считать отдельной системой взятые в модели из (1)
второе и третье уравнения для количества плазматических клеток 𝐶 и антител 𝐹 , в
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специальном случае приводящуюся к виду (1), в предположении отсутствия запаз-
дывания аргумента (т.е. при 𝜏 = 0 - при малом 𝐶). Тогда они в фазовом пространстве
{𝐶,𝐹} представляют подсистему

𝑑𝐶

𝑑𝑡
= −𝜇𝐶 · 𝐶 + 𝛼𝐹𝑣0,

𝑑𝐹

𝑑𝑡
= −𝜇𝑓 · 𝐹 + 𝜌𝐶 − 𝜂𝐹𝑣0

}︂
,

где 𝑣0− постоянная и имеет в начале координат изолированную особую точку типа
седло.

Если взять в качестве подсистем в системе (1) первое и третье уравнения для ко-
личества патогенных размножающихся антигенов 𝑉 и антител 𝐹 , в предположении
отсутствия запаздывания аргумента (т.е. при 𝜏 = 0 ) и считать концентрацию плаз-
матических клеток малым, тогда они в фазовом пространстве {𝑉, 𝐹} представляют
систему

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= (𝛽 − 𝛾𝐹 )𝑉,

𝑑𝐹

𝑑𝑡
= − (𝜇𝑓 + 𝜂𝛾𝑉 )𝐹

}︂
,

которая в конечной части фазового пространства {𝑉, 𝐹} имеет особые точки (0, 0)−
− типа седло и

(︁
𝛽
𝛾
,−𝜇𝑓

𝜂𝛾

)︁
− типа центр или фокус. Система на бесконечности имеет

особые точки (0, 0)− типа седло-узел,
(︁
0, 1

𝜂

)︁
− типа вырожденный узел и

(︁
𝛾
𝛽
,−𝜇𝑓

𝜂𝛽

)︁
−

типа центр или фокус.
Для образования на дуге экватора 𝑃∞, по его концам сёдел или обращённых друг

другу гиперболических областей седло-узлов, нужно иметь ряд условий из [18], в том
числе и условия на коэффициенты.

Другая базовая модель заболеваний – модель (2.8.1)-(2.8.2), описывающая модель
гематомы [6][§2.8] в переменных {𝑊,𝑇} в предположении отсутствия запаздывания
аргумента (т.е. также при 𝜏 = 0 ) имеет вид:

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝑊 − 𝑏𝑊𝑇 − 𝛼 (𝑇 − 𝑇 *) ,

𝑑𝑊

𝑑𝑡
= −𝑐𝑊𝑇

}︂
, (2)

где 𝑎, 𝑏, 𝛼, 𝑇 *− коэффициенты и бифуркация происходит при условиях: 𝑏 = 0, когда
внутри единственная особая точка - седло-узел.

В системе 𝑊− количество перерождённой крови, 𝑇− количество чужой крови.
Система в конечной части фазового пространства {𝑇,𝑊} имеет особые точки(︀

0,−𝛼𝑇 *

𝑎

)︀
− типа узел и (𝑇 *, 0)− типа седло. В случае, когда 𝑇 * → 0 эти точки

сольются в начале координат и образуют сложную особую точку типа седло-узел.
Система на бесконечности имеет особые точки (0, 0)− типа седло-узел,

(︀
0, 𝑐

𝑏

)︀
− типа

вырожденный узел и (𝑇 *, 0)− узел.
Таким образом, в модели гематомы (2) при 𝑏 = 𝑐 выполняется условие особого

типа экватора Пуанкаре 𝑃∞ [7, 8], обеспечивающих режимы быстрых и медленных
движений, т.е. уход в бесконечность за конечное время [17] в силу упрощения условий
системы, когда нет необходимости требовать малые неавтономные возмущения.

Поскольку для обоих уравнений системы выполняются условия особого типа эк-
ватора Пуанкаре, и если малые неавтономные возмущения, которые могут быть се-
зонными или почасовыми, то при переходе к неавтономным системам происходят
образование пересекающихся гомоклинических структур на стохастическом слое. Та-
ким образом модель гематомы ведёт себя во многом аналогично модели хронического
заболевания в плане образования стохастики
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Большое количество исследований основывается на полученных компьютерным
способом системах, описывающих модели экологии, хищник – жертва, популя-
ции [12–14]. Процесс «хищник-жертва» моделирует системы, близкие к системам
[12][гл.5].

Рассмотрим также дискретную систему

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑡
= 𝑓 1 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑟𝑖) + 𝑑𝑥 (𝑥𝑖−1 − 2𝑥𝑖 + 𝑥𝑖+1) ,

𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑡

= 𝑓 2 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑟𝑖) + 𝑑𝑦 (𝑦𝑖−1 − 2𝑦𝑖 + 𝑦𝑖+1)

⎫⎬⎭ , (3)

𝑖 =

{︂
1, 𝑛− 1;
1, 2, ...;

где

𝑥𝑖 = 𝑥 (𝑟𝑖, 𝑡) , 𝑦𝑖 = 𝑦 (𝑟𝑖, 𝑡) , 𝑟𝑖 = 𝑖ℎ, 𝑑𝑥 =
𝐷𝑥

ℎ2
, 𝑑𝑦 =

𝐷𝑦

ℎ2
, ℎ =

𝑙

𝑛
,

в 𝑙 <∞ и 𝑓 1,2 непрерывные по своим переменным функции.
В случае диффузионных экологических систем каждые подсистемы системы (3)

при конкретном 𝑖 можно принять [4, 9] модели динамики в отдельных элементарных
объемах, взаимодействие которых зависит от 𝑓 1,2 с полным внутренним перемешива-
нием внутри каждого объема, когда существует диффузия в случае миграции меж-
ду соседними объемами. 𝜙1,2, 𝜓1,2 характеризуют миграционный поток на внешней
границе при всех 𝑖 для системы (3). Возможна миграционная интерпретация, ис-
пользуемая также для социальных систем. Предположим, есть область 𝐺 в которой
имеют место периодические движения для системы (3) и имеет сепаратрисный цикл
ℓ ∈ 𝐺 {𝑥𝑖, 𝑦𝑖} , проходящую через одно или несколько седел в 𝐺 {𝑥𝑖, 𝑦𝑖} .

Тогда в системе

𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝑓 1 (𝑥0, 𝑦0, 0) + [𝑥0 + ℎ𝜙1 (𝑥0, 𝑦0)]

𝑑𝑦1
𝑑𝑡

= 𝑓 2 (𝑥0, 𝑦0, 0) + [𝑦0 + ℎ𝜙2 (𝑥0, 𝑦0)]

⎫⎬⎭ ,

на первом слое сетки {𝑥1, 𝑦1, 𝑟1} стохастический режим по 𝑡.
Аналогичные результаты имеют место и для последующих слоев вплоть до по-

следнего, где
𝑑𝑥𝑛−1

𝑑𝑡
= 𝑓 1 (𝑥𝑛, 𝑦𝑛, 0)− [𝑥𝑛 + ℎ𝜓1 (𝑥𝑛, 𝑦𝑛)]

𝑑𝑦𝑛−1

𝑑𝑡
= 𝑓 2 (𝑥𝑛, 𝑦𝑛, 0)− [𝑦𝑛 + ℎ𝜓2 (𝑥𝑛, 𝑦𝑛)]

⎫⎬⎭ .

Следует отметить, что конечно-разностные дискретные модели и системы рас-
сматривались также в циклах работ [9–11].
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Профессор
ИСРАИЛОВ МАРУФ ИСРАИЛОВИЧ

(к 90-летию со дня рождения)

Маруф Исраилович Исраилов – известный ученый-математик, доктор физико-
математических наук, профессор, крупный специалист в области теории чисел и
вычислительной математики.

М.И. Исраилов родился 27 апреля 1934 года в городе Самарканде в семье ре-
месленника. В 1951 году с отличием окончив среднюю школу №16 г. Самарканда,
поступил на физико-математический факультет Самаркандского государственного
университета, который успешно окончил в 1956 г. С 1958 по 1961 годы проходил обу-
чение в аспирантуре Института математики им. В.И. Романовского под руководством
профессора Н.П. Романова. В 1966 году защитил кандидатскую диссертацию на тему
«Проблема Тарри для быстрорастущих слагаемых и ее приложение к изучению эр-
годических сумм». В 1974 году М.И. Исраилову присвоено звание старшего научного
сотрудника. В 1986 году М.И. Исраилов защитил докторскую диссертацию на тему
«Асимптотические и точные формулы для аддитивных задач с растущим числом
слагаемых», а в 1989 году получил звание профессора по специальности «Вычисли-
тельная математика».

После окончании аспирантуры М.И. Исраилов работал младшим научным со-
трудником в Вычислительном центре Института математики АН РУз, затем с 1966
г. – старшим научным сотрудником. С 1976 года работал на должности заведующе-
го лабораторией «Теория приближенного интегрирования» Института кибернетики
с вычислительным центром. С 1984 г. и до 1995 г. – являлся заведующим отделом
«Вычислительные методы» Института математики АН РУз. В том же 1995 году
М.И. Исраилов приступил к работе в Самаркандском государственном университете
в качестве заведующего кафедрой вычислительной математики.

Профессор М.И. Исраилов имел широкий диапазон научных интересов. Его глу-
бокие исследования в областях аддитивных задач, построения общих арифметиче-



ских ортогональных и биортогональных систем в гильбертовых пространствах; на-
хождения числа решений различных классов диофантовых уравнений, оценке три-
гонометрических сумм; построения оптимальных квадратурных и кубатурных фор-
мул в различных функциональных пространствах, а также приближенного решения
регулярных и сингулярных интегральных уравнений внесли существенный вклад в
развитие теории чисел и вычислительной математики. Результаты его работ успешно
применяются в многочисленных прикладных задачах.

М.И. Исраилов впервые исследовал проблему Тарри для общих числовых после-
довательностей и применил к изучению эргодических сумм. Здесь он также решил
известную проблему венгерского математика П. Эрдеша (об оценке снизу максимума
модуля многочленов на единичной окружности) в обобщенной и уточненной поста-
новке. М.И. Исраилову принадлежит всестороннее исследование аддитивных задач
с растущим числом слагаемых. Он получил асимптотические разложения в пробле-
ме Варинга с полиномиальными слагаемыми и в диофантовой системе Гильберта-
Камке.

Им также найдена точная формула для числа решений линейных диофантовых
уравнений общего вида. Эта формула нашла применение в теории инвариантных
кубатурных формул академика С.Л.ЁСоболева и позволила сильно упростить иссле-
дование и построение таких формул на поверхности многомерных сфер и шаров.

Маруф Исраилович также внес существенный вклад в применение теоретико-
числовых методов и методов сплайн-функций в вычислительной математике. Им
построены оптимальные квадратурные и кубатурные формулы сингулярных инте-
гралов с ядрами Гильберта и Коши, найдены приближенно-аналитические решения
систем одномерных и многомерных интегральных уравнений с ядрами Фредгольма,
Гильберта и Коши. Найдены оценки погрешности в различных часто встречающих-
ся пространствах функций. Эти результаты имеют многочисленные применения в
прикладных задачах, в частности в аэродинамике и гидродинамике. Характерной
особенностью этого цикла исследований является новизна постановок задач и раз-
работка новых методов их решения.

Отдельные результаты исследований М.И. Исраилова по теории дзета-функции
Римана и проблеме делителей Дирихле вызвали большой резонанс среди специали-
стов за пределами нашей страны.

В Маруфе Исраиловиче гармонично сочетались способности крупного ученого,
талантливого педагога и умелого руководителя крупных научных исследований. Он
успешно сочетал плодотворную научную и научно-организаторскую деятельность с
большой педагогической и общественной деятельностью. С 1967 г. М.И. Исраилов
читал общие и специальные курсы на факультете прикладной математики Ташкент-
ского государственного университета, а с 1995 по 2003 годы – в Самаркандском
государственном университете, где до конца жизни продолжал активную научно-
педагогическую деятельность в качестве почетного профессора-консультанта.

М.И. Исраилов с 1972 г. являлся членом двух специализированных советов по
защите кандидатских и докторских диссертаций. С 1967 по 1995 годы руководил ра-
ботой организованного им городского научного семинара «Применение теории чисел
в вычислительной математике» при Институте кибернетики АН РУз и Институте
математики АН РУз, а с 1995 года руководил научным семинаром «Приближенные
методы высшего анализа» в СамГУ.

Работая в крупнейших ВУЗах и НИИ республики, Маруф Исраилович подготовил
десятки учеников, успешно работающих в различных сферах экономики республи-



ки, в странах ближнего и дальнего зарубежья. М.И. Исраилов руководил работами
магистрантов, аспирантов и докторантов. Под его руководством защищены более 10
кандидатских диссертаций, он способствовал защите трех докторских диссертаций.
С 1993 г. М.И. Исраилов со своими докторантами, аспирантами и студентами вёл
научные исследования в рамках проектов, имеющих фундаментальное значение и
широкое прикладное применение.

Обычно будущих ученых Маруф Исраилович привлекал к науке со студенческой
скамьи. Более того, он с аспирантских лет активно участвовал в поиске и формиро-
вании юных математических дарований в системе школьного образования. Будучи
аспирантом и молодым ученым М.И. Исраилов преподавал в специализированной
физико-математической школе №82 города Ташкента, организованной академиком
В.К. Кабуловым. Многие ученики М.И. Исраилова из этой школы стали в последу-
ющем докторами наук и известными специалистами в своих отраслях. Подготовку
математиков со школьной скамьи профессор М.И. Исраилов продолжил в физико-
математическом лицее г. Самарканда, учащиеся которого регулярно занимали при-
зовые места на различных международных математических олимпиадах. На про-
тяжении всей педагогической деятельности своими научно-популярными статьями
в энциклопедиях, в различных общественных и молодежных изданиях, ряде теле-
передач М.И. Исраилов умело и выверено формировал математическую культуру
мышления у молодежи.

М.И. Исраилов – автор более 160 научных, 40 научно-популярных работ. Около
50 его научных статей опубликованы в авторитетных изданиях ближнего и дальнего
зарубежья. Профессор М.И. Исраилов является автором широко известного двухтом-
ного учебника по вычислительной математике «Хисоблаш методлари». Данная книга
является единственным учебником подобного типа на узбекском языке и принята в
качестве основного в ведущих университетах Узбекистана. Этот учебник написан
на основе оригинальных лекций М.И. Исраилова, которые он читал на протяжении
40 лет в Национальном университете Узбекистана, Самаркандском государственном
университете, на семинарах в Институте математики АН РУз. Также результатом
многолетнего чтения лекций стал учебник по теории чисел «Сонлар назарияси» в
соавторстве с профессором А. Солеевым.

М.И. Исраилов и его ученики участвовали с докладами во многих международ-
ных научных форумах. Он принимал участие в Международном конгрессе матема-
тиков, Всемирном конгрессе общества Бернулли и других. Был одним из активных
организаторов всех международных конференций по теории кубатурных формул,
проводимых в Узбекистане. Профессор М.И. Исраилов до последних дней оставался
активным участником ежегодной Международной научно-практической конферен-
ции «Инновация». Являясь одним из бессменных руководителей секции «Математи-
ка. Математическое моделирование», М.И. Исраилов поддерживал высокий уровень
научных изысканий и докладов конференции. М.И. Исраилов был членом редкол-
легии сборника «Вопросы вычислительной и прикладной математики», а также от-
ветственным редактором сборников по вычислительной математике, выпускаемых в
Институте математики АН РУз. А с 2001 года являлся членом редколлегии сбор-
ника научных статей Международной конференции «Инновация». Являлся членом
Американского математического общества и экспертом международного журнала
«Mathematical Reviews».

Маруфе Исраилович неоднократно награждался почетными грамотами Академии
наук Республики Узбекистан.



В знак признания весомого многолетнего вклада профессора М.И. Исраилов в
развитие математической науки и подготовку высококвалифицированных кадров в
2009 году Национальным университетом Узбекистана была проведена республикан-
ская научная конференция «Вычислительные технологии и математическое модели-
рование», посвященная его 75-летию. В 2013 году проведен научный семинар «Про-
фессор М.И. Исраилов и развитие прикладной математики в Узбекистане», в 2014
году состоялась научно-техническая конференция «Прикладная математика и ин-
формационная безопасность», посвященная 80-летию учёного. В текущем 2024 году
в связи с 90-летием профессора М.И. Исраилова в НУУз организован международ-
ный научный семинар «Вычислительные модели и технологии (СМТ2024)».

Созданная профессором М.И. Исраиловым научная школа по численным мето-
дам и в настоящее время продолжает продуктивно функционировать. Ученики и
последователи Маруфа Исраиловича сегодня успешно работают в различных сфе-
рах и отраслях экономики нашей республики и за рубежом, продолжая дело своего
Устоза-учителя.

Редакционная коллегия журнала «Проблемы вычислительной и при-
кладной математики» посвящает данный специальный выпуск светлой па-
мяти профессора Маруфа Исраиловича Исраилова – выдающегося учёно-
го, талантливого педагога, заботливого наставника и замечательного че-
ловека, который навсегда останется в памяти друзей, коллег и учеников.
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