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В работе рассмотрен процесс фильтрации водной и нефтяной фаз с учетом де-
формации пористой среды, вскрытым системой добывающих скважин. Скважины
сгруппированы в ряды. Предполагаем, что нефть и вода несжимаемы и в нефтя-
ной скважине устанавливалось постоянное давление. Предложена квазиодномерная
математическая модель процесса. В модели использовался закон Дарси для опреде-
ления скорости фильтрации, случаи, когда изменение пористости линейно, а изме-
нение проницаемости линейно от пластового давления, а также рассмотрены законы
экспоненциальной зависимости и законы зависимости пористости. Дебиты жидко-
сти, нефти и воды, а также нефтяные доли рассчитаны для различных законов
изменения проницаемости пласта. С помощью предложенной модели проанализи-
ровано влияние деформации среды на гидродинамические параметры. Задача ре-
шалась численно методом крупных частиц. Ввиду нелинейности модели при ее ап-
проксимации использовалась линеаризация. На основании полученных результатов
изучено влияние деформации пористой среды на пластовое давление, пористость,
проницаемость, нефтенасыщенность и добычу нефти. Согласно полученным резуль-
татам, увеличение сжимаемости среды приводит к резкому снижению пористости
и проницаемости в призабойной зоне. Это замедляет процесс снижения пластового
давления. По мере увеличения сжимаемости среды нефтенасыщенность увеличива-
ется. При относительно низких значениях сжимаемости среды его уменьшение сна-
чала приводит к незначительному увеличению добычи нефти, а затем к ее резкому
снижению, тогда как при относительно высоких значениях добыча увеличивается
равномерно. Установлено, что доли нефти в добываемых жидкостях снижается с
увеличением сжимаемости среды. По мере снижения давления на забое скважины
снижается проницаемость и пористость среды, увеличивается нефтенасыщенность
и доли нефти в добываемых флюидах.
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1 Введение
Моделирование течения жидкости с учетом деформации среды является одной из

актуальных прикладных задач механики жидкости и газа. В частности, определе-
ние деформационного состояния фильтрации жидкости в скважины в неоднородной
среде [1]. Совместное рассмотрение течения жидкости и деформации пористых сред
очень важно для биомедицины [4], нефтяной промышленности [3], нефтеперерабаты-
вающей промышленности [4], геотехнологии [5], водоочистки [2, 4] и технологии новой
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энергетики [2], зависящие от крупномасштабных геологических и биологических про-
цессов. Кроме того, существуют экологические проблемы, в том числе загрязнение
подземных вод в результате развития нефтяной промышленности. Это загрязнение
очень трудно обнаружить. Для его определения необходимо моделировать фильтра-
цию многофазных жидкостей в пористых средах вместе с деформацией среды [3].

Несмотря на интенсивные попытки многофазного моделирования с учетом дефор-
мации среды, многие фундаментальные физические, математические и вычислитель-
ные проблемы до сих пор остаются нерешенными [6]. Задачи такого типа моделиру-
ются с помощью системы дифференциальных уравнений, включающей уравнение
баланса сил и законы сохранения массы. Из-за сложности этих систем уравнений
аналитических решений нет; поэтому в большинстве случаев используются числен-
ные методы [7–9].

В [10] процесс трехфазного течения двух сжимаемых жидкостей в деформируемой
пористой среде моделируется с помощью симметричной гиперболической термоди-
намически совместимой (ВТСС) системы.

Модель процесса двухфазного течения в гибридных системах, содержащих обла-
сти, свободные от твердой фазы, и деформируемую пористую матрицу рассматрива-
лась в [11].

В [12] предложена нелинейная модель течения смеси сжимаемых жидкостей в по-
ристых средах с конечными деформациями и тепловыми эффектами. В [1] процесс
фильтрации жидкости в трансверсально-изотропной деформируемой среде модели-
руется методом конечных элементов. При этом анализировалось влияние пластового
давления на изменение проницаемости среды. В [13] предложен новый метод оцен-
ки изменения проницаемости пористой среды в результате изменения пластового
давления с использованием аналитического и численного моделирования. В ней ана-
литическим методом изучено влияние изменения давления на проницаемость среды,
затем численными методами определены диагностические признаки изменения про-
ницаемости в результате изменения давления пластовой зоны и проверены оценки,
полученные в результате решения обратной задачи.

Обратные задачи для уравнений упругопластической фильтрации жидкостей в
режимах снижения и восстановления давления в пористой среде решались методом
идентификации параметров и детерминированных моментов [14]. В [15] процесс мно-
гофазного течения моделировался с учетом деформации среды.

В [16] рассмотрена математическая модель процесса многофазной фильтрации в
деформируемых пористых средах без учета внешнего воздействия. Данная задача
решена с использованием метода крупных частиц и полученные результаты подверг-
нуты численному анализу.

В данной работе моделировался процесс фильтрации нефтяной и водной фаз в
деформируемой пористой среде с учетом внешнего воздействия. Для решения ис-
пользовался метод крупных частиц. Изучена зависимость свойств пористой среды
от пластового давления, влияние деформации среды на процесс двухфазной филь-
трации, влияние деформации среды и изменения пластового давления на добычу
нефти.

2 Постановка задачи
Рассмотрим фильтрацию нефти и воды в элементе однородного деформируемого

нефтяного пласта, вскрытым системой добывающих скважин. Скважины сгруппи-
рованы в ряды. Предполагаем, что нефть и вода несжимаемы. Квазиодномерную
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математическую модель процесса фильтрации в этой системе можно представить
следующим образом

𝐴
𝜕

𝜕𝑡
(𝑚𝜌𝑜𝑠𝑜) +

𝜕 (𝐴𝜌𝑜𝑢𝑜)

𝜕𝑥
= 𝐴

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑄𝑜𝑘𝛿𝑘; (1)

𝐴
𝜕

𝜕𝑡
(𝑚𝜌𝑤𝑆𝑤) +

𝜕 (𝐴𝜌𝑤𝑢𝑤)

𝜕𝑥
= 𝐴

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑄𝑤𝑘𝛿𝑘, (2)

где 𝑠𝑜 – насыщенность порового пространства нефтью; 𝜌𝑜 – плотность нефти; 𝑚 –
пористость; 𝑢𝑜 – скорость нефтяной фазы; 𝑠𝑤 – насыщенность порового пространства
водой; 𝜌𝑤 – плотность воды; 𝑢𝑤 – фазовая скорость воды; 𝐴 = 𝑏(𝑥) ·𝐻(𝑥) – сечение
элемента; 𝑏(𝑥) – ширина элемента; 𝐻(𝑥) – мощность коллектора; 𝛿𝑘 = 𝛿 (𝑥− 𝑥𝑘) –
дельта-функция Дирака; 𝑄𝑜𝑘 = 𝑞𝑜𝑘

𝑉
и 𝑄𝑤𝑘 = 𝑞𝑤𝑘

𝑉
; 𝑞𝑜𝑘, 𝑞𝑤𝑘 – дебеты нефти и воды,

приведенные к стандартным условиям ряда 𝑘; 𝑉 = 𝐴 · 𝐿 – объем элемента; 𝐿 –
расстояние элемента; 𝑘 – номер ряда скважины; 𝑛 – количество рядов.

Скорость фильтрации определяется по закону Дарси [17]

𝑢𝑜 = −𝐾𝑘𝑜
𝜇𝑜

𝜕𝑝

𝜕𝑥
; (3)

𝑢𝑤 = −𝐾𝑘𝑤
𝜇𝑤

𝜕𝑝

𝜕𝑥
. (4)

Пористость изменяется согласно следующему закону [18]

𝑚 = 𝑚0 + 𝛽𝑚 (𝑝− 𝑝0) . (5)

Зависимость абсолютной проницаемости от пористости аналогично [18]:

𝐾 = 𝐾0

(︂
𝑚

𝑚0

)︂𝑑

. (6)

Зависимость абсолютной проницаемости от давления может быть выражена с
помощью следующих соотношений [17]

𝐾 = 𝐾0 [1− 𝑎𝐾 (𝑝0 − 𝑝)] (7)

или
𝐾 = 𝐾0𝑒

𝑎𝐾(𝑝0−𝑝). (8)

Относительные проницаемости для нефтяной и водной фаз [15]

𝑘𝑜 =

{︃(︁
1−𝑠𝑤
1−𝑠𝑤𝐸

)︁
, 𝑠𝑤 > 𝑠𝑤𝐸;

1, 𝑠𝑤 ⩽ 𝑠𝑤𝐸;

(9)

𝑘𝑤 =

{︃(︁
𝑠𝑤−𝑠𝑤𝐸

1−𝑠𝑤𝐸

)︁
, 𝑠𝑤 > 𝑠𝑤𝐸;

0, 𝑠𝑤 ⩽ 𝑠𝑤𝐸.

(10)
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Очевидное равенство для насыщенностей

𝑆𝑜 + 𝑆𝑤 = 1, (11)

где 𝑝 – пластовое давление; 𝐾 – абсолютная проницаемость; 𝑎𝐾 – коэффициент из-
менения проницаемости; 𝑘𝑜, 𝑘𝑤 – относительные фазовые проницаемости, 𝜇𝑜, 𝜇𝑤 –
вязкости нефти и воды; 𝑚0 – пористость при 𝑝 = 𝑝0; 𝛽𝑚 – коэффициент упругости
пласта; 𝑝0 – начальное давление пласта; 𝑑 – константа; 𝐾0 – начальная абсолютная
проницаемость; 𝑠𝑤𝐸 – остаточная водонасыщенность.

Дебеты фаз определяются по следующим формулам

𝑞𝑜𝑘 = 𝑞𝑘𝜙𝑜𝑘; (12)

𝑞𝑤𝑘 = 𝑞𝑘𝜙𝑤𝑘, (13)

где 𝑞𝑘 – дебет добывающей скважины 𝑘-го ряда

𝑞𝑘 =
2𝜋Δ𝑧𝑘
ln 𝑟𝑐𝑘

𝑟𝑘𝑘

[︂
𝑘𝑤

∫︁ 𝑝𝑐𝑘

𝑝𝑘𝐾

𝐾𝑘(𝑝)

𝜇𝑤

𝑑𝑝+ 𝑘𝑜

∫︁ 𝑝𝑐𝑘

𝑝𝑘𝐾

𝐾𝑘(𝑝)

𝜇𝑜

𝑑𝑝

]︂
; (14)

𝜙𝑜𝑘 =
𝑘𝑜
𝜇𝑜

[︁
𝑘𝑜
𝜇𝑜

+ 𝑘𝑤
𝜇𝑤

]︁−1

;

𝜙𝑤𝑘 = 1− 𝜙𝑜𝑘;
(15)

𝜙𝑜𝑘, 𝜙𝑤𝑘 – доли фаз; 𝐾𝑘,Δ𝑧𝑘 – проницаемость и толщина внутренней области 𝑘-го
ряда; 𝑘𝑜 и 𝑘𝑤 – усредненные относительные проницаемости; 𝑝𝑘𝑘 – давление на контуре;
𝑝𝑐𝑘 – давление на скважине; 𝑟𝑐𝑘 и 𝑟𝑘𝑘 – радиусы скважины и контура питания.

Начальные условия

𝑝(𝑥, 0) = 𝑝0, 𝑠𝑜(𝑥, 0) = 𝑠𝑜, 𝑠𝑤(𝑥, 0) = 𝑠𝑤; (16)

граничные условия на добывающих скважинах

𝑝 (𝑥𝑘, 𝑡) = 𝑝𝑘(𝑡); (17)

граничные условия на границе

𝜕𝑝(0, 𝑡)

𝜕𝑥
= 0;

𝜕𝑝(𝐿, 𝑡)

𝜕𝑥
= 0. (18)

Из (14) при (6) получим

𝑘𝛼

∫︁ 𝑝𝑐𝑘

𝑝𝑘𝑘

𝐾𝑘(𝑝)

𝜇𝛼

𝑑𝑝 =
𝑘𝛼
𝜇𝛼

∫︁ 𝑝𝑐𝑘

𝑝𝑘𝑘

(𝐾𝑘)0

(︂
𝑚

𝑚0

)︂𝑑

𝑑𝑝 =

=
(𝐾𝑘)0 𝑘𝛼

𝜇𝛼 (𝑚0)
𝑑

∫︁ 𝑝𝑐𝑘

𝑝𝑘𝑘

(𝑚0 + 𝛽𝑚 (𝑝− 𝑝0))
𝑑 𝑑𝑝 =

= − (𝐾𝑘)0 𝑘𝛼

𝜇𝛼 (𝑚0)
𝑑

∫︁ 𝑝𝑘𝑘

𝑝𝑐𝑘

(𝑚0 + 𝛽𝑚 (𝑝− 𝑝0))
𝑑 𝑑𝑝 =

= − (𝐾𝑘)0 𝑘𝛼

(𝑑+ 1) · 𝛽𝑚𝜇𝛼 (𝑚0)
𝑑

[︂
(𝑚0 + 𝛽𝑚 (𝑝− 𝑝0))

𝑑+1
⃒⃒⃒𝑝=𝑝𝑘𝑘

𝑝=𝑝𝑐𝑘
=

− (𝐾𝑘)0 𝑘𝛼

(𝑑+ 1) · 𝛽𝑚𝜇𝛼 (𝑚0)
𝑑

[︁
(𝑚0 + 𝛽𝑚 (𝑝𝑘𝑘 − 𝑝0))

𝑑+1 − (𝑚0 + 𝛽𝑚 (𝑝𝑐𝑘 − 𝑝0))
𝑑+1
]︁



66 Бурнашев В.Ф., Кайтаров З.Д.

отсюда

𝑞𝑘 = −2𝜋Δ𝑧𝑘
ln 𝑟𝑐𝑘

𝑟𝑘𝐾

[︃
𝑘𝑤 (𝐾𝑘)0

(𝑑+ 1) · 𝛽𝑚𝜇𝑤 (𝑚0)
𝑑
×

×
[︁
(𝑚0 + 𝛽𝑚 (𝑝𝑘𝑘 − 𝑝0))

𝑑+1 − (𝑚0 + 𝛽𝑚 (𝑝𝑐𝑘 − 𝑝0))
𝑑+1
]︁
+

+
𝑘𝑜 (𝐾𝑘)0

(𝑑+ 1) · 𝛽𝑚𝜇𝑜 (𝑚0)
𝑑

[︁
(𝑚0 + 𝛽𝑚 (𝑝𝑘𝑘 − 𝑝0))

𝑑+1 − (𝑚0 + 𝛽𝑚 (𝑝𝑐𝑘 − 𝑝0))
𝑑+1
]︁]︃

.

(19)

При использовании (7) из (14) получим∫︁ 𝑝𝑐𝑘

𝑝𝑘𝑘

𝐾𝑘(𝑝)𝑑𝑝 =

∫︁ 𝑝𝑐𝑘

𝑝𝑘𝑘

(𝐾𝑘)0 [1− 𝑎𝐾 (𝑝0 − 𝑝)] 𝑑𝑝 = (𝐾𝑘)0

∫︁ 𝑝𝑐𝑘

𝑝𝑘𝑘

(1− 𝑎𝐾𝑝0 + 𝑎𝐾𝑝) 𝑑𝑝 =

= (𝐾𝑘)0

(︂
𝑝− 𝑎𝐾𝑝0𝑝+ 𝑎𝐾

𝑝2

2

)︂⃒⃒⃒⃒𝑝𝑐𝑘
𝑝𝑘𝑘

= − (𝐾𝑘)0

(︂
𝑝− 𝑎𝐾𝑝0𝑝+ 𝑎𝐾

𝑝2

2

)︂⃒⃒⃒⃒𝑝𝑘𝑘
𝑝𝑐𝑘

=

= − (𝐾𝑘)0

[︂(︂
𝑝𝑘𝑘 − 𝑎𝐾𝑝0𝑝𝑘𝑘 + 𝑎𝐾

𝑝2𝑘𝑘
2

)︂
−
(︂
𝑝𝑐𝑘 − 𝑎𝐾𝑝0𝑝𝑐𝑘 + 𝑎𝐾

𝑝2𝑐𝑘
2

)︂]︂
=

= − (𝐾𝑘)0

[︁
(𝑝𝑘𝑘 − 𝑝𝑐𝑘)− 𝑎𝐾𝑝0 (𝑝𝑘𝑘 − 𝑝𝑐𝑘) +

𝑎𝐾
2

(︀
𝑝2𝑘𝑘 − 𝑝2𝑐𝑘

)︀]︁
=

= − (𝐾𝑘)0

[︁
(𝑝𝑘𝑘 − 𝑝𝑐𝑘)

(︁
1− 𝑎𝐾𝑝0 +

𝑎𝐾
2

(𝑝𝑘𝑘 + 𝑝𝑐𝑘)
)︁]︁

=

= (𝐾𝑘)0

[︁
(𝑝𝑐𝑘 − 𝑝𝑘𝑘)

(︁
1− 𝑎𝐾𝑝0 +

𝑎𝐾
2

(𝑝𝑘𝑘 + 𝑝𝑐𝑘)
)︁]︁

;

𝑞𝑛𝑘 =
2𝜋Δ𝑧𝑘
ln 𝑟𝑐𝑘

𝑟𝑘𝑘

[︂
𝑘𝑤

∫︁ 𝑝𝑐𝑐

𝑝𝑘𝑘

𝐾𝑘(𝑝)

𝜇𝑤

𝑑𝑝+ 𝑘𝑜

∫︁ 𝑝𝑐𝑘

𝑝𝑘𝑘

𝐾𝑘(𝑝)

𝜇𝑜

𝑑𝑝

]︂
=

=
2𝜋Δ𝑧𝑘
ln 𝑟𝑐𝑘

𝑟𝑘𝐾

[︂
𝑘𝑤 (𝐾𝑘)0

𝜇𝑤

· (𝑝𝑐𝑘 − 𝑝𝑘𝑘)
(︁
1− 𝑎𝐾𝑝0 +

𝑎𝐾
2

(𝑝𝑘𝑘 + 𝑝𝑐𝑘)
)︁
+

+
𝑘𝑜 (𝐾𝑘)0

𝜇𝑜

(𝑝𝑐𝑘 − 𝑝𝑘𝑘)
(︁
1− 𝑎𝐾𝑝0 +

𝑎𝐾
2

(𝑝𝑘𝑘 + 𝑝𝑐𝑘)
)︁]︂

.

(20)

При использовании (8) из (14) получим∫︁ 𝑝𝑐𝑘

𝑝𝑘𝑘

𝐾𝑘(𝑝)𝑑𝑝 =

∫︁ 𝑝𝑐𝑘

𝑝𝑘𝑘

(𝐾𝑘)0 𝑒
𝑎𝐾(𝑝0−𝑝)𝑑𝑝 = (𝐾𝑘)0

∫︁ 𝑝𝑐𝑘

𝑝𝑘𝑘

𝑒𝑎𝐾(𝑝0−𝑝)𝑑𝑝 =

= − (𝐾𝑘)0
𝑎𝐾

(︀
𝑒𝑎𝐾(𝑝0−𝑝)

)︀⃒⃒⃒⃒𝑝𝑐𝑘
𝑝𝑘𝑘

=
(𝐾𝑘)0
𝑎𝐾

(︀
𝑒𝑎𝐾(𝑝0−𝑝)

)︀𝑝𝑘𝑘
𝑝𝑐𝑘

=

=
(𝐾𝑘)0
𝑎𝐾

(︀
𝑒𝑎𝐾(𝑝0−𝑝𝑘𝑘) − 𝑒𝑎𝐾(𝑝0−𝑝𝑐𝑘)

)︀
.

Отсюда

𝑞𝑛𝑘 =
2𝜋Δ𝑧𝑘
ln 𝑟𝑐𝑘

𝑟𝑘𝑘

[︂
𝑘𝑤

∫︁ 𝑝𝑐𝑘

𝑝𝑘𝑘

𝐾𝑘(𝑝)

𝜇𝑤

𝑑𝑝+ 𝑘𝑜

∫︁ 𝑝𝑐𝑘

𝑝𝑘𝑘

𝐾𝑘(𝑝)

𝜇𝑜

𝑑𝑝

]︂
=

=
2𝜋Δ𝑧𝑘
ln 𝑟𝑐𝑘

𝑟𝑘𝑘

[︂
𝑘𝑤 (𝐾𝑘)0
𝜇𝑤 · 𝑎𝐾

·
(︀
𝑒𝑎𝐾(𝑝0−𝑝𝑘𝑘) − 𝑒𝑎𝐾(𝑝0−𝑝𝑐𝑘)

)︀
+

+
𝑘𝑜 (𝐾𝑘)0
𝜇𝑜 · 𝑎𝐾

(︀
𝑒𝑎𝐾(𝑝0−𝑝𝑘𝑘) − 𝑒𝑎𝐾(𝑝0−𝑝𝑐𝑘)

)︀]︂
.

(21)
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Полагаем 𝜌𝑜 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 и 𝜌𝑤 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, тогда уравнение (1) и (2) примут вид

𝐴
𝜕

𝜕𝑡
(𝑚𝑠𝑜) +

𝜕 (𝐴𝑢𝑜)

𝜕𝑥
=

𝐴

𝜌𝑜

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑞𝑜𝑘𝛿𝑘; (22)

𝐴
𝜕

𝜕𝑡
(𝑚𝑠𝑤) +

𝜕 (𝐴𝑢𝑤)

𝜕𝑥
=

𝐴

𝜌𝑤

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑞𝑤𝑘𝛿𝑘. (23)

Сложив уравнения (22) и (23), получим следующее

𝐴
𝜕

𝜕𝑡
(𝑚𝑠𝑜 +𝑚𝑠𝑤) +

𝜕

𝜕𝑥
[𝐴 (𝑢𝑜 + 𝑢𝑤)] =

(︂
𝐴

𝜌𝑜
+

𝐴

𝜌𝑤

)︂ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝑞𝑘𝛿𝑘, (24)

где 𝑞𝑘 = 𝑞𝑜𝑘 + 𝑞𝑤𝑘.
В соответствии с равенством (9), (24) примет вид

𝐴
𝜕𝑚

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥
(𝐴 (𝑢𝑜 + 𝑢𝑤)) =

(︂
𝐴

𝜌𝑜
+

𝐴

𝜌𝑤

)︂ 𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑞𝑘) 𝛿𝑘. (25)

Согласно (4) и (5), (25) примет вид

𝐴𝛽𝑀
𝜕𝑝

𝜕𝑡
− 𝜕

𝜕𝑥

[︂
𝐴𝐾

(︂
𝑘𝑜
𝜇𝑜

+
𝑘𝑤
𝜇𝑤

)︂
𝜕𝑝

𝜕𝑥

]︂
=

(︂
𝐴

𝜌𝑜
+

𝐴

𝜌𝑤

)︂ 𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑞𝑘) 𝛿𝑘. (26)

Полагая 𝐴 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, запишем (26) в следующем виде

𝛽𝑀
𝜕𝑝

𝜕𝑡
− 𝜕

𝜕𝑥

[︂
𝐾

(︂
𝑘𝑜
𝜇𝑜

+
𝑘𝑤
𝜇𝑤

)︂
𝜕𝑝

𝜕𝑥

]︂
=

(︂
1

𝜌𝑜
+

1

𝜌𝑤

)︂ 𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑞𝑘) 𝛿𝑘. (27)

Для решения уравнения (27) используем начальные и граничные условия

𝑝(𝑥, 0) = 𝑝0, 𝑠𝑜(𝑥, 0) = 𝑠*𝑜, 𝑠𝑤(𝑥, 0) = 𝑠*𝑤; (28)

𝜕𝑝(0, 𝑡)

𝜕𝑥
= 0;

𝜕𝑝(𝐿, 𝑡)

𝜕𝑥
= 0; (29)

𝑝 (𝑥𝑘, 𝑡) = 𝑝*𝑘(𝑡). (30)

3 Метод решения
Для решения задачи (1)-(18) воспользуемся методом крупных частиц [20]. Для

этого введем эйлерову сетку

Ω𝑡ℎ =

{︂
𝑡𝑗+1 = 𝑡𝑗 + 𝜏, 𝑗 = 0,𝑀 − 1; 𝑗 =

𝑇

𝑀
;𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 + ℎ, 𝑖 = 0, 𝑁 − 1, 𝑖 =

𝐿

𝑁

}︂
. (31)

где ℎ – шаг сетки по пространству; 𝜏 – шаг сетки во времени; 𝑁 – количество узлов
по пространству; 𝑀 – количество узлов во времени; 𝐿 – расстояние в пространстве;
𝑇 – максимальное рассматриваемое время.

Алгоритм метода разделен на три этапа.
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Этап 1. Аппроксимируем уравнение (27)

𝛽𝑚
𝑝∼𝑖 − 𝑝𝑗𝑖

𝜏
=

1

ℎ2

{︃[︂
𝐾

(︂
𝑘0
𝜇0

+
𝑘𝑤
𝜇𝑤

)︂]︂𝑗
𝑖+ 1

2

· 𝑝∼𝑖+1−

−

{︃[︂
𝐾

(︂
𝑘0
𝜇0

+
𝑘𝑤
𝜇𝑤

)︂]︂
𝑖+ 1

2

+

[︂
𝐾

(︂
𝑘0
𝜇0

+
𝑘𝑤
𝜇𝑤

)︂]︂
𝑖− 1

2

}︃
· 𝑝∼𝑖 +

+

[︂
𝐾

(︂
𝑘0
𝜇0

+
𝑘𝑤
𝜇𝑤

)︂]︂𝑗
𝑖− 1

2

· 𝑝∼𝑖−1

}︃
+

(︂
1

𝜌𝑜
+

1

𝜌𝑤

)︂ 𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑞𝑘)
𝑗 𝛿𝑘.

(32)

Запишем систему линейных алгебраических уравнений (32) в следующем виде

𝐵𝑖 · 𝑝∼𝑖−1 − 𝐶𝑖 · 𝑝∼𝑖 +𝐷𝑖 · ˜𝑝𝑖+1 = −𝐹𝑖; (33)

где

𝐵𝑖 =
𝜏

𝛽𝑚ℎ2

[︂
𝐾

(︂
𝑘0
𝜇0

+
𝑘𝑤
𝜇𝑤

)︂]︂𝑗
𝑖− 1

2

;

𝐶𝑖 = 1 +
𝜏

𝛽𝑚ℎ2

{︃[︂
𝐾

(︂
𝑘0
𝜇0

+
𝑘𝑤
𝜇𝑤

)︂]︂𝑗
𝑖− 1

2

+

[︂
𝐾

(︂
𝑘0
𝜇0

+
𝑘𝑤
𝜇𝑤

)︂]︂𝑗
𝑖+ 1

2

}︃
;

𝐷𝑖 =
𝜏

𝛽𝑚ℎ2

[︂
𝐾

(︂
𝑘0
𝜇0

+
𝑘𝑤
𝜇𝑤

)︂]︂𝑘
𝑖+ 1

2

;

𝐹𝑖 = 𝑝𝑗𝑖 −
(︂

1

𝜌𝑜
+

1

𝜌𝑤

)︂(︃ 𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑞𝑘) 𝛿𝑘

)︃𝑗

𝑖

.

Систему трехдиагональных линейных уравнений (31) решаем методом прогонки
[20]. Прогоночные коэффициенты определяются следующей образом⎧⎪⎨⎪⎩

𝛼𝑖+1 =
𝐶𝑖

𝐵𝑖−𝐴𝑖𝛼𝑖
, 𝑖 = 1, 𝑁 ;

𝛽𝑖+1 =
𝐹𝑖+𝐴𝑖·𝛽𝑖

𝐵𝑖−𝐴𝑖𝛼𝑖
, 𝑖 = 1, 𝑁.

(34)

Определяем давление с помощью найденных коэффициентов следующим образом

𝑝∼𝑖 = 𝛼𝑖+1 · ˜𝑝𝑖+1 + 𝛽𝑖+1. (35)

Из граничных условий находим

𝛼1 = 1; 𝛽1 = 0;

𝑝∼𝑁 =
𝛽𝑁

1− 𝛼𝑁

;

𝑝𝑗𝐿𝑘
= 𝑝*𝑘.

Скорости фильтрации фаз определяются выражений следующим образом

(𝑢𝑜)
∼
𝑖+ 1

2
= −

(︂
𝐾𝑘𝑜
𝜇𝑜

)︂∼

𝑖

𝑝∼𝑖 − 𝑝∼𝑖+1

ℎ
; (𝑢𝑤)

∼
𝑖+ 1

2
= −

(︂
𝐾𝑘𝑤
𝜇𝑤

)︂∼

𝑖

𝑝∼𝑖 − 𝑝∼𝑖+1

ℎ
. (36)
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Этап 2. Находятся значения пористости и насыщенности фаз на текущем вре-
менном слое.

𝑚𝑗+1
𝑖 = 𝑚0 + 𝛽𝑚 (𝑝∼𝑖 − 𝑝0) ; (37)

(𝑠𝑜)
𝑗+1
𝑖 =

1

𝑚𝑗+1
𝑖

[︃
𝑚𝑗+1

𝑖 (𝑠𝑜)
𝑗
𝑖 +

(𝑢𝑜)𝑖−1/2 − (𝑢𝑜)
∼
𝑖+1/2

ℎ
𝜏+

𝜏 ·
(︂

1

𝜌𝑜
+

1

𝜌𝑤

)︂ 𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑞𝑜𝑘)
𝑗 𝛿𝑘

]︃
;

(38)

(𝑠𝑤)
𝑗+1
𝑖 =

1

𝑚𝑗+1
𝑖

[︃
𝑚𝑗+1

𝑖 (𝑠𝑤)
𝑗
𝑖 +

(𝑢𝑤)
∼
𝑖−1/2 − (𝑢𝑤)

∼
𝑖+1/2

ℎ
𝜏+

𝜏 ·
(︂

1

𝜌𝑜
+

1

𝜌𝑤

)︂ 𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑞𝑤𝑘)
𝑗 𝛿𝑘

]︃
;

(39)

(𝑘𝑜)
𝑗+1
𝑖 =

{︃(︁
1−(𝑠𝑤)𝑗+1

𝑖

1−𝑠𝑤𝐸

)︁
, 𝑠𝑤 > 𝑠𝑤𝐸;

1, 𝑠𝑤 ⩽ 𝑠𝑤𝐸;

(40)

(𝑘𝑤)
𝑗+1
𝑖 =

{︃(︁
(𝑠𝑤)𝑗+1

𝑖 −𝑠𝑤𝐸

1−𝑠𝑤𝐸

)︁
, 𝑠𝑤 > 𝑠𝑤𝐸;

0, 𝑠𝑤 ⩽ 𝑠𝑤𝐸.

(41)

Этап 3. На этом этапе рассчитываем проницаемость пласта и дебет.
Различные зависимости для абсолютной проницаемости

𝐾𝑗+1
𝑖 = 𝐾0

(︃
𝑚𝑗+1

𝑖

𝑚0

)︃𝑑

; (42)

𝐾𝑗+1
𝑖 = 𝐾0

[︀
1− 𝑎𝐾

(︀
𝑝0 − 𝑝𝑗+1

𝑖

)︀]︀
; (43)

𝐾𝑗+1
𝑖 = 𝐾0𝑒

𝑎𝐾(𝑝0−𝑝𝑗+1
𝑖 ). (44)

Аппроксимируем соотношения (12)-(15)
– дебет нефтяной фазы

(𝑞𝑜)
𝑗+1
𝑘 = 𝑞𝑗+1

𝑘 (𝜙𝑜)
𝑗+1
𝑘 ;

– дебет водной фазы

(𝑞𝑤)
𝑗+1
𝑘 = 𝑞𝑗+1

𝑘 (𝜙𝑤)
𝑗+1
𝑘 ;

– дебет добывающей скважины 𝑘-го ряда

𝑞𝑗+1
𝑘 = −2𝜋Δ𝑧𝑘

ln 𝑟𝑐𝑘
𝑟𝑘𝐾

[︃
𝑘𝑤𝐾0

(𝑑+ 1) · 𝛽𝑚𝜇𝑤 (𝑚0)
𝑑

[︁(︀
𝑚0 + 𝛽𝑚

(︀
𝑝𝑗+1
𝑘𝑘 − 𝑝0

)︀)︀𝑑+1 −

(︀
𝑚0 + 𝛽𝑚

(︀
𝑝𝑗+1
𝑐𝑘 − 𝑝0

)︀)︀𝑑+1
]︁
+

𝑘𝑜𝐾0

(𝑑+ 1) · 𝛽𝑚𝜇𝑜 (𝑚0)
𝑑

[︁(︀
𝑚0 + 𝛽𝑚

(︀
𝑝𝑗+1
𝑘𝑘 − 𝑝0

)︀)︀𝑑+1 −(︀
𝑚0 + 𝛽𝑚

(︀
𝑝𝑗+1
𝑐𝑘 − 𝑝0

)︀)︀𝑑+1
]︁]︁

, 𝑘 = 1, 2;
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𝑞𝑗+1
𝑘 =

2𝜋Δ𝑧𝑘
ln 𝑟𝑐𝑘

𝑟𝑘𝐾

[︂
𝑘𝑤 (𝐾𝑘)0

𝜇𝑤

·
(︀
𝑝𝑐𝑘

𝑗+1 − 𝑝𝑘𝑘
𝑗+1
)︀ (︁

1− 𝑎𝐾𝑝0 +
𝑎𝐾
2

(︀
𝑝𝑘𝑘

𝑗+1 + 𝑝𝑐𝑘
𝑗+1
)︀)︁

+

+
𝑘𝑜 (𝐾𝑘)0

𝜇𝑜

(︀
𝑝𝑐𝑘

𝑗+1 − 𝑝𝑘𝑘
𝑗+1
)︀ (︁

1− 𝑎𝐾𝑝0 +
𝑎𝐾
2

(︀
𝑝𝑘𝑘

𝑗+1 + 𝑝𝑐𝑘
𝑗+1
)︀)︁]︂

или

𝑞𝑗+1
𝑘 =

2𝜋Δ𝑧𝑘
ln 𝑟𝑐𝐾

𝑟𝑘𝐾

×

×
[︂
𝑘𝑤 (𝐾𝑘)0
𝜇𝑤 · 𝑎𝐾

·
(︁
𝑒𝑎𝐾(𝑝0−𝑝𝑘𝑘

𝑗+1) − 𝑒𝑎𝐾(𝑝0−𝑝𝑐𝑘
𝑗+1)
)︁
+

+
𝑘𝑜 (𝐾𝑘)0
𝜇𝑜 · 𝑎𝐾

(︁
𝑒𝑎𝐾(𝑝0−𝑝𝑘𝑘

𝑗+1) − 𝑒𝑎𝐾(𝑝0−𝑝𝑐𝑘
𝑗+1)
)︁]︂

;

– доля нефтяной фазы в потоке

(𝜙𝑜)
𝑗+1
𝑘 =

(𝑘𝑜)
𝑗+1
𝑘

𝜇𝑜

[︃
(𝑘𝑜)

𝑗+1
𝑘

𝜇𝑜

+
(𝑘𝑤)

𝑗+1
𝑘

𝜇𝑤

]︃−1

;

– доля водной фазы в потоке

(𝜙𝑤)
𝑗+1
𝑘 = 1− (𝜙𝑜)

𝑗+1
𝑘 .

После получения значений необходимых параметров переходим к следующему
временному слою и так далее.

4 Результаты и обсуждение

Для исследования напряженно-деформированного состояния насыщенной пори-
стой среды были проведены вычислительные эксперименты при следующих значе-
ниях параметров:
𝑚0 = 0, 3; 𝐾0 = 4, 8 · 10−15 м2; (𝑠𝑜)0 = 0, 6; (𝑠𝑤)0 = 0, 4; 𝑝0 = 106 Па; 𝑝0 = 106 Па;
𝑝*𝑘 = 9 · 105 Па; 𝜇𝑜 = 1, 3 · 10−3 Па · 𝑐; 𝜇𝑤 = 1, 768 · 10−3 Па · 𝑐; 𝛽𝑚 = 10−8 Па−1;
𝑥𝑘 = 90(2𝑘 − 1); Δ𝑧𝑘 = 10 м; 𝑟𝑐𝑘 = 0, 1 м; 𝑟𝑘𝑘 = 90 м; 𝑛 = 2; 𝑘 = 1, 2.

На рис. 1 представлены профили распределения давления для различных зна-
чений коэффициента сжимаемости среды. Из графиков видно, что с уменьшением
значения 𝛽𝑚 пластовое давление снижается быстрее.

На рис. 2 представлено влияние изменения коэффициента сжимаемости среды
на пористость пласта. По результатам было замечено, что увеличение значения 𝛽𝑚

приводит к резкому снижению пористости в призабойной зоне. Из рис. 3 видно, что
изменение коэффициента сжимаемости среды оказывает существенное влияние на
абсолютную проницаемость пласта, причем в призабойной зоне проницаемость резко
снижается при больших значениях 𝛽𝑚



Математическая модель двухфазной фильтрации в пористой среде . . . 71

Рис. 1 Влияние сжимаемости среды на распределение давления

Рис. 2 Влияние коэффициента сжимаемости на пористость среды
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Рис. 3 Влияние изменения коэффициента сжимаемости на проницаемость

Рис. 4 Влияние сжимаемости среды на нефтенасыщенность
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На рис. 4 показана нефтенасыщенность для различных значений коэффициента
сжимаемости среды. Замечено, что увеличение значения коэффициента сжимаемо-
сти приводит к значительному увеличению нефтенасыщенности призабойной зоны.

На рис. 5 представлена динамика дебета нефтяных скважин, дебетов по нефте и
воде, а также доли нефтяной фазы при различных значениях 𝛽𝑚.

Из полученных результатов можно сделать вывод, что с уменьшением сжимаемо-
сти коэффициента, наблюдалось, что дебет нефтяных скважин, дебет воды и нефти
увеличивались. По мере увеличения значения 𝛽𝑚 доля нефти в среде увеличивается.

Рис. 5 Влияние сжимаемости среды на дебет жидкостей и долю нефтяной фазы

На рис. 6, в отличие от рис. 5, динамика дебета нефтяных скважин, дебета неф-
ти и воды, доли нефтяной фазы в среде представлена при разных значениях 𝛽𝑚. В
результате дебет нефтяных скважин увеличится. незначительно в течение рассмат-
риваемых 30 дней.

Поскольку доля нефти сначала резко возросла, а затем этот рост замедлился,
то мы можем наблюдать тот же процесс и по дебету нефти. Напротив, дебет воды
сначала резко снижается, а затем это снижение замедляется.

В отличие от результатов, представленных на рис. 5 , количество добываемой
жидкости увеличивается по мере уменьшения значения 𝛽𝑚 при уменьшении доли
нефти.

На рисунках 7-10 показаны профили пористости, проницаемости и нефтенасы-
щенности при различных забойных давлениях. При снижении забойного давления
наблюдалось значительное снижение пористости и проницаемости, при этом нефте-
насыщенность значительно возрастала. Эти изменения особенно заметны в приза-
бойной зоне.
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Рис. 6 Влияние сжимаемости среды на дебет жидкостей и долю нефтяной фазы

Рис. 7 Влияние изменения забойного давления на пластовое давление



Математическая модель двухфазной фильтрации в пористой среде . . . 75

Рис. 8 Влияние изменения забойного давления на пористость

Рис. 9 Влияние изменения забойного давления на проницаемость среды
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Рис. 10 Влияние изменения забойного давления на нефтенасыщенность

Рис. 11 Влияние изменения забойного давления на дебет жидкостей и долю нефтяной фазы
( 𝛽𝑚 = 5 · 10−8 )
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Рис. 12 Влияние изменения забойного давления на дебет жидкостей и долю нефтяной фазы
( 𝛽𝑚 = 8 · 10−9

)︀
.

На рис. 11 представлены графики изменения дебета жидкости, нефти, воды и
доли нефти при различных забойных давлениях и при 𝛽𝑚 = 5 · 10−8Π𝑎−1. Согласно
полученным результатам, по мере снижения пластового давления дебет жидкости,
нефти и воды увеличивается, а также увеличивается доля нефти. При 𝛽𝑚 = 5 ·
·10−8Π𝑎−1 наблюдалось увеличение дебета жидкости и нефти, а дебет воды снизился.

На рис. 12 представлены графики изменения дебета жидкости, нефти, воды и
доли нефти при различных забойных давлениях при 𝛽𝑚 = 8 · 10−9Π𝑎−1. Согласно
полученным результатам, по мере снижения пластового давления дебет жидкости,
нефти и воды увеличивается, а также по времени увеличивается доли нефти. При
𝛽𝑚 = 8 · 10−9Π𝑎−1 наблюдалось, что при полученных значениях пластового давления
дебет жидкости и нефти сначала увеличивался, а затем уменьшался, а дебет воды
за рассматриваемый период снижался.

5 Заключение
В данной работе математически смоделирован процесс двухфазной фильтрации

в деформируемой пористой среде. Задача решалась численно методом крупных ча-
стиц. На основании полученных результатов изучено влияние сжимаемости среды
на пластовое давление, пористость, проницаемость, нефтенасыщенность и добычу
нефти.

Согласно полученным результатам, увеличение сжимаемости среды приводит к
резкому снижению пористости и проницаемости среды в призабойной зоне. В ре-
зультате процесс снижения пластового давления замедляется. Нефтенасыщенность
увеличивается с увеличением сжимаемости среды. При относительно низких зна-
чениях коэффициента сжимаемости среды при его уменьшении наблюдалось, что
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добыча нефти сначала незначительно увеличивались, а затем резко снижались, а
при относительно больших значениях увеличивались равномерно.

Выявлено, что доля нефти в добываемых жидкостях уменьшалась с увеличени-
ем сжимаемости среды. С уменьшением забойного давления проницаемость и пори-
стость среды снижались, а нефтенасыщенность и доля нефти в добываемых жидко-
стях увеличивались.
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The work considers the process of filtration of water and oil phases, taking into ac-
count the deformation of the porous medium, opened by a system of production wells.
The wells are grouped in rows. We assume that oil and water are incompressible and
constant pressure was established in the oil well. A quasi-one-dimensional mathematical
model of the process is proposed. The model used Darcy’s law to determine the filtration
velocity, cases where the change in porosity is linear and the change in permeability is
linear with reservoir pressure, and also considered the laws of exponential dependence
and the laws of porosity dependence. Liquid, oil and water flow rates, as well as oil
fractions, are calculated for various laws of changes in formation permeability. Using the
proposed model, the influence of medium deformation on hydrodynamic parameters was
analyzed. The problem was solved numerically using the large particle method. Due
to the nonlinearity of the model, linearization was used in its approximation. Based on
the results obtained, the effect of deformation of a porous medium on reservoir pressure,
porosity, permeability, oil saturation and oil production was studied. According to the
results obtained, an increase in the compressibility of the medium leads to a sharp de-
crease in porosity and permeability in the bottomhole zone. This slows down the process
of reducing reservoir pressure. As the compressibility of the medium increases, oil sat-
uration increases. At relatively low values of medium compressibility, its decrease first
leads to a slight increase in oil production, and then to its sharp decrease, while at rel-
atively high values, production increases evenly. It has been established that the share
of oil in produced fluids decreases with increasing compressibility of the medium. As the
pressure at the bottomhole xone decreases, the permeability and porosity of the medium
decreases, the oil saturation and the proportion of oil in the produced fluids increase.
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