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В данной статье представлены численная модель и алгоритм расчета решения за-

дачи двумерной фильтрации нефти в пористой среде, в которой изменение значения

проницаемости при изменении пластового давления в процессе двумерной фильтра-

ции нефти в пористой среде анализируется с помощью численной, 2D и 3D графики.

В рассматриваемом процессе зависимость проводимости от давления определялась

по двум различным расчетным формулам при малых и больших изменениях дав-

ления в слое, а уравнение решалось методом прогонки на основе схемы изменения

направлений. При этом разработан алгоритм параллельного расчета для случая,

когда расчет ведется в двух одинаковых направлениях Х, противоположных друг

другу, представлен сравнительный анализ времени, затраченного на последователь-

ный и параллельный расчеты, а также приводится общее описание процесса.
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1 Введение
Исследования процесса фильтрации нефти в пористых средах показали, что в

результате интенсивной эксплуатации галлерей скважин в глубоких зонах уровень
нефтеотдачи пластовых систем снижается. В то же время это должно быть реали-
зовано в методах расчета, используемых при математическом моделировании этих
процессов на основе таких уравнений. Для решения подобных задач необходимо
создавать адекватные математические модели разработки нефтяных месторожде-
ний, эффективные алгоритмы расчета основных показателей и использовать при их
применении высокопроизводительные вычислительные системы. Несомненно, такие
эффективные алгоритмы расчета играют важную роль при исследовании процес-
са фильтрации нефти в пористых средах и его основных параметров. Традиционный
метод моделирования фильтрации жидкости в вертикальных и горизонтальных сква-
жинах предполагает учет проницаемости постоянного пласта в процессе их фильтра-
ции. Однако по мере уменьшения объемов добычи порода-коллектор расширяется,
что приводит к изменению проницаемости пласта. Результаты показывают, что при
оптимальных значениях проводимости резкое снижение давления не приводит к уве-
личению производительности. Кроме того, анализируется несколько математических
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моделей проницаемости, зависящих от давления, чтобы оценить, как пластовое дав-
ление влияет на соответствие проницаемости, и доступны корреляции для поиска
оптимальных значений падения пластового давления во время добычи. [1]

Турецкий ученый Йылмаз одним из первых в своих научных исследованиях упо-
мянул о связи между проницаемостью и пластовым давлением. В частности, в своем
исследовании он ввел термин «совместимость по проницаемости», который рассмат-
ривает изменение проницаемости как функцию перепада давления в пласте, как по-
казано в уравнении (1).

𝛾 =
1

𝑘

(︂
𝛿𝑘

𝛿𝑝𝑝

)︂
, (1)

здесь, 𝛾 – совместимость проводимости; 𝑘 – проницаемость породы, 𝜓−1 [2].
Известно, что при фильтрации однофазных жидкостей можно определить про-

ницаемость пласта по текущим значениям давления в скважинах. Класс сплайн-
функций используется для построения и решения обратной задачи по определению
поля проницаемости в уравнениях фильтрации жидкости. В этом случае задача иден-
тификации сводится к задаче минимизации функции невязки, которая имеет вид
суммы квадратов разности значений давления, известных по измерениям в сква-
жинах и полученных с помощью численного расчета. В модели функция невязки
минимизируется с использованием метода Левенберга-Марквардта. [3]

Созданы расчетные алгоритмы для объяснения результатов гидродинамических
исследований горизонтальных скважин на основе методов регулирования, которые
позволяют оценивать анизотропию пласта, пластовое давление, учитывать зависи-
мость проницаемости пласта от давления. В отличие от графических аналитических
методов, этот подход не требует определения режимов течения. [4]

Во всех вышеперечисленных процессах строилось аналитическое решение реша-
емой задачи и проводились вычислительные эксперименты простым последователь-
ным методом расчета. Следует отметить, что одним из основных аспектов этих подхо-
дов является более быстрое достижение результата за счет экономии времени, необ-
ходимого для расчета. С этой точки зрения хороший эффект даст применение к
данному типу задач современных достижений информационных технологий, то есть
методов и алгоритмов параллельных вычислений.

Процессы фильтрации в пористых средах нефтяных месторождений весьма слож-
ны и в целом характеризуются следующими особенностями: процесс выражается
дифференциальными уравнениями в частных производных и не может быть решен
аналитически; коэффициенты дифференциального уравнения зависят от перемен-
ных времени и пространственных координат; неоднородность проводимости и емко-
сти слоя; значение коэффициента пористости в слое имеет в отдельных зонах разные
значения и т.д. Это, в свою очередь, приводит к сложности решения конкретной кра-
евой задачи [8–10].

2 Математическая модель
Математическая модель процесса нестационарной фильтрации нефти в пористой

среде с учетом этих особенностей базируется на следующих предположениях:
∙ ширина, длина и пористость рассматриваемого пласта нефти в 𝐿𝑥, 𝐿𝑦 𝑚;
∙ начальное пластовое давление 𝑃𝐻 ;
∙ сумма дебета от нефтяных скважин 𝑄;
∙ движение нефти в пористой среде линейно и подчиняется линейному закону

Дарси;
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∙ свойства нефти не меняется со временем.
Процесс решения задач фильтрации жидкостей и газов в неоднородных пористых

средах с переменным коэффициентом тесно связан с исследованиями средствами
компьютерного моделирования и разработкой методов математического моделиро-
вания реальных объектов.

Неоднородность нефтяного пласта по коэффициенту проницаемости или его из-
менение в зависимости от давления пласта несколько усложняет процесс расчета и
анализ результатов. Это, в свою очередь, требует замены существующей математи-
ческой модели на адекватную и соответственно усовершенствованную.

Рассмотрим следующую квазилинейную математическую модель, в которой ко-
эффициент проницаемости фильтрации нефти в пористой среде неоднороден и зави-
сит от пластового давления. [11, 14, 17]

𝛽𝜇ℎ
𝜕𝑃

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑘ℎ
𝜕𝑃

𝜕𝑥

)︂
+

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝑘ℎ
𝜕𝑃

𝜕𝑦

)︂
−𝑄, 0 < 𝑥 < 𝐿𝑥; 0 < 𝑦 < 𝐿𝑦. (2)

Здесь мы предполагаем, что коэффициент проницаемости зависит от переменных
𝑥, 𝑦 и функции давления.

Многочисленные вычислительные эксперименты показывают, что коэффициенты
пористости и проницаемости зависят от изменения пластового давления, а изменение
давления приводит к значительным изменениям их значений. При этом коэффициент
проницаемости сильно меняется по отношению к коэффициенту пористости [19].

Для коэффициента проницаемости при малых изменениях давления в пласте
можно получить следующую линейную зависимость:

𝑘 = 𝑘0 [1− 𝑎𝐾 (𝑃𝐻 − 𝑃 )] . (3)

При большом изменении давления можно получить следующую экспонентальную
зависимость

𝑘 = 𝑘0𝑒
−𝑎𝐾(𝑃𝐻−𝑃 ). (4)

Здесь
𝑎𝑘 – коэффициент по механическим свойствам слоя можно получить между [0,001;

0,0025];
𝑘0 – начальный коэффициент проницаемости;
𝑃 – величина давления, подлежащая определению.
(2) математическая модель решается при следующих начальных и граничных

условиях:
𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑃𝐻 (𝑥, 𝑦) , 𝑡 = 0, (5)⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

−𝑘ℎ
𝜇

𝜕𝑃

𝜕𝑥
= 𝜉 (𝑃𝐴 − 𝑃 ) , 𝑥 = 0;

𝑘ℎ

𝜇

𝜕𝑃

𝜕𝑥
= 𝜉 (𝑃𝐴 − 𝑃 ) , 𝑥 = 𝐿𝑥;

−𝑘ℎ
𝜇

𝜕𝑃

𝜕𝑦
= 𝜉 (𝑃𝐴 − 𝑃 ) , 𝑦 = 0;

𝑘ℎ

𝜇

𝜕𝑃

𝜕𝑦
= 𝜉 (𝑃𝐴 − 𝑃 ) , 𝑦 = 𝐿𝑦.

(6)

∫︁
𝑠𝑖𝑞

𝑘ℎ

𝜇

𝜕𝑃

𝜕𝑛
𝑑𝑠 = −𝑞𝑖𝑞 , (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑠𝑖𝑞 , 𝑖𝑞 = 1, 𝑁 𝑞, (7)

𝑄 =

𝑁𝑞∑︁
𝑖,𝑗=1

𝛿𝑖,𝑗𝑞𝑖,𝑗.
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Здесь 𝑃𝐴 – давление на границе; 𝜇 – динамическая вязкость нефта; 𝑘 – коэф-
фициент проницаемости слоя; ℎ – мощность слоя; 𝛽 – коэффициент эластичности
слоя, 𝛽 = 𝑚 · 𝛽𝑁 + 𝛽𝑀 ; 𝛽𝑁 – коэффициент сжатия нефта; 𝛽𝑀 – коэффициент сжима-
емости среды; 𝑞𝑖𝑞 – 𝑖𝑞 – й дебет скважины; 𝜉 – параметр, который переводит задачу
в размерное состояние; 𝑠𝑖𝑞 – 𝑖𝑞 – контур скважины; 𝑁𝑞 – количество скважин; 𝑚 –
коэффициент пористости; 𝛿 – Функция Дирака.

Для решения краевой задачи (2)-(7) методом конечных разностей введем следу-
ющие безразмерные переменные:

𝑃 * = 𝑃/𝑃𝐻 ; 𝑥* = 𝑥/𝐿𝑥; 𝑦* = 𝑦/𝐿𝑦;

𝑘* = 𝑘/𝑘0; 𝜏 =
𝑘0𝑡

𝛽𝜇𝐿𝑥𝐿𝑦

; 𝑞* =
𝑞𝜇

𝜋𝑘0𝑃0ℎ0
; 𝜉* = 𝜉

𝐿

𝑘𝑥ℎ𝑥
.

Здесь 𝑃𝐻 – характеристическое значение давления;
𝑘0 – характеристическое значение, наибольшее значение проницаемости пласта;
𝐿 – характерная длина.
Для удобства мы оставляем символ «*» в уравнении. Тогда в безразмерных пе-

ременных задача (2)-(7) записывается следующим образом:⎧⎪⎨⎪⎩ℎ
𝜕𝑃

𝜕𝜏
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑘ℎ
𝜕𝑃

𝜕𝑥

)︂
+

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝑘ℎ
𝜕𝑃

𝜕𝑦

)︂
−

𝑛𝑞∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖 𝛿(𝑥− 𝑥𝑖, 𝑦 − 𝑦𝑖)

𝑘 = 𝑘0 [1− 𝑎𝐾 (𝑃𝐻 − 𝑃 )] , 𝑘 = 𝑘0𝑒
−𝑎𝐾(𝑃𝐻−𝑃 ).

(8)

𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑃𝐻 (𝑥, 𝑦) , 𝑡 = 0, (9)⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−𝑘ℎ
𝜇

𝜕𝑃

𝜕𝑥
= 𝜉 (𝑃𝐴 − 𝑃 ) , 𝑥 = 0;

𝑘ℎ

𝜇

𝜕𝑃

𝜕𝑥
= 𝜉 (𝑃𝐴 − 𝑃 ) , 𝑥 = 1;

−𝑘ℎ
𝜇

𝜕𝑃

𝜕𝑦
= 𝜉 (𝑃𝐴 − 𝑃 ) , 𝑦 = 0;

𝑘ℎ

𝜇

𝜕𝑃

𝜕𝑦
= 𝜉 (𝑃𝐴 − 𝑃 ) , 𝑦 = 1.

(10)

Эта безразмерная краевая задача (8)-(10) решается методом конечных разностей
с использованием поперечной непрозрачной схемы.

3 Построение дискретной модели
Для численного решения краевой задачи (8)-(10) построим следующую квадрат-

ную дискретную сеточную область:

Ω𝑥𝑦𝜏 =
{︁
(𝑥𝑖 = 𝑖∆𝑥, 𝑦𝑗 = 𝑗∆𝑦, 𝜏𝑙 = 𝑙∆𝜏) ; 𝑖 = 1, 𝑁 ; 𝑗 = 1, 𝑁, 𝑙 = 0, 𝑁 𝜏 , ∆𝜏 = 1

𝑁𝜏

}︁
.

Здесь Ω𝑥𝑦𝜏 – сетка дискретного поля; ∆𝑥 – Шаг по Ox оси; ∆𝑦 – Шаг по 𝑂𝑦 оси;
∆𝜏 – шаг времени; 𝑙 – временной слой; 𝑁 – количество точек (нечетное число).

В этой области для построения конечно-разностной задачи используется ал-
горитмическая идея схемы неявных переменных направлений (схема продольно-
поперечной) [10, 12]. В этом случае переход от 𝑙 – го временного слоя к 𝑙 + 1 – слою
в процессе расчета осуществляется в два этапа по 0.5∆𝜏 шагов. В результате при-
веденное выше уравнение (8) приходит к последовательному решению двух систем
конечно-разностных уравнений. Тогда эти уравнения можно записать в следующем



22 Равшанов Н., Неъматов А., Исмаилов Ш.

виде для внутренних узлов временного слоя 𝑙 + 0, 5 и 𝑙 + 1 [5, 7, 12]

ℎ𝑖,𝑗
𝑃

(𝑙+1/2)
𝑖,𝑗 −𝑃

(𝑙)
𝑖,𝑗,𝑟

Δ𝜏/2
=

=
ℎ𝑖−0.5,𝑗𝑘𝑖−0.5,𝑗𝑃

(𝑙+1/2)
𝑖−1,𝑗 −(ℎ𝑖−0.5,𝑗𝑘𝑖−0.5,𝑗+ℎ𝑖+0.5,𝑗𝑘𝑖+0.5,𝑗)𝑃

(𝑙+1/2)
𝑖,𝑗 +ℎ𝑖+0.5,𝑗𝑘𝑖+0.5,𝑗𝑃

(𝑙+1/2)
𝑖+1,𝑗

Δ𝑥2 +

+
ℎ𝑖,𝑗−0.5𝑘𝑖,𝑗−0.5𝑃

(𝑙)
𝑖,𝑗−1,𝑟−(ℎ𝑖,𝑗−0.5𝑘𝑖,𝑗−0.5+ℎ𝑖,𝑗+0.5𝑘𝑖,𝑗+0.5)𝑃

(𝑙)
𝑖,𝑗 +ℎ𝑖,𝑗+0.5𝑘𝑖,𝑗+0.5𝑃

(𝑙)
𝑖,𝑗+1

Δ𝑦2
− 𝛿𝑖,𝑗𝑞𝑖,𝑗,

𝑘𝑖,𝑗 = 𝑘0 𝑖,𝑗

[︁
1− 𝑎𝐾

(︁
𝑃,𝑖,𝑗 − 𝑃

(𝑙)
𝑖,𝑗

)︁]︁
, или 𝑘𝑖,𝑗 = 𝑘0 𝑖,𝑗𝑒

−𝑎𝐾

(︁
𝑃,𝑖,𝑗−𝑃

(𝑙)
𝑖,𝑗

)︁
,

ℎ𝑖,𝑗
𝑃

(𝑙+1)
𝑖,𝑗 −𝑃

(𝑙+1/2)
𝑖,𝑗

Δ𝜏/2
=

=
ℎ𝑖−0.5,𝑗𝑘𝑖−0.5,𝑗𝑃

(𝑙+1/2)
𝑖−1,𝑗 −(ℎ𝑖−0.5,𝑗𝑘𝑖−0.5,𝑗+ℎ𝑖+0.5,𝑗𝑘𝑖+0.5,𝑗)𝑃

(𝑙+1/2)
𝑖,𝑗 +ℎ𝑖+0.5,𝑗𝑘𝑖+0.5,𝑗𝑃

(𝑙+1/2)
𝑖+1,𝑗

Δ𝑥2 +

+
ℎ𝑖,𝑗−0.5𝑘𝑖,𝑗−0.5𝑃

(𝑙+1)
𝑖,𝑗−1−(ℎ𝑖,𝑗−0.5𝑘𝑖,𝑗−0.5+ℎ𝑖,𝑗+0.5𝑘𝑖,𝑗+0.5)𝑃

(𝑙+1)
𝑖,𝑗 +ℎ𝑖,𝑗+0.5𝑘𝑖,𝑗+0.5𝑃

(𝑙+1)
𝑖,𝑗+1

Δ𝑦2
− 𝛿𝑖,𝑗𝑞𝑖,𝑗,

𝑘𝑖,𝑗 = 𝑘0 𝑖,𝑗

[︁
1− 𝑎𝐾

(︁
𝑃,𝑖,𝑗 − 𝑃

(𝑙+0.5)
𝑖,𝑗

)︁]︁
, или 𝑘𝑖,𝑗 = 𝑘0 𝑖,𝑗𝑒

−𝑎𝐾

(︁
𝑃,𝑖,𝑗−𝑃

(𝑙+0.5)
𝑖,𝑗

)︁
.

Чтобы вычислить значение давления 𝑃 𝑙+1/2
𝑖,𝑗 в каждой точке с достаточной точно-

стью в слое 𝑙+ 1/2 – времени, решим следующую систему трехточечных уравнений,
используя приведенное выше граничное условие (9) [12–14, 23]:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

−𝑔0𝑗 (3− 2∆𝑥𝐿𝜉)𝑃
(𝑙+1/2)
0,𝑗 − 4𝑃

(𝑙+1/2)
1,𝑗 + 𝑃

(𝑙+1/2)
2,𝑗 = −2∆𝑥𝐿𝜉𝑃𝐴,

𝑎𝑖𝑃
(𝑙+1/2)
𝑖−1,𝑗 − 𝑏𝑖𝑃

(𝑙+1/2)
𝑖,𝑗 + 𝑐𝑖𝑃

(𝑙+1/2)
𝑖+1,𝑗 = −𝑑𝑖 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑁 − 1,

𝑔𝑁,𝑗 (3− 2∆𝑥𝐿𝜉)𝑃
(𝑙+1/2)
𝑁,𝑗 − 4𝑃

(𝑙+1/2)
𝑁−1,𝑗 + 𝑃

(𝑙+1/2)
𝑁−2,𝑗 = 2∆𝑥𝐿𝜉𝑃𝐴.

(11)

Здесь

𝑎𝑖 = ℎ𝑖−0.5,𝑗𝑘𝑖−0.5,𝑗,

𝑏𝑖 = ℎ𝑖−0.5,𝑗𝑘𝑖−0.5,𝑗 + ℎ𝑖+0.5,𝑗𝑘𝑖+0.5,𝑗 +
∆𝑥2

∆𝜏/2
, 𝑐𝑖 = ℎ𝑖+0.5,𝑗𝑘𝑖+0.5,𝑗,

𝑑𝑖 =
∆𝑥2

∆𝑦2

[︁
ℎ𝑖,𝑗−0.5𝑘𝑖,𝑗−0.5𝑃

(𝑙)
𝑖,𝑗−1−

− (ℎ𝑖,𝑗−0.5𝑘𝑖,𝑗−0.5 + ℎ𝑖,𝑗+0.5𝑘𝑖,𝑗+0.5)𝑃
(𝑙)
𝑖,𝑗 + ℎ𝑖,𝑗+0.5𝑘𝑖,𝑗+0.5 𝑃

(𝑙)
𝑖,𝑗+1

]︁
+

+
∆𝑥2

∆𝜏/2
𝑃

(𝑙)
𝑖,𝑗 −∆𝑥2𝛿𝑖,𝑗𝑞𝑖,𝑗,

𝑘𝑖,𝑗 = 𝑘0 𝑖,𝑗

[︁
1− 𝑎𝐾

(︁
𝑃

(0)
𝑖,𝑗 − 𝑃

(𝑙)
𝑖,𝑗

)︁]︁
,

𝑘𝑖,𝑗 = 𝑘0 𝑖,𝑗𝑒
−𝑎𝐾

(︁
𝑃

(0)
𝑖,𝑗 −𝑃

(𝑙)
𝑖,𝑗

)︁
,

𝑘𝑖−0.5,𝑗 =
𝑘𝑖−1,𝑗 + 𝑘𝑖,𝑗

2
, 𝑘𝑖+0.5,𝑗 =

𝑘𝑖,𝑗 + 𝑘𝑖+1,𝑗

2
,

ℎ𝑖−0.5,𝑗 =
ℎ𝑖−1,𝑗 + ℎ𝑖,𝑗

2
, ℎ𝑖+0.5,𝑗 =

ℎ𝑖,𝑗 + ℎ𝑖+1,𝑗

2
, 𝑔𝑖,𝑗 =

𝑘𝑖,𝑗ℎ𝑖,𝑗
𝜇

.

Для организации параллельного вычисления в процессе расчета запишем систему
уравнений (11) в два уравнения [15, 17–22].⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

−𝑔0𝑗 (3− 2∆𝑥𝐿𝜉)𝑃
(𝑙+1/2)
0,𝑗 − 4𝑃

(𝑙+1/2)
1,𝑗 + 𝑃

(𝑙+1/2)
2,𝑗 = −2∆𝑥𝐿𝜉𝑃𝐴,

𝑎𝑖𝑃
(𝑙+1/2)
𝑖−1,𝑗 − 𝑏𝑖𝑃

(𝑙+1/2)
𝑖,𝑗 + 𝑐𝑖𝑃

(𝑙+1/2)
𝑖+1,𝑗 = −𝑑𝑖

𝑖 = 1, 2, 3..., 𝑁 − 1; 𝑗 = 1, 2, 3, ..., 𝑁̄ .

(12)
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⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎𝑖𝑃

(𝑙+1/2)
𝑖−1,𝑗 − 𝑏𝑖𝑃

(𝑙+1/2)
𝑖,𝑗 + 𝑐𝑖𝑃

(𝑙+1/2)
𝑖+1,𝑗 = −𝑑𝑖

𝑔𝑁,𝑗 (3− 2∆𝑥𝐿𝜉)𝑃
(𝑙+1/2)
𝑁,𝑗 − 4𝑃

(𝑙+1/2)
𝑁−1,𝑗 + 𝑃

(𝑙+1/2)
𝑁−2,𝑗 = 2∆𝑥𝐿𝜉𝑃𝐴

𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁 − 1; 𝑗 = 𝑁 − 1, 𝑁 − 2, ..., 𝑁̄ .

(13)

Здесь 𝑁̄ = 𝑁+1
2
, то есть средняя точка.

Уравнение (12) решается снизу вверх до средней точки, а уравнение (13) сверху
вниз до средней точки решается простым методом прогонки.

Аналогично, мы запишем второе уравнение системы как конечно-разностное
уравнение (11) выше для временного слоя 𝑙 + 1.⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

−𝑔𝑖,0 (3− 2∆𝑦𝐿𝜉)𝑃
(𝑙+1)
𝑖,0 − 4𝑃

(𝑙+1)
𝑖,1 + 𝑃

(𝑙+1)
𝑖,2 = −2∆𝑦𝐿𝜉𝑃𝐴,

𝑎𝑗𝑃
(𝑙+1)
𝑖,𝑗−1 − 𝑏𝑗𝑃

(𝑙+1)
𝑖,𝑗 + 𝑐𝑗𝑃

(𝑙+1)
𝑖,𝑗+1 = −𝑑𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑁 − 1,

𝑔𝑖,𝑁 (3− 2∆𝑦𝐿𝜉)𝑃
(𝑙+1)
𝑖,𝑁 − 4𝑃

(𝑙+1)
𝑖,𝑁−1 + 𝑃

(𝑙+1)
𝑖,𝑁−2 = 2∆𝑦𝐿𝜉𝑃𝐴.

(14)

Здесь

𝑎𝑗 = ℎ𝑖,𝑗−0.5𝑘𝑖,𝑗−0.5,

𝑏𝑗 = ℎ𝑖,𝑗−0.5𝑘𝑖,𝑗−0.5 + ℎ𝑖,𝑗+0.5𝑘𝑖,𝑗+0.5 + ℎ𝑖,𝑗
∆𝑦2

∆𝜏/2
, 𝑐𝑗 = ℎ𝑖,𝑗+0.5𝑘𝑖,𝑗+0.5,

𝑑𝑗 =
∆𝑦2

∆𝑥2

[︁
ℎ𝑖−0.5,𝑗𝑘𝑖−0.5,𝑗𝑃

(𝑙+1.2)
𝑖−1,𝑗 −

(ℎ𝑖−0.5,𝑗𝑘𝑖−0.5,𝑗 + ℎ𝑖+0.5,𝑗𝑘𝑖+0.5,𝑗)𝑃
(𝑙+1/2)
𝑖,𝑗 + ℎ𝑖+0.5,𝑗𝑘𝑖+0.5,𝑗 𝑃

(𝑙+1/2)
𝑖+1,𝑗

]︁
+

+
∆𝑦2

∆𝜏/2
𝑃

(𝑙+1/2)
𝑖,𝑗 −∆𝑦2𝛿𝑖,𝑗𝑞𝑖,𝑗,

𝑘𝑖,𝑗 = 𝑘0 𝑖,𝑗

[︁
1− 𝑎𝐾

(︁
𝑃, 𝑖,𝑗 − 𝑃

(𝑙+1)
𝑖,𝑗

)︁]︁
,

𝑘𝑖,𝑗 = 𝑘0 𝑖,𝑗𝑒
−𝑎𝐾

(︁
𝑃,𝑖,𝑗−𝑃

(𝑙+1)
𝑖,𝑗

)︁
,

𝑘𝑖,𝑗−0.5 =
𝑘𝑖,𝑗−1 + 𝑘𝑖,𝑗

2
, 𝑘𝑖,𝑗+0.5 =

𝑘𝑖,𝑗 + 𝑘𝑖,𝑗+1

2
,

ℎ𝑖,𝑗−0.5 =
ℎ𝑖,𝑗−1 + ℎ𝑖,𝑗

2
,

𝑘𝑖,𝑗+0.5 =
ℎ𝑖,𝑗 + ℎ𝑖,𝑗+1

2
, 𝑔𝑖,𝑗 =

𝑘𝑖,𝑗ℎ𝑖,𝑗
𝜇

.

𝑃 𝑙
𝑖,𝑗 – значение давления в 𝑙 – м временном слое; 𝑃

𝑙+0.5
𝑖,𝑗 – 𝑙+0, 5 – значение давления

во временном слое.
Для организации параллельного расчета в слое (𝑙 + 1) в процессе расчета, как

указано выше, разделим систему уравнений (14) на два уравнения⎧⎪⎨⎪⎩
−𝑔𝑖,0 (3− 2∆𝑦𝐿𝜉)𝑃

(𝑙+1)
𝑖,0 − 4𝑃

(𝑙+1)
𝑖,1 + 𝑃

(𝑙+1)
𝑖,2 = −2∆𝑦𝐿𝜉𝑃𝐴,

𝑎𝑗𝑃
𝑙+1
𝑖,𝑗−1 − 𝑏𝑗𝑃

𝑙+1
𝑖,𝑗 + 𝑐𝑗𝑃

𝑙+1
𝑖,𝑗+1 = −𝑑𝑖,

𝑗 = 1, 2, 3..., 𝑁 − 1; 𝑖 = 1, 2, 3, ..., 𝑁̄ .

(15)
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⎧⎪⎨⎪⎩
𝑎𝑗𝑃

𝑙+1
𝑖,𝑗−1 − 𝑏𝑗𝑃

𝑙+1
𝑖,𝑗 + 𝑐𝑗𝑃

𝑙+1
𝑖,𝑗+1 = −𝑑𝑗

𝑔𝑖,𝑁 (3− 2∆𝑦𝐿𝜉)𝑃
(𝑙+1)
𝑖,𝑁 − 4𝑃

(𝑙+1)
𝑖,𝑁−1 + 𝑃

(𝑙+1)
𝑖,𝑁−2 = 2∆𝑦𝐿𝜉𝑃𝐴

𝑗 = 1, 2, ..., 𝑁 − 1; 𝑖 = 𝑁 − 1, 𝑁 − 2, ..., 𝑁̄ .

(16)

Здесь 𝑁̄ = 𝑁
2
.

Уравнение (15) решается по способу движения слева направо к средней точке,
уравнения (16) справа налево к средней точке по методу прогонки.

Характерной особенностью системы уравнений (11) и (12) является то, что они
имеют трехдиагональную матрицу. Такая ситуация позволяет использовать метод
вождения на промежуточных 𝑙 + 0, 5 и 𝑙 + 1 – шагах при поиске решения.

Таким образом, формируются и решаются системы конечно-разностных уравне-
ний по схеме переменного направления и методу прогонки. В этом случае в первую
очередь метод движения осуществляется на каждой линии участка сетки вдоль оси,
а промежуточное решение задачи находится в слое 𝑙 + 0, 5 – времени.

После этого система уравнений (10) решается аналогичным образом. Решение,
полученное на этом временном слое 𝑙+0, 5 служит отправной точкой для следующего
𝑙 + 1 – го временного слоя. Степень точности решения этой системы двух конечно-
разностных уравнений составляет примерно 𝑂 (∆𝜏 +∆𝑥2 +∆𝑦2).

На рис. 1 представлена алгоритмическая схема параллельного вычисления про-
дольно-поперечного метода прогонки для временных слоёв 𝑙 + 0, 5 и 𝑙 + 1.

(а) для временного слоя 𝑙 + 0, 5 (б ) для временного слоя 𝑙 + 1

Рис. 1 Алгоритмическая схема параллельного параллельные вычисления

В этой схеме параллельных вычислений в каждом направлении переменная 𝑥𝑖
движется назад вдоль переменной 𝑦𝑗 (𝑗 = 1, 2, ..., 𝑁̄) и параллельна 𝑦𝑗 (𝑗 = 𝑁,𝑁 −
− 1, ..., 𝑁̄).

Символы, использованные в алгоритмической схеме, обозначают следующее:
𝑁 – количество точек в направлении переменных 𝑥 и 𝑦;
𝑁̄ – является центральной точкой в направлении осей 𝑦 и 𝑥 𝑁̄ = 𝑁

2
.

Здесь также схема расчета (для временного слоя 1+1) ведется по схеме продольно-
поперечной. В этой схеме параллельных вычислений в каждом направлении перемен-
ная yi перемещается назад вдоль переменной 𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁̄) и параллельна 𝑥𝑖 (𝑖 =
= 𝑁,𝑁 − 1, ..., 𝑁̄). Схема структурной схемы алгоритма параллельных вычислений
на основе поперечной схемы представлена на рис. 2.
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Рис. 2 Блок-схема эффективного алгоритма параллельных вычислений на основе схемы
продольно-поперечной.



26 Равшанов Н., Неъматов А., Исмаилов Ш.

4 Вычислительные эксперименты

Время расчета основных показателей процесса фильтрации при эксплуатации
нефтяных месторождений зависит от размера дискретной области фильтрации, то
есть количества точек осей и в ней, и расчета времени. Если в каждом направле-
нии на дискретном месторождении большее количество точек и время расчета, то
есть необходимо рассчитать работу месторождения за несколько лет, то програм-
ма слишком объемна для полноценной работы. В этом случае сокращение процесса
вычислений осуществляется главным образом за счет создания алгоритмов парал-
лельных вычислений и соответствующих программных модулей и их эффективного
использования. В алгоритме используются три основных цикла. Первый 𝑘 – цикл
означает изменение времени, второй 𝑖 – й и третий 𝑗 – циклы означают повторение
в направлении точечных переменных 𝑥 и 𝑦.

Поэтому были проведены вычислительные эксперименты по количеству точек
координатных линий и общему времени расчета. В первом и втором расчетных экс-
периментах количество точек на координатных осях составляло (50,50), (100,100),
(150,150) и (200,200), при количестве точек на координатных осях было проведено
1080, 1440. составил (100100).

Как видно из рисунков 3 и 4, алгоритм параллельных вычислений становится
более эффективным, чем алгоритм последовательных вычислений, по мере увели-
чения размера области дискретной фильтрации. Аналогичное увеличение времени
вычислений наблюдается и в эффективности. Как видно из таблиц и графиков на
рисунках, при работе программы по параллельному алгоритму вычислений эффек-
тивность вычислений составляет более 45-50% в обоих вычислительных эксперимен-
тах и обеспечивает работу программы в полтора раза быстрее.

Таблица 1 Оценка эффективности расчета путем увеличения количества баллов в предпо-
ложении фиксированного периода расчета (время 1080 дней)

Количество
точек(N)

Время
последовательного

расчета (tkk
миллисекунды

Время параллельных
вычислений (tpp
миллисекунды

Эффективность
расчета
(tkk/tpp)

50 173 123 1,41

100 655,12 431 1,52

150 1524,67 947 1,61

200 2763,75 1675 1,65

Таблица 2 Оценка эффективности расчета путем увеличения периода расчета при неиз-
менном количестве точек (𝑁 = 100)

Время
(день)

Время
последовательного

счета
миллисекунды

Время
параллельных
вычислений
миллисекунды

Разница во
времени

расчета (Δ𝑡
миллисекунды)

Вычислительная
эффективность

360 226 160 66 1,41

720 441 307 134 1,44

1080 657 440 217 1,49

1440 873 573 300 1,52
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Рис. 3 Результаты производительности за 1080 дней по количеству точек координат

Рис. 4 Результаты расчета времени, когда количество точек равна 𝑁 = 100.

Итак, из вычислительных экспериментов можно сказать, что эффективность про-
граммы возрастает до определенного предела с увеличением времени разработки
нефтяного месторождения и количества точек на координатных линиях дискретного
месторождения. Замечено, что эффективность процесса расчета одинакова и увели-
чивается при больших значениях времени и точек. Этот процесс можно наблюдать
на рисунках 3 и 4.

Проведены вычислительные эксперименты по определению коэффициента прони-
цаемости для различных неоднородных участков области фильтрации и для случаев,
когда коэффициент проницаемости изменяется в зависимости от давления.

Проведены вычислительные эксперименты по определению коэффициента прони-
цаемости для различных участков пятнистой неоднородности в области фильтрации
и для случаев, когда коэффициент проницаемости изменяется в зависимости от дав-
ления. Процесс изменения коэффициента проницаемости в зависимости от давления
основан на многих экспериментах и его изменение представлено формулами (3) и (4).
На основе этих формул были проведены расчетные эксперименты по распределению
давления в фильтрационных слоях.
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Расчетные эксперименты проводились для случаев, когда одна и три скважины
расположены симметрично в центре площади фильтрации, с начальным коэффици-
ентом проницаемости 𝑘0 = 0, 2, 𝑘0 = 0, 3, 𝑘0 = 0, 4 и 𝑘0 = 0, 5. Эти вычислительные
эксперименты представлены на рисунках 6-11. 1-й график, представленный на ри-
сунках, — это графики, полученные по формуле (4), при неизменном коэффициенте
проницаемости, а 2-й график.

Рис. 5 График поперечного сечения
(𝑘0 = 0, 2)

Рис. 6 График поперечного сечения
(𝑘0 = 0, 3)

Рис. 7 График поперечного сечения
(𝑘0 = 0, 4)

Рис. 8 График поперечного сечения
(𝑘0 = 0, 5)

Рис. 9 График поперечного сечения
(𝑘0 = 0, 4)

Рис. 10 График поперечного сече-
ния (𝑘0 = 0, 5)



Параллельный алгоритм решения задачи фильтрации нефти . . . 29

Как видно из этих графиков, видно, что по мере увеличения начального давления
они сходятся. Это показывает, что рассчитывать коэффициент проницаемости по
формуле (4) целесообразно для участков фильтрации с большим коэффициентом
проницаемости.

На всех приведенных рисунках результаты расчетов эксплуатации нефтяного ме-
сторождения за 1080 дней. Начальные значения параметров, участвующих в расчет-
ных экспериментах, представлены в таблице 3.

Таблица 3 Исходные данные при расчете и их значения

Вводной
данные

Переменные
Числовые
значения и
размеры

Идентификатор
знак

Начальное давление
фильтрационного слоя

𝑃 300 атм. 𝑃𝐻

Вязкость нефта 𝜇 2-4 СПуаз 𝑀𝑢

Проницаемость слоев 𝑘 0.05- 0.7 Дарци 𝐾

Коэффициент
эластичности

𝛽 10 * 10−5 см2/кгс 𝑀𝑏

дебит скважин 𝑄 50000 𝑚3/ день т 𝑄𝑑

Характерная длина
площади фильтрации

𝐿 10000 метр 𝐿

Общее время расчета 𝑇 1080 день 𝑇𝑢

Время шага расчета 𝐷𝑇 24 день 𝐷𝑡

Также были проведены вычислительные эксперименты для различных значений
совместного изменения коэффициентов проницаемости и вязкости. Результаты этих
вычислительных экспериментов представлены на рисунках 11 и 12.

Рис. 11 3D график распределения давления в пласте при разработке нефтяного месторож-
дения и графики изменения давления в разрезе (𝑚𝑢 = 3 СПз; 𝑞 = 50000м3/сут) а) 𝑘 = 0, 05
Дарси. б) 𝑘 = 0, 15 Дарси. в) 𝑘 = 0, 3 Дарси. г) график на участке 𝑥 = 0, 5𝑣
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На рисунке 11 результаты для трех значений коэффициентов проницаемости 𝑘 =
= 0, 05 Дарси, 𝑘 = 0, 15 Дарси и 𝑘 = 0, 3 Дарси представлены в виде графиков. Эти
результаты также подтверждают высказанное мнение, то есть показывают, что при
малых значениях коэффициентов проницаемости распределение давления в пласте
происходит медленно, а при больших значениях - быстро. В скважинах падение дав-
ления происходит медленно при небольших значениях. Благодаря этому распределе-
ние давления в пласте происходит медленно. Аналогичный расчетный эксперимент
был проведен для различных значений коэффициентов вязкости (𝑀𝑢 = 2,𝑀𝑢 =
= 3𝑀𝑢 = 4) и изучено его влияние на изменение давления в пласте.

Эти расчетные эксперименты приведены на рисунке 12, и по изменениям на нем
можно сделать вывод, что при малых значениях коэффициентов вязкости распреде-
ление давления в слое происходит быстрее, а при больших значениях - медленно. В
скважинах скорость падения давления высокая при небольших значениях.

Рис. 12 3D график распределения давления в пласте при разработке нефтяного месторож-
дения и графики изменения давления в разрезе (𝑚𝑢 = 3 СПз; 𝑞 = 50000м3/сут) а) 𝑚𝑢 = 2
СПз б) 𝑚𝑢 = 3 СПз в) 𝑚𝑢 = 4 СПз г) график сечения = 0, 5

5 Заключение
Компьютерное моделирование и расчетные эксперименты позволили определить

основные показатели разработки нефтяных месторождений. При этом изучалось вли-
яние вязкости нефти и проницаемости пласта на распределение давления в пласте.
Исследования показывают, что при большом значении проницаемости пласта рас-
пределение давления происходит быстрее, а при высоком значении вязкости нефти
видно, что распределение происходит медленно.
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