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Задача выбора общей лексической нормы тюркских языков поставлена как зада-
ча дискретной оптимизации, обеспечивающая справедливую понятность для носите-
лей разных языков. Для каждого понятия из множества форм-кандидатов выбира-
ется одна форма; понятность для носителя каждого языка оценивается посредством
взвешенного редакционного расстояния на основе фонетических признаков, а выбор
определяется 𝛼-справедливой целевой функцией и ограничениями фонологической
согласованности. Доказано, что модель взвешенного усреднения является частным
случаем при 𝛼 = 0, а критерий max-min — пределом при 𝛼 → ∞. Разработаны
точная формулировка задачи в виде задачи смешанного целочисленного линейно-
го программирования и приближённый алгоритм на основе релаксации, зеркаль-
ного подъёма, округления и локального поиска. Вычислительный эксперимент на
1016 понятиях пяти тюркских языков из базы NorthEuraLex показал, что если при
взвешенном усреднении понятность для наименее обеспеченного языка (казахского)
равна 0,528, то в max-min решении она возрастает до 0,704 (на 33,2 %), тогда как
взвешенное по численности населения среднее снижается лишь на 6,0 %. Предложен-
ный приближённый алгоритм отличается от точного решения менее чем на 0,03 %
и при 𝛼 = 1 работает в 49 раз быстрее.
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1 Введение
Идея создания общей нормы для родственных языков имеет в тюркологии дав-

нюю историю. В концепции «усреднённого тюркского языка» Б. Каримова и Ш. Му-
талова [1] на каждом уровне языка выделяется общий фонд, единицы которого пред-
лагаются в качестве нормы «усреднённого» языка. Недавно эта идея получила ма-
тематическое оформление: в работе [2] формы каждой языковой единицы получа-
ют взвешенные оценки по критериям частотности, распространённости, простоты
и культурной релевантности, и выбирается форма с наибольшим баллом.
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Однако выбор, основанный на взвешенном усреднении, обладает существенным
недостатком: формы языков с большим числом носителей систематически домини-
руют, вследствие чего норма оказывается менее понятной для носителей малых язы-
ков. Это явление хорошо известно в теории распределения: максимизация суммарной
полезности (утилитарный критерий) не защищает наименее обеспеченного участни-
ка [3, 4]. Семейство 𝛼-справедливых функций, предложенное Мо и Уолрендом [5]
для распределения ресурсов в компьютерных сетях, с помощью одного параметра
обеспечивает непрерывный переход между утилитарным критерием (𝛼 = 0), пропор-
циональной справедливостью (𝛼 = 1, решение Нэша [6]) и max-min справедливостью
(𝛼→∞).

Показано, что фонетическое расстояние является одним из основных факторов
при измерении взаимопонятности родственных языков [7, 8]. Расстояние Левенштей-
на и его варианты, взвешенные по фонологическим признакам [8–10], широко при-
меняются для оценки различий в произношении между диалектами и родственными
языками.

Целью настоящей статьи является постановка задачи выбора общей лексической
нормы тюркских языков как задачи 𝛼-справедливой дискретной оптимизации, иссле-
дование её свойств и разработка эффективных численных алгоритмов её решения.
Основные результаты статьи состоят в следующем:
1. предложена модель 𝛼-справедливого выбора нормы с ограничениями фоноло-

гической согласованности; доказано, что модель взвешенного усреднения из [2]
является её частным случаем при 𝛼 = 0, а критерий max-min — её пределом при
𝛼→∞;

2. дана формулировка задачи в виде задачи смешанного целочисленного линейного
программирования (MILP) и апостериорная оценка точности на основе релакса-
ции;

3. разработан приближённый алгоритм на основе зеркального подъёма, округления
и локального поиска;

4. проведён вычислительный эксперимент на 1016 понятиях пяти тюркских языков
из базы NorthEuraLex [11] и дана количественная оценка «цены справедливости».

2 Постановка задачи
2.1 Обозначения и показатель понятности

Пусть 𝑎 = 1, . . . , 𝐴 — языки, 𝑛 = 1, . . . , 𝑁 — понятия (смысловые единицы), 𝐶𝑛 —
множество форм-кандидатов для понятия 𝑛. В качестве кандидатов берутся формы,
существующие в языках: 𝐶𝑛 =

⋃︀
𝑎 𝑌𝑎,𝑛, где 𝑌𝑎,𝑛 — множество форм, выражающих

понятие 𝑛 в языке 𝑎. Каждая форма рассматривается как последовательность фонем
(символов IPA).

Понятность формы 𝑐 ∈ 𝐶𝑛 для носителя языка 𝑎 оценивается следующим образом:

𝑝𝑎,𝑛,𝑐 = max
𝑦∈𝑌𝑎,𝑛

(︂
1− 𝑑(𝑐, 𝑦)

max (|𝑐|, |𝑦|)

)︂
, (1)

где |𝑐| — длина формы, 𝑑(·, ·) — взвешенное редакционное расстояние, вычисляемое
методом динамического программирования [9]:

𝐷𝑖,𝑗 = min {𝐷𝑖−1,𝑗 + 1, 𝐷𝑖,𝑗−1 + 1, 𝐷𝑖−1,𝑗−1 + κ (𝑠𝑖, 𝑡𝑗)} , 𝐷𝑖,0 = 𝑖, 𝐷0,𝑗 = 𝑗. (2)

Стоимость замены κ(𝑢, 𝑣) определяется через фонологические признаки: κ = 0,
если 𝑢 = 𝑣; κ = 0,1, если фонемы различаются только долготой; κ = 0,15+0,6 𝛿𝑉 (𝑢, 𝑣)
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для гласных, κ = 0,15 + 0,6 𝛿𝐶(𝑢, 𝑣) для согласных; κ = 1 для пары «гласный —
согласный». Здесь

𝛿𝑉 =
1

3

(︂
|∆ℎ|
3

+
|∆𝑞|
2

+ |∆𝑙|
)︂
, 𝛿𝐶 =

1

3

(︂
|∆𝑜|
7

+ [ способ различен ] + |∆𝑗|
)︂
, (3)

ℎ — подъём гласного, 𝑞 — ряд, 𝑙 — огубленность; 𝑜 — место образования согласного,
𝑗 — звонкость; [·] — скобка Айверсона.

Пусть 𝑥𝑛,𝑐 ∈ {0, 1} — переменная, указывающая, выбрана ли форма 𝑐 для поня-
тия 𝑛. Понятность нормы для носителя языка 𝑎 равна

𝑈𝑎(𝑥) =
𝑁∑︁

𝑛=1

𝑓𝑛
∑︁
𝑐∈𝐶𝑛

𝑥𝑛,𝑐 𝑝𝑎,𝑛,𝑐, 𝑓𝑛 ⩾ 0,
𝑁∑︁

𝑛=1

𝑓𝑛 = 1, (4)

где 𝑓𝑛 — относительная частота понятия в тексте.

2.2 𝛼-справедливая целевая функция
Распределение понятности между языками оценивается с помощью 𝛼-

справедливой функции [5]:

𝐹𝛼(𝑥) =
𝐴∑︁

𝑎=1

𝑤𝑎 𝜙𝛼 (𝑈𝑎(𝑥)) , 𝜙𝛼(𝑢) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑢1−𝛼

1− 𝛼
, 𝛼 ⩾ 0, 𝛼 ̸= 1,

ln𝑢, 𝛼 = 1,

(5)

где 𝑤𝑎 > 0,
∑︀

𝑎𝑤𝑎 = 1 — веса языков (например, зависящие от числа носителей).
При 𝛼→∞ в качестве целевой функции принимается 𝐹∞(𝑥) = min

𝑎
𝑈𝑎(𝑥).

2.3 Ограничения фонологической согласованности
В тюркских языках существуют регулярные ряды соответствий начальных со-

гласных: например, gör-, dil в огузских языках и kör-, til в кыпчакских и карлукских
языках. Если в норме для одного слова выбран звонкий вариант, а для другого —
глухой, норма утрачивает внутреннюю согласованность. Для учёта этого вводятся
классы соответствий 𝑘 = 1, . . . , 𝐾 и множества альтернативных правил 𝑅𝑘 в каждом
классе; 𝑧𝑟 ∈ {0, 1} — индикатор выбора правила 𝑟. Через 𝒟 обозначено множество
кандидатов, зависящих от правил, через 𝜌(𝑛, 𝑐) — правило, от которого зависит кан-
дидат (𝑛, 𝑐).

В результате получаем следующую задачу:

(𝑃𝛼) : max
𝑥, 𝑧

𝐹𝛼(𝑥) (6)∑︁
𝑐∈𝐶𝑛

𝑥𝑛,𝑐 = 1, 𝑛 = 1, . . . , 𝑁, (7)

𝑥𝑛,𝑐 ⩽ 𝑧𝜌(𝑛,𝑐), (𝑛, 𝑐) ∈ 𝒟, (8)∑︁
𝑟∈𝑅𝑘

𝑧𝑟 = 1, 𝑘 = 1, . . . , 𝐾, (9)

𝑥𝑛,𝑐 ∈ {0, 1}, 𝑧𝑟 ∈ {0, 1}. (10)

Ограничение (7) обеспечивает выбор ровно одной формы для каждого понятия,
а ограничения (8)–(9) — выбор ровно одного правила в каждом классе соответствий
и исключение из нормы противоречащих ему форм.
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3 Свойства модели
Утверждение 1 (случай 𝛼 = 0). Если 𝛼 = 0 и вектор правил 𝑧 фиксирован, то
задача (𝑃0) распадается по понятиям, и её решение имеет вид

𝑐*𝑛 = argmax
𝑐∈𝐶𝑛(𝑧)

𝐴∑︁
𝑎=1

𝑤𝑎 𝑝𝑎,𝑛,𝑐, 𝑛 = 1, . . . , 𝑁, (11)

где 𝐶𝑛(𝑧) — кандидаты, не противоречащие ограничению (8). Глобальное решение
находится перебором

∏︀
𝑘 |𝑅𝑘| комбинаций правил за 𝑂

(︀∏︀
𝑘 |𝑅𝑘| ·𝐴

∑︀
𝑛 |𝐶𝑛|

)︀
операций.

При𝒟 = ∅ (11) по существу совпадает с критерием из [2] — взвешенным оцениванием
и выбором формы с наибольшим баллом.
Доказательство. Согласно (4), 𝐹0(𝑥) =

∑︀
𝑎𝑤𝑎𝑈𝑎(𝑥) =

∑︀
𝑛 𝑓𝑛

∑︀
𝑐 𝑥𝑛,𝑐

∑︀
𝑎𝑤𝑎𝑝𝑎,𝑛,𝑐, т. е.

целевая функция линейна и распадается на слагаемые по понятиям. При фиксиро-
ванном 𝑧 ограничение (8) лишь исключает некоторых кандидатов, а (7) является
отдельным ограничением для каждого понятия. Следовательно, каждое слагаемое
можно максимизировать независимо.
Утверждение 2 (релаксация и оценка точности). Пусть 𝑧 фиксирован и 𝛼 ⩾ 0. За-
дача (𝑃𝛼(𝑧)), полученная заменой условия 𝑥𝑛,𝑐 ∈ {0, 1} в (10) на 𝑥𝑛,𝑐 ∈ [0, 1], является
задачей максимизации вогнутой функции на выпуклом множестве. Для её оптималь-
ного значения 𝐹𝛼(𝑧) и любого допустимого целочисленного решения ̂︀𝑥 справедлива
оценка

𝐹 *
𝛼 − 𝐹𝛼(̂︀𝑥) ⩽ max

𝑧
𝐹𝛼(𝑧)− 𝐹𝛼(̂︀𝑥). (12)

При 𝛼 =∞ задача (𝑃∞(𝑧)) является задачей линейного программирования.
Доказательство. 𝑈𝑎(𝑥) — линейная функция от 𝑥. При 𝑢 > 0 имеем 𝜙′

𝛼(𝑢) = 𝑢−𝛼 > 0
и 𝜙′′

𝛼(𝑢) = −𝛼𝑢−𝛼−1 ⩽ 0, т. е. 𝜙𝛼 возрастает и вогнута. Композиция вогнутой функ-
ции с линейной вогнута, сумма с неотрицательными коэффициентами также вогну-
та. Минимум линейных функций вогнут и через гипограф выражается линейными
ограничениями. Допустимое множество, будучи произведением симплексов, выпукло
и компактно. Целочисленные допустимые точки принадлежат релаксации, поэтому
𝐹 *
𝛼 ⩽ max

𝑧
𝐹𝛼(𝑧), откуда следует (12).

Утверждение 3 (предел при 𝛼 → ∞). Пусть множество допустимых решений 𝑋
конечно и 𝑤𝑎 > 0, 𝑈𝑎(𝑥) > 0 для всех 𝑎 и 𝑥 ∈ 𝑋. Тогда существует такое 𝛼0, что при
𝛼 > 𝛼0 каждое решение задачи (𝑃𝛼) максимизирует также и min

𝑎
𝑈𝑎(𝑥).

Доказательство. При 𝛼 > 1 максимизация 𝐹𝛼 равносильна минимизации 𝐺𝛽(𝑥) =
=
∑︀

𝑎𝑤𝑎𝑈𝑎(𝑥)
−𝛽, 𝛽 = 𝛼−1 > 0. Положим 𝑚(𝑥) = min

𝑎
𝑈𝑎(𝑥), 𝑤 = min

𝑎
𝑤𝑎, 𝑤 = max

𝑎
𝑤𝑎.

Тогда
𝑤𝑚(𝑥)−𝛽 ⩽ 𝐺𝛽(𝑥) ⩽ 𝐴𝑤𝑚(𝑥)−𝛽. (13)

Пусть 𝑥* — max-min решение, а 𝑦 ∈ 𝑋 таково, что 𝑚(𝑦) < 𝑚(𝑥*). Согласно (13),

𝐺𝛽(𝑥
*)

𝐺𝛽(𝑦)
⩽
𝐴𝑤

𝑤

(︂
𝑚(𝑦)

𝑚(𝑥*)

)︂𝛽

−−−→
𝛽→∞

0,

следовательно, начиная с некоторого 𝛽𝑦, выполняется 𝐺𝛽(𝑥
*) < 𝐺𝛽(𝑦) и 𝑦 не является

оптимальным. Поскольку 𝑋 конечно, достаточно взять 𝛼0 = 1 +max
𝑦
𝛽𝑦.
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Утверждения 1–3 придают параметру 𝛼 точный смысл: он задаёт непрерывную
шкалу между взвешенным усреднением из [2] и критерием max-min, защищающим
наименее обеспеченный язык.

4 Численные алгоритмы

4.1 Точное решение: формулировка MILP
При 𝛼 =∞ введением вспомогательной переменной 𝑡 задача становится линейной:

max 𝑡, 𝑈𝑎(𝑥) ⩾ 𝑡, 𝑎 = 1, . . . , 𝐴, (7)–(10). (14)

При 0 < 𝛼 < ∞, поскольку 𝜙𝛼 вогнута, она аппроксимируется сверху касатель-
ными. Для вспомогательных переменных 𝑠𝑎 и узлов 𝑢1 < · · · < 𝑢𝐿

max
𝐴∑︁

𝑎=1

𝑤𝑎𝑠𝑎, 𝑠𝑎 ⩽ 𝜙𝛼(𝑢ℓ) + 𝜙′
𝛼(𝑢ℓ)

(︀
𝑈𝑎(𝑥)− 𝑢ℓ

)︀
, ℓ = 1, . . . , 𝐿, (15)

при ограничениях (7)–(10). В эксперименте использовалось 𝐿 = 60 равноотстоящих
узлов на отрезке [0,25; 1]; найденное решение переоценивается по точной функции 𝜙𝛼.
Задачи решались методом ветвей и границ с помощью решателя HiGHS [12].

4.2 Приближённое решение: зеркальный подъём
Для задач большой размерности предлагается алгоритм, основанный на релакса-

ции из утверждения 2. При 𝛼 =∞ негладкая функция min сглаживается [13]:

𝑆𝜏 (𝑢) = −
1

𝜏
ln

𝐴∑︁
𝑎=1

𝑒−𝜏𝑢𝑎 , min
𝑎
𝑢𝑎 −

ln𝐴

𝜏
⩽ 𝑆𝜏 (𝑢) ⩽ min

𝑎
𝑢𝑎. (16)

На произведении симплексов шаг энтропийного зеркального подъёма [14] сводит-
ся к мультипликативному обновлению для каждого понятия:

𝑥(𝑡)𝑛,𝑐 =
𝑥
(𝑡−1)
𝑛,𝑐 exp

(︁
𝜂𝑡
∑︀

𝑎 𝑔
(𝑡)
𝑎 𝑝𝑎,𝑛,𝑐

)︁
∑︀

𝑐′∈𝐶𝑛(𝑧)
𝑥
(𝑡−1)
𝑛,𝑐′ exp

(︁
𝜂𝑡
∑︀

𝑎 𝑔
(𝑡)
𝑎 𝑝𝑎,𝑛,𝑐′

)︁ , 𝜂𝑡 =
𝜂0√
𝑡
, (17)

где 𝑔(𝑡) — нормированный градиент целевой функции по 𝑈 : при 𝛼 <∞ — 𝑔𝑎 ∝ 𝑤𝑎𝑈
−𝛼
𝑎 ,

при 𝛼 =∞ — 𝑔𝑎 ∝ 𝑒
−𝜏𝑡

(︂
𝑈𝑎−min

𝑏
𝑈𝑏

)︂
.

Алгоритм 1 Приближённое решение задачи (𝑃𝛼)

1: Для каждой комбинации правил 𝑧 ∈ 𝑅1 × · · · ×𝑅𝐾 определить допустимые мно-
жества 𝐶𝑛(𝑧) и положить 𝑥(0)𝑛,𝑐 = 1/|𝐶𝑛(𝑧)|.

2: Для 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 : вычислить 𝑢(𝑡) = 𝑈(𝑥(𝑡−1)), найти 𝑔(𝑡) и выполнить обновление
по (17); при 𝛼 = ∞ температура 𝜏𝑡 увеличивается в геометрической прогрессии
от 𝜏0 до 𝜏1.

3: Округление: ̂︀𝑐𝑛 = argmax
𝑐

𝑥
(𝑇 )
𝑛,𝑐 .

4: Локальный поиск: выполнять замены в пределах одного понятия, увеличиваю-
щие целевую функцию (при 𝛼 = ∞ — лексикографически увеличивающие упо-
рядоченный вектор 𝑈), пока такие замены существуют.

5: Выбрать наилучшее решение среди всех 𝑧.
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Одна итерация требует 𝑂
(︀
𝐴
∑︀

𝑛 |𝐶𝑛|
)︀

операций. Для вогнутой липшицевой функ-
ции погрешность энтропийного зеркального подъёма за 𝑇 итераций убывает как
𝑂
(︀
𝐺
√︀∑︀

𝑛 ln |𝐶𝑛| /
√
𝑇
)︀

[14], где 𝐺 — оценка нормы градиента; при 𝛼 = ∞ к ней
добавляется погрешность сглаживания ln𝐴/𝜏 из (16).

5 Вычислительный эксперимент

5.1 Данные и параметры
В эксперименте использовалась CLDF-версия лексической базы NorthEura-

Lex 0.9 [11]. Из базы были взяты турецкий, азербайджанский, узбекский, казахский
и татарский языки; все 1016 понятий представлены во всех пяти языках с тран-
скрипцией IPA. Число кандидатов составляет 5770 (в среднем 5,68 на понятие, не
более 12). Веса языков взяты из [2]: 𝑤 = (0,346; 0,195; 0,180; 0,146; 0,133). Ввиду
отсутствия данных о частотах принято 𝑓𝑛 = 1/𝑁 .

Рассматривались два класса соответствий: начальные заднеязычные согласные
(g, é или k, c) и зубные согласные (d или t). Если два таких кандидата для одного
понятия были схожи по части, следующей за начальным согласным (𝑝 ⩾ 0,6), они
помечались как зависящие от соответствующего правила. В результате от правил
оказались зависимыми 474 кандидата в 168 понятиях.

Вычисления выполнены с использованием Python 3.13, NumPy 2.5 и SciPy 1.18 [15]
(решатель HiGHS). Параметры алгоритма 1: 𝜂0 = 2; при 𝛼 < ∞ — 𝑇 = 1500; при
𝛼 =∞ — 𝑇 = 3000, 𝜏0 = 20, 𝜏1 = 400.

5.2 Влияние параметра 𝛼

В таблице 1 приведены точные решения, полученные с ограничениями согласо-
ванности.

Таблица 1 Понятность 𝑈𝑎 по языкам при различных значениях 𝛼 (𝑈̄ — невзвешенное сред-
нее).

𝛼 турецкий азербайджанский узбекский казахский татарский
∑︀

𝑎 𝑤𝑎𝑈𝑎 𝑈̄ min
𝑎

𝑈𝑎

0 0,936 0,795 0,645 0,528 0,574 0,748 0,696 0,528
1 0,876 0,789 0,689 0,564 0,612 0,745 0,706 0,564
2 0,841 0,777 0,702 0,593 0,630 0,739 0,709 0,593
4 0,790 0,752 0,713 0,633 0,659 0,728 0,709 0,633
∞ 0,704 0,704 0,704 0,704 0,704 0,704 0,704 0,704

При взвешенном усреднении (𝛼 = 0) норма сильно смещается в сторону турецкого
языка: в 822 из 1016 понятий (81%) выбирается турецкая форма, а понятность для
наименее обеспеченного языка — казахского — равна 0,528. С ростом 𝛼 понятность
для наименее обеспеченного языка монотонно возрастает и в max-min решении ста-
новится практически одинаковой для всех пяти языков — 0,704. При этом источники
выбранных форм уравновешиваются: казахский — 296, турецкий — 235, узбекский —
212, татарский — 201, азербайджанский — 140 понятий (одна форма может встре-
чаться в нескольких языках). Решения при 𝛼 = 0 и max-min различаются в 675
понятиях.

На рис. 1 приведена граница Парето, построенная методом 𝜀-ограничений: каж-
дая точка является максимумом взвешенного среднего при условии min

𝑎
𝑈𝑎 ⩾ 𝜀. «Це-

ну справедливости» [3] можно оценить следующим образом: повышение понятности
для наименее обеспеченного языка с 0,528 до 0,600 снижает взвешенное среднее лишь
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Рис. 1 Граница Парето: компромисс между понятностью для наименее обеспеченного язы-
ка и взвешенным средним.

на 1,1 %, а до 0,704 — на 6,0%, тогда как выигрыш наименее обеспеченного языка
составляет 33,2%. Невзвешенная средняя понятность 𝑈̄ даже возрастает на 1,2%.
𝛼-справедливые решения располагаются несколько ниже кривой, поскольку учиты-
вают распределение по всем языкам, а не только наименее обеспеченный язык.

Рис. 2 Понятность по языкам в решениях при 𝛼 = 0 и max-min.

Даже при равных весах языков (𝑤𝑎 = 0,2) в решении при 𝛼 = 0 наименее обеспе-
ченным остаётся казахский язык (min

𝑎
𝑈𝑎 = 0,602, рис. 2). Следовательно, дисбаланс

обусловлен не только весами, но и самим критерием усреднения.

5.3 Влияние ограничений согласованности

В решениях без ограничений в обоих классах соответствий оба правила применя-
ются вперемешку: например, при 𝛼 = 0 в начале слова k выбирается в 68 понятиях,
а g — в 21. Ограничения (8)–(9) полностью устраняют это противоречие; при этом
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при 𝛼 = 0 взвешенное среднее снижается с 0,7503 до 0,7484 (на 0,25%), а в max-
min решении понятность для наименее обеспеченного языка — с 0,7040 до 0,7038
(на 0,03%). Следовательно, согласованная норма достигается практически без по-
терь. Справедливые решения (𝛼 ⩾ 1) в обоих классах выбирают правила с глухими
согласными (k, t).

5.4 Сравнение алгоритмов

В таблице 2 сопоставлены результаты MILP и алгоритма 1.

Таблица 2 Сравнение точного (MILP) и приближённого (алгоритм 1) решений.

𝛼 MILP: 𝐹𝛼 MILP: время, с Алгоритм 1: 𝐹𝛼 Алгоритм 1: время, с

1 −0,30811 175,1 −0,30810 3,6
2 −1,37572 75,5 −1,37572 3,8
4 −0,89899 72,5 −0,89893 4,2
∞ 0,70375 8,6 0,70356 7,0

При 0 < 𝛼 < ∞ алгоритм 1 даёт практически те же результаты, что и MILP,
и даже несколько лучшие. Это объясняется аппроксимацией касательными в (15),
тогда как алгоритм 1 работает с точной функцией 𝜙𝛼. Время вычислений меньше
в 17–49 раз. При 𝛼 =∞ погрешность алгоритма 1 составляет 0,03%. Точность реше-
ния MILP подтверждается оценкой (12): значение LP-релаксации равно 0,70379, т. е.
отклонение от оптимума не превышает 0,006 %.

Рис. 3 Сходимость алгоритма 1 (𝛼 = ∞; понятность для наименее обеспеченного языка
в релаксации).

Из рис. 3 видно, что min
𝑎
𝑈𝑎 в релаксации растёт практически линейно относи-

тельно логарифма числа итераций, и после 3000 итераций отклонение от оптимума
составляет менее 0,25%; оставшееся отклонение устраняется округлением и локаль-
ным поиском.

5.5 Примеры

В таблице 3 приведены некоторые понятия, для которых решения при 𝛼 = 0
и max-min различаются.
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Таблица 3 Примеры выбранных форм (IPA; в скобках указан язык-источник).

Понятие 𝛼 = 0 max-min

море dEniz (тур.) teN@z (каз.)
горький adZW (тур.) atC7 (тат.)
нести dASWmAg (азерб.) taSWmak (тур.)
тридцать otuz (тур.) ot@z (каз.)
они onlaR (тур.) olAR (каз.)
коготь dWrnAg (азерб.) t7rnak (тат.)

Примеры наглядно демонстрируют действие ограничения согласованности:
в справедливом решении в начале слова вместо d выбирается t (dEniz → teN@z,
dASWmAg → taSWmak).

6 Обсуждение и ограничения
Полученные результаты следует интерпретировать с учётом следующих ограни-

чений. Во-первых, показатель (1) является косвенной оценкой (прокси) вероятности
понимания и ещё не откалиброван по экспериментальным данным, полученным от
носителей языков; на следующем этапе планируется оценить логистическую модель
вида 𝜋𝑎,𝑛,𝑐 = 𝜎 (𝜃0 + 𝜃1𝑝𝑎,𝑛,𝑐 + · · · ) на основе тестов на перевод слов. Во-вторых, фор-
мы NorthEuraLex являются словарными; в частности, глаголы приведены с аффик-
сами инфинитива (турецкий -mak, казахский -u), что влияет на сходство глаголов;
целесообразен анализ на уровне основ. В-третьих, частоты приняты равными и рас-
смотрены только два класса соответствий. Указанные ограничения не затрагивают
математическую структуру модели: откалиброванные 𝑝𝑎,𝑛,𝑐, корпусные частоты и до-
полнительные правила включаются в задачу (6)–(10) без изменений.

7 Заключение
Задача выбора общей лексической нормы тюркских языков поставлена как за-

дача 𝛼-справедливой дискретной оптимизации с ограничениями фонологической со-
гласованности. Доказано, что модель взвешенного усреднения является её частным
случаем при 𝛼 = 0, а критерий max-min — её пределом при 𝛼 → ∞. Разработаны
формулировка задачи в виде MILP, оценка точности на основе релаксации и при-
ближённый алгоритм на основе метода зеркального подъёма. Эксперимент на 1016
понятиях пяти тюркских языков показал, что взвешенное усреднение смещает норму
в сторону турецкого языка (81% форм), тогда как справедливое решение повышает
понятность для наименее обеспеченного языка на 33,2 %, снижая взвешенное сред-
нее лишь на 6,0%. Фонологическая согласованность обеспечивается практически без
потерь (0,03–0,25%). Предложенный алгоритм отличается от точного решения менее
чем на 0,03% и работает до 49 раз быстрее.

Дальнейшие исследования будут направлены на экспериментальную калибровку
вероятности понимания, расширение числа языков (башкирский, киргизский, турк-
менский, уйгурский) и моделирование динамики распространения нормы по регио-
нам [16].
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