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Рассматривается трёхмерная связанная динамическая задача термоупругости
для однородного изотропного параллелепипеда. Основными неизвестными являют-
ся шесть независимых компонентов тензора деформаций и температура. На основе
уравнений движения, соотношений Дюамеля–Неймана и кинематических соотноше-
ний Коши получена система динамических уравнений в деформациях, дополненная
уравнением теплопроводности. Температурное воздействие учитывается в механиче-
ских уравнениях, а обратная связь определяется скоростью объёмной деформации.
Такая постановка позволяет вычислять деформации непосредственно, без восстанов-
ления по производным перемещений. Для численного решения построены явная и
неявная конечно-разностные схемы на прямоугольной пространственной сетке. Чис-
ленный пример рассматривает синусоидальное начальное температурное поле при
нулевых начальных деформациях и скоростях их изменения. Выполнено сопостав-
ление температуры и нормальной деформации в различных сечениях параллеле-
пипеда. Сравнение проведено при одинаковых исходных данных в фиксированный
момент расчётного времени. Обе схемы воспроизводят близкие пространственные
распределения и одинаковое положение центрального максимума. По табличным
данным максимальное абсолютное расхождение температуры составляет 0,002, или
0,0108 % от максимума неявного решения. Для нормальной деформации максималь-
ное расхождение равно 0,001, а максимальное значение 0,046 совпадает в обеих реа-
лизациях. Полученные результаты подтверждают внутреннюю согласованность ал-
горитмов при совместном определении температурного и деформационного полей.
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1 Введение
Исследование динамического взаимодействия температурных и механических по-

лей необходимо при расчёте элементов конструкций, работающих в условиях неста-
ционарного нагрева. Изменение температуры вызывает тепловое расширение и неод-
нородное деформирование тела, а возникающие деформации, в свою очередь, могут
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влиять на развитие температурного поля. При быстром изменении тепловой нагруз-
ки существенную роль играют инерционные эффекты, поэтому описание процесса
требует совместного рассмотрения уравнений движения и теплопроводности. В трёх-
мерных задачах такое взаимодействие сопровождается пространственным перерас-
пределением нормальных и сдвиговых деформаций, которое не всегда может быть
воспроизведено в рамках плоских или одномерных моделей.

Выбор основных неизвестных определяет как структуру математической моде-
ли, так и способ её численной реализации. В традиционной постановке механическое
состояние тела описывается компонентами вектора перемещений, после определения
которых деформации вычисляются с помощью кинематических соотношений. Вместе
с тем для ряда задач непосредственный интерес представляет именно деформирован-
ное состояние: распределение нормальных и сдвиговых компонентов, их изменение во
времени и связь с температурным полем. Это делает целесообразным рассмотрение
альтернативной постановки, в которой компоненты тензора деформаций выступа-
ют основными механическими неизвестными. При таком переходе необходимо сохра-
нить согласованность уравнений движения, определяющих соотношений и условий
совместности, а также корректно сформулировать начальные и граничные условия.

Современные исследования связанной термоупругости развиваются в несколь-
ких направлениях. Одно из них связано с совершенствованием пространственной ап-
проксимации и алгоритмов совместного определения температурных и механических
полей. В работе Suljević, Ibrahimbegovic и Dolarević [1] рассматриваются регуляри-
зованная вариационная постановка и трёхмерная дискретная аппроксимация задач
термоупругости и термоповреждаемости. Tan и соавторы [2] применяют метод диф-
ференцирования по элементам к динамическим задачам связанной термоупругости.
В основе их подхода лежит совместное решение уравнений динамики и нестационар-
ной теплопроводности, позволяющее учитывать взаимное влияние температурного
поля и движения тела.

При расчёте волновых процессов особое значение имеет описание взаимодействия
расчётной области с окружающей средой. Eberle [3] исследует сочетание методов ко-
нечных и граничных элементов для трёхмерного термоупругого волнового уравне-
ния с прозрачными граничными условиями. Другой подход к организации связанного
расчёта представлен в работе Ahn и соавторов [4], посвящённой разделённой симмет-
ричной формулировке и алгоритму решения задач термоупругого взаимодействия.
Эти исследования показывают, что построение численной модели определяется не
только выбором пространственной аппроксимации, но и способом согласования ме-
ханической и тепловой частей задачи.

Наряду с сеточными методами развиваются бессеточные способы решения.
Reséndiz-Flores и соавторы [5] рассматривают полностью связанную численную по-
становку статической линейной термоупругости на основе метода конечных точек.
В дальнейшем Saucedo-Zendejo и Reséndiz-Flores [6] используют этот подход для
нестационарной линейной термоупругости с двусторонней связью температурного и
механического полей. Таким образом, взаимное влияние теплопереноса и деформи-
рования учитывается и в вычислительных моделях, не использующих стандартную
конечно-элементную сетку. Для тел с изменяющимися свойствами материала также
предложены специализированные численные подходы. В частности, спектраль-
ный метод дифференцирования по элементам применяется к термомеханическим
задачам функционально-градиентных материалов [8]. Отдельное направление иссле-
дований связано с изменением формы основных уравнений. Knyazeva, Akhmetshin и
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Smolin [9] рассматривают решение плоских задач термоупругости на основе новой
системы уравнений. Такая постановка представляет интерес с точки зрения выбора
переменных, через которые описывается термомеханическое состояние тела. Более
общий вариационный подход к связанным процессам предложен Junker и Wick [10],
которые рассматривают пространственно-временное моделирование, в том числе
для термомеханически связанного распространения волн. Развитие этих направле-
ний свидетельствует о том, что наряду с совершенствованием численных методов
сохраняется интерес к самой структуре математической постановки и способу пред-
ставления механических неизвестных [11].

В последние годы для решения задач термоупругости используются и вычис-
лительные подходы, объединяющие физические уравнения с нейросетевой аппрок-
симацией. Работы Abueidda и Mobasher [12, 13] посвящены применению временных
свёрточных сетей в рамках интегрированного конечно-элементного подхода I-FENN.
Подобные исследования расширяют набор вычислительных средств для связанных
задач. Вместе с тем при разработке альтернативной постановки в деформациях само-
стоятельное значение сохраняют традиционные разностные методы, поскольку они
позволяют явно проследить переход от дифференциальных уравнений к дискретной
системе и сопоставить различные способы её решения. Существенная часть современ-
ной литературы посвящена обобщённым моделям теплопереноса. Bazarra, Fernández
и Quintanilla исследуют задачи термоупругости в рамках модели Moore–Gibson–
Thompson [14, 15] и модели Green–Lindsay [16]; дальнейшее расширение связано с
учётом микротемператур [17]. Рассматриваются также обратные задачи определе-
ния нестационарного источника тепла [18], нелокальные термоупругие модели [19]
и вопросы построения обобщённых моделей теплопроводности и термомеханической
связи [20]. Эти работы относятся к различным физическим предположениям о теп-
лопереносе, поэтому их результаты следует разграничивать с постановками, осно-
ванными на классическом законе Фурье. В настоящем исследовании используется
классическая связанная модель, а основное внимание уделяется переходу к механи-
ческим неизвестным в виде компонентов тензора деформаций.

Прикладные исследования охватывают тела различной геометрии и материалы
с неоднородными либо направленно зависимыми свойствами. Нестационарное тер-
момеханическое поведение толстостенного цилиндра рассматривается в [21], моде-
ли динамической термоупругости микропериодических цилиндрических оболочек
в [22–24]. В работах [25, 26] исследуются термоупругие взаимодействия при перемен-
ной теплопроводности, а в [28, 29] температурные воздействия на пластинчатые кон-
струкции. Динамический отклик на движущийся источник тепла рассматривается
в [30], моделирование термоупругой связи для описания демпфирования в [31]. Метод
конечных разностей применяется и к обобщённой термоупругости функционально-
градиентного полого цилиндра [32]. Разнообразие таких постановок подчёркивает
необходимость согласования математической модели с геометрией тела, свойствами
материала и характером теплового воздействия.

В рассмотренных исследованиях значительное внимание уделяется физическим
моделям теплопереноса, пространственной аппроксимации и алгоритмам решения
связанных систем. Для настоящей работы определяющим является другой вопрос:
построение трёхмерной динамической постановки, позволяющей совместно опреде-
лять температуру и шесть независимых компонентов тензора деформаций. Такой
переход требует получения уравнений относительно деформаций из исходных со-
отношений термоупругости и согласования полученной системы с уравнением теп-
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лопроводности. Не менее важна её численная реализация, поскольку механическая
часть содержит вторые производные по времени, тогда как температурная часть
описывается уравнением первого порядка по времени.

Цель настоящей работы — построение математической постановки трёхмер-
ной связанной динамической задачи термоупругости в деформациях и разработка
конечно-разностных алгоритмов её решения для изотропного параллелепипеда.

Основной вклад работы состоит в получении системы уравнений относительно
компонентов тензора деформаций и температуры на основе уравнений движения,
соотношений Дюамеля–Неймана и кинематических соотношений Коши. В этой по-
становке механические неизвестные определяются непосредственно из уравнений в
деформациях, а связь с температурным полем сохраняется в обеих частях системы.
Для рассматриваемого тела задаются начальные условия, температурные граничные
условия и условия на механически свободной поверхности.

Для численного решения строятся явная и неявная конечно-разностные схемы
одной и той же задачи. В явной схеме значения искомых функций на очередном
временном слое определяются по рекуррентным соотношениям. Неявная реализа-
ция использует метод переменных направлений со сведением промежуточных вычис-
лений к решению трёхдиагональных систем методом прогонки. Численный пример
позволяет сопоставить распределения, полученные двумя алгоритмами при одинако-
вых исходных данных, и исследовать изменение температурного и деформированно-
го состояния параллелепипеда. Близость результатов рассматривается как проверка
согласованности двух реализаций принятой модели; сама по себе она не заменяет
независимую оценку точности и исследование сходимости.

2 Постановка трёхмерной связанной динамической задачи
термоупругости в деформациях
Рассматривается однородное изотропное упругое тело, занимающее область пря-

моугольного параллелепипеда

Ω = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) : 0 < 𝑥 < 𝑙1, 0 < 𝑦 < 𝑙2, 0 < 𝑧 < 𝑙3}.

Процесс описывается в рамках линейной термоупругости при малых деформациях.
Учитываются инерционные эффекты и взаимное влияние температурного и механи-
ческого полей. Параметры материала принимаются постоянными.

Исходная математическая модель включает уравнения движения

𝜎𝑖𝑗,𝑗 + 𝜌𝑋𝑖 = 𝜌𝑢̈𝑖, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3, (1)

соотношения Дюамеля–Неймана

𝜎𝑖𝑗 = 𝜆𝜃𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇𝜀𝑖𝑗 − (3𝜆+ 2𝜇)𝛼(𝑇 − 𝑇0)𝛿𝑖𝑗, (2)

кинематические соотношения Коши

𝜀𝑖𝑗 =
1

2
(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖), (3)

и уравнение теплопроводности

𝜆0𝑇,𝑖𝑖 − 𝐶𝜀𝑇̇ − 𝑇0𝛾𝜀̇𝑖𝑖 = −𝑤, 𝛾 = (3𝜆+ 2𝜇)𝛼. (4)
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Здесь 𝜎𝑖𝑗 и 𝜀𝑖𝑗 — компоненты тензоров напряжений и малых деформаций; 𝑢𝑖 —
компоненты вектора перемещений; 𝜌 — плотность материала; 𝑋𝑖 — компоненты объ-
ёмной силы, отнесённой к единице массы; 𝜆, 𝜇 — параметры Ламе; 𝛼 — коэффициент
линейного теплового расширения; 𝑇 — температура; 𝑇0 — постоянная отсчётная тем-
пература; 𝜆0 — коэффициент теплопроводности; 𝐶𝜀 — объёмная теплоёмкость при
постоянной деформации; 𝑤 — объёмная мощность источника тепла; 𝛿𝑖𝑗 — символ
Кронекера. Объёмная деформация определяется выражением 𝜃 = 𝜀𝑘𝑘 = 𝜀11 + 𝜀22 +
+ 𝜀33.

Запятая в индексе обозначает дифференцирование по соответствующей простран-
ственной координате, точка — дифференцирование по времени. По повторяющимся
индексам выполняется суммирование.

Для исходной постановки задаются начальные условия

𝑢𝑖
⃒⃒
𝑡=0

= 𝜙𝑖,
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑡

⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝜓𝑖, 𝑇
⃒⃒
𝑡=0

= 𝑇 0, (5)

и граничные условия

𝑢𝑖
⃒⃒
Σ1

= 𝑢0𝑖 , 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗

⃒⃒
Σ2

= 𝑆𝑖, 𝑇
⃒⃒
Σ
= 𝑇𝑏. (6)

Здесь Σ = 𝜕Ω, а Σ1 и Σ2 — участки поверхности, на которых задаются перемещения и
поверхностные усилия соответственно; 𝑛𝑗 — компоненты единичной внешней норма-
ли; 𝑆𝑖 — компоненты поверхностной нагрузки; 𝑇𝑏 — заданная граничная температура.
Обозначение 𝑇𝑏 позволяет отличить граничные данные от начальной температуры
𝑇 0.

Подстановка соотношений (2) и (3) в уравнения движения (1) приводит к урав-
нениям динамической термоупругости в перемещениях:

𝜇∆𝑢𝑖 + (𝜆+ 𝜇)𝜃,𝑖 − (3𝜆+ 2𝜇)𝛼
𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑖
+ 𝜌𝑋𝑖 = 𝜌𝑢̈𝑖. (7)

Здесь ∆ =
𝜕2

𝜕𝑥2
+
𝜕2

𝜕𝑦2
+
𝜕2

𝜕𝑧2
— оператор Лапласа. Поскольку 𝑇0 постоянно, простран-

ственные производные 𝑇 − 𝑇0 совпадают с производными 𝑇 .
Для перехода к деформационным переменным продифференцируем уравнение (7)

по координате 𝑥𝑗:

𝜇∆𝑢𝑖,𝑗 + (𝜆+ 𝜇)𝜃,𝑖𝑗 − (3𝜆+ 2𝜇)𝛼𝑇,𝑖𝑗 + 𝜌𝑋𝑖,𝑗 = 𝜌𝑢̈𝑖,𝑗. (8)

Перестановка индексов 𝑖 и 𝑗 даёт

𝜇∆𝑢𝑗,𝑖 + (𝜆+ 𝜇)𝜃,𝑗𝑖 − (3𝜆+ 2𝜇)𝛼𝑇,𝑗𝑖 + 𝜌𝑋𝑗,𝑖 = 𝜌𝑢̈𝑗,𝑖. (9)

Сложим уравнения (8), (9) и разделим полученное выражение на два. Используя
соотношения (3) и равенство смешанных производных, получим

𝜇∆𝜀𝑖𝑗 + (𝜆+ 𝜇)𝜃,𝑖𝑗 − (3𝜆+ 2𝜇)𝛼𝑇,𝑖𝑗 +
𝜌

2
(𝑋𝑖,𝑗 +𝑋𝑗,𝑖) = 𝜌𝜀𝑖𝑗. (10)

В силу симметрии тензора деформаций система (10) содержит шесть независимых
уравнений. Они описывают изменение нормальных и сдвиговых деформаций с учё-
том инерции, температурного воздействия и пространственного изменения объёмных
сил.
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При отсутствии объёмных сил система принимает вид

𝜇∆𝜀𝑖𝑗 + (𝜆+ 𝜇)𝜃,𝑖𝑗 − 𝛾𝑇,𝑖𝑗 = 𝜌𝜀𝑖𝑗. (11)

Уравнения (10), (11) получены непосредственно из уравнений движения и кинема-
тических соотношений. При использовании деформаций в качестве основных неиз-
вестных начальные и граничные данные должны быть согласованы с условиями сов-
местности Сен-Венана.

Механическая система дополняется уравнением теплопроводности

𝜆0∆𝑇 − 𝐶𝜀𝑇̇ − 𝛾𝑇0𝜃 = −𝑤. (12)

Температурный член в (11) определяет влияние нагрева на деформирование тела, а
член 𝛾𝑇0𝜃 в (12) учитывает обратное влияние изменения объёмной деформации на
температурное поле.

Для последующего численного решения рассматривается случай 𝑋𝑖 = 0, 𝑤 = 0.
В пространственных координатах 𝑥, 𝑦, 𝑧 система (11), (12) записывается следующим
образом:

(𝜆+ 2𝜇)
𝜕2𝜀11
𝜕𝑥2

+ (𝜆+ 𝜇)
(︁𝜕2𝜀22
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝜀33
𝜕𝑥2

)︁
+ 𝜇
(︁𝜕2𝜀11
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝜀11
𝜕𝑧2

)︁
− 𝛾 𝜕

2𝑇

𝜕𝑥2
= 𝜌

𝜕2𝜀11
𝜕𝑡2

,

(𝜆+ 2𝜇)
𝜕2𝜀22
𝜕𝑦2

+ (𝜆+ 𝜇)
(︁𝜕2𝜀11
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝜀33
𝜕𝑦2

)︁
+ 𝜇
(︁𝜕2𝜀22
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝜀22
𝜕𝑧2

)︁
− 𝛾 𝜕

2𝑇

𝜕𝑦2
= 𝜌

𝜕2𝜀22
𝜕𝑡2

,

(𝜆+ 2𝜇)
𝜕2𝜀33
𝜕𝑧2

+ (𝜆+ 𝜇)
(︁𝜕2𝜀11
𝜕𝑧2

+
𝜕2𝜀22
𝜕𝑧2

)︁
+ 𝜇
(︁𝜕2𝜀33
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝜀33
𝜕𝑦2

)︁
− 𝛾 𝜕

2𝑇

𝜕𝑧2
= 𝜌

𝜕2𝜀33
𝜕𝑡2

,

𝜇
(︁𝜕2𝜀12
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝜀12
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝜀12
𝜕𝑧2

)︁
+ (𝜆+ 𝜇)

(︁𝜕2𝜀11
𝜕𝑥𝜕𝑦

+
𝜕2𝜀22
𝜕𝑥𝜕𝑦

+
𝜕2𝜀33
𝜕𝑥𝜕𝑦

)︁
− 𝛾 𝜕

2𝑇

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 𝜌

𝜕2𝜀12
𝜕𝑡2

,

𝜇
(︁𝜕2𝜀13
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝜀13
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝜀13
𝜕𝑧2

)︁
+ (𝜆+ 𝜇)

(︁𝜕2𝜀11
𝜕𝑥𝜕𝑧

+
𝜕2𝜀22
𝜕𝑥𝜕𝑧

+
𝜕2𝜀33
𝜕𝑥𝜕𝑧

)︁
− 𝛾 𝜕

2𝑇

𝜕𝑥𝜕𝑧
= 𝜌

𝜕2𝜀13
𝜕𝑡2

,

𝜇
(︁𝜕2𝜀23
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝜀23
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝜀23
𝜕𝑧2

)︁
+ (𝜆+ 𝜇)

(︁𝜕2𝜀11
𝜕𝑦𝜕𝑧

+
𝜕2𝜀22
𝜕𝑦𝜕𝑧

+
𝜕2𝜀33
𝜕𝑦𝜕𝑧

)︁
− 𝛾 𝜕

2𝑇

𝜕𝑦𝜕𝑧
= 𝜌

𝜕2𝜀23
𝜕𝑡2

,

𝜆0

(︁𝜕2𝑇
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑇

𝜕𝑧2

)︁
− 𝐶𝜀

𝜕𝑇

𝜕𝑡
− 𝛾𝑇0

𝜕(𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33)

𝜕𝑡
= 0.

(13)

Основными неизвестными являются шесть независимых компонентов тензора дефор-
маций и температура. Нормальные деформации входят в тепловое уравнение через
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их сумму. Сдвиговые деформации связаны с нормальными компонентами и темпе-
ратурой посредством смешанных пространственных производных.

Для системы (13) задаются начальная температура, начальные деформации и
скорости их изменения. При выборе начального момента 𝑡 = 0 условия имеют вид

𝑇
⃒⃒
𝑡=0

= 𝑇𝑖, 𝜀11
⃒⃒
𝑡=0

= 𝜉𝑖, 𝜀22
⃒⃒
𝑡=0

= 𝜓𝑖, 𝜀33
⃒⃒
𝑡=0

= 𝜁𝑖,

𝜀12
⃒⃒
𝑡=0

= 𝜗𝑖, 𝜀13
⃒⃒
𝑡=0

= 𝜔𝑖, 𝜀23
⃒⃒
𝑡=0

= 𝜍𝑖,

𝜕𝜀11
𝜕𝑡

⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝜉1𝑖 ,
𝜕𝜀22
𝜕𝑡

⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝜓1
𝑖 ,

𝜕𝜀33
𝜕𝑡

⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝜁1𝑖 ,

𝜕𝜀12
𝜕𝑡

⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝜐1𝑖 ,
𝜕𝜀13
𝜕𝑡

⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝜔1
𝑖 ,

𝜕𝜀23
𝜕𝑡

⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝜍1𝑖 ,

(14)

где все функции рассматриваются в точках (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ Ω.
Температура на шести гранях параллелепипеда задаётся условиями

𝑇
⃒⃒
𝑥=0

= 𝑇1, 𝑇
⃒⃒
𝑥=𝑙1

= 𝑇2, 𝑇
⃒⃒
𝑦=0

= 𝑇3, 𝑇
⃒⃒
𝑦=𝑙2

= 𝑇4, 𝑇
⃒⃒
𝑧=0

= 𝑇5, 𝑇
⃒⃒
𝑧=𝑙3

= 𝑇6.

(15)
Значения 𝑇1, . . . , 𝑇6 представляют собой заданные температурные данные на соответ-
ствующих гранях. При необходимости они могут зависеть от времени и координат
поверхности.

В рассматриваемой численной постановке сохраняются заданные в исходной ра-
боте однородные условия для компонентов деформаций:

𝜀𝑎𝑏
⃒⃒
𝑥=0, 𝑙1

= 0, 𝜀𝑎𝑏
⃒⃒
𝑦=0, 𝑙2

= 0, 𝜀𝑎𝑏
⃒⃒
𝑧=0, 𝑙3

= 0, 𝑎, 𝑏 = 1, 2, 3. (16)

Условия (16) задают нулевые значения деформаций на поверхности и рассмат-
риваются как условия Дирихле для деформационных переменных. Их нельзя отож-
дествлять с условием механически свободной поверхности при произвольном тем-
пературном поле. Действительно, при нулевых деформациях соотношение (2) даёт
𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗 = −𝛾(𝑇 − 𝑇0)𝑛𝑖, поэтому поверхностные усилия в общем случае не равны ну-
лю. Для свободной поверхности необходимо отдельно задавать условие 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗 = 0,
выраженное через деформации и температуру. Система (13) с условиями (14)–(16)
составляет рассматриваемую начально-краевую постановку в деформационных пе-
ременных. При её механической интерпретации необходимо учитывать совместность
деформационного поля и согласованность заданных данных. После определения де-
формаций и температуры напряжения вычисляются непосредственно по соотноше-
ниям Дюамеля–Неймана (2). Далее для данной системы строятся явная и неявная
конечно-разностные схемы.

3 Численный метод решения
Для решения начально-краевой задачи (13)–(16) используется метод конечных

разностей. Пространственные производные аппроксимируются на прямоугольной
сетке, согласованной с геометрией параллелепипеда. Рассматриваются два способа
перехода между временными слоями: явный, основанный на рекуррентном вычисле-
нии искомых функций, и неявный, требующий решения системы сеточных уравне-
ний.

3.1 Расчётная сетка и разностные операторы
В области Ω вводится равномерная пространственная сетка

𝑥𝑖 = 𝑖ℎ1, 𝑦𝑗 = 𝑗ℎ2, 𝑧𝑘 = 𝑘ℎ3, ℎ1 =
𝑙1
𝑁1

, ℎ2 =
𝑙2
𝑁2

, ℎ3 =
𝑙3
𝑁3

.
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Временные слои задаются значениями 𝑡𝑛 = 𝑛𝜏 , где 𝜏 — шаг по времени. Сеточные
значения деформаций и температуры обозначаются через

𝐸𝑛
𝑎𝑏,𝑖,𝑗,𝑘 ≈ 𝜀𝑎𝑏(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘, 𝑡𝑛), 𝑇 𝑛

𝑖,𝑗,𝑘 ≈ 𝑇 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘, 𝑡𝑛).

Индексы 𝑎, 𝑏 = 1, 2, 3 обозначают компоненты тензора, а 𝑖, 𝑗, 𝑘 — положение узла
сетки. Такое разграничение исключает смешение тензорных и сеточных индексов.

Для произвольной сеточной функции 𝑣 используются центральные разности

𝛿𝑥𝑥𝑣𝑖,𝑗,𝑘 =
𝑣𝑖+1,𝑗,𝑘 − 2𝑣𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑣𝑖−1,𝑗,𝑘

ℎ21
, 𝛿𝑦𝑦𝑣𝑖,𝑗,𝑘 =

𝑣𝑖,𝑗+1,𝑘 − 2𝑣𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑣𝑖,𝑗−1,𝑘

ℎ22
,

𝛿𝑧𝑧𝑣𝑖,𝑗,𝑘 =
𝑣𝑖,𝑗,𝑘+1 − 2𝑣𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑣𝑖,𝑗,𝑘−1

ℎ23
.

Разностный оператор Лапласа имеет вид ∆ℎ𝑣 = 𝛿𝑥𝑥𝑣 + 𝛿𝑦𝑦𝑣 + 𝛿𝑧𝑧𝑣. Смешанная про-
изводная по координатам 𝑥, 𝑦 аппроксимируется выражением

𝛿𝑥𝑦𝑣𝑖,𝑗,𝑘 =
𝑣𝑖+1,𝑗+1,𝑘 − 𝑣𝑖+1,𝑗−1,𝑘 − 𝑣𝑖−1,𝑗+1,𝑘 + 𝑣𝑖−1,𝑗−1,𝑘

4ℎ1ℎ2
.

Операторы 𝛿𝑥𝑧 и 𝛿𝑦𝑧 определяются аналогично. Для достаточно гладких функций
указанные операторы имеют второй порядок пространственной аппроксимации. Вве-
дём сеточную объёмную деформацию

Θ𝑛 = 𝐸𝑛
11 + 𝐸𝑛

22 + 𝐸𝑛
33.

Для компактной записи механических уравнений определим оператор

ℒ𝑎𝑏,ℎ(𝐸, 𝑇 ) = 𝜇∆ℎ𝐸𝑎𝑏 + (𝜆+ 𝜇)𝛿𝑎𝑏Θ− 𝛾𝛿𝑎𝑏𝑇,

где 𝛿11 = 𝛿𝑥𝑥, 𝛿22 = 𝛿𝑦𝑦, 𝛿33 = 𝛿𝑧𝑧, а 𝛿12, 𝛿13, 𝛿23 — соответствующие смешанные
разностные операторы.

3.2 Явная конечно-разностная схема
В механической части вторая производная по времени заменяется центральной

разностью. Пространственные производные вычисляются на известном слое 𝑡𝑛. По-
лучаем

𝜌
𝐸𝑛+1

𝑎𝑏 − 2𝐸𝑛
𝑎𝑏 + 𝐸𝑛−1

𝑎𝑏

𝜏 2
= ℒ𝑎𝑏,ℎ(𝐸

𝑛, 𝑇 𝑛),

𝐶𝜀
𝑇 𝑛+1 − 𝑇 𝑛

𝜏
= 𝜆0∆ℎ𝑇

𝑛 − 𝛾𝑇0
Θ𝑛 −Θ𝑛−1

𝜏
.

(17)

Здесь и далее равенства записываются для внутренних узлов сетки. В температурном
уравнении скорость объёмной деформации вычисляется по двум известным слоям,
поэтому схема остаётся явной.

Например, уравнение для нормальной деформации 𝐸11 имеет вид

𝜌
𝐸𝑛+1

11 − 2𝐸𝑛
11 + 𝐸𝑛−1

11

𝜏 2
= (𝜆+2𝜇)𝛿𝑥𝑥𝐸

𝑛
11+(𝜆+𝜇)𝛿𝑥𝑥(𝐸

𝑛
22+𝐸

𝑛
33)+𝜇(𝛿𝑦𝑦+𝛿𝑧𝑧)𝐸

𝑛
11−𝛾𝛿𝑥𝑥𝑇 𝑛.

Для сдвиговой деформации 𝐸12 получаем

𝜌
𝐸𝑛+1

12 − 2𝐸𝑛
12 + 𝐸𝑛−1

12

𝜏 2
= 𝜇∆ℎ𝐸

𝑛
12 + (𝜆+ 𝜇)𝛿𝑥𝑦Θ

𝑛 − 𝛾𝛿𝑥𝑦𝑇 𝑛.
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Остальные компоненты вычисляются по аналогичным выражениям. Разрешая си-
стему (17) относительно значений на новом временном слое, находим рекуррентные
соотношения

𝐸𝑛+1
𝑎𝑏 = 2𝐸𝑛

𝑎𝑏 − 𝐸𝑛−1
𝑎𝑏 +

𝜏 2

𝜌
ℒ𝑎𝑏,ℎ(𝐸

𝑛, 𝑇 𝑛),

𝑇 𝑛+1 = 𝑇 𝑛 +
𝜆0𝜏

𝐶𝜀

∆ℎ𝑇
𝑛 − 𝛾𝑇0

𝐶𝜀

(Θ𝑛 −Θ𝑛−1).

(18)

В первом соотношении (18) множитель при пространственном операторе равен 𝜏 2/𝜌.
Наличие квадрата временного шага следует непосредственно из аппроксимации вто-
рой производной по времени. Начальные значения 𝐸0, скорости 𝑉 0 = 𝜕𝑡𝐸|𝑡=0 и тем-
пература 𝑇 0 задаются условиями (14). Первый механический слой вычисляется с
помощью разложения Тейлора

𝐸1
𝑎𝑏 = 𝐸0

𝑎𝑏 + 𝜏𝑉 0
𝑎𝑏 +

𝜏 2

2𝜌
ℒ𝑎𝑏,ℎ(𝐸

0, 𝑇 0).

Для температуры используется

𝑇 1 = 𝑇 0 +
𝜏

𝐶𝜀

[︁
𝜆0∆ℎ𝑇

0 − 𝛾𝑇0
(︀
𝑉 0
11 + 𝑉 0

22 + 𝑉 0
33

)︀]︁
.

После этого расчёт продолжается по формулам (18). На каждом временном слое
граничные значения устанавливаются согласно условиям (15), (16). Механическая
часть схемы имеет локальную погрешность аппроксимации 𝑂(ℎ21 + ℎ22 + ℎ23 + 𝜏 2), а
температурная часть — 𝑂(ℎ21 + ℎ22 + ℎ23 + 𝜏).

3.3 Неявная схема
В неявной реализации пространственные операторы и термомеханические члены

вычисляются на новом временном слое:

𝜌
𝐸𝑛+1

𝑎𝑏 − 2𝐸𝑛
𝑎𝑏 + 𝐸𝑛−1

𝑎𝑏

𝜏 2
= ℒ𝑎𝑏,ℎ(𝐸

𝑛+1, 𝑇 𝑛+1),

𝐶𝜀
𝑇 𝑛+1 − 𝑇 𝑛

𝜏
= 𝜆0∆ℎ𝑇

𝑛+1 − 𝛾𝑇0
Θ𝑛+1 −Θ𝑛

𝜏
.

(19)

Все неизвестные нового слоя образуют связанную линейную систему. В отличие от
явной схемы, их нельзя определить независимыми рекуррентными вычислениями.

Для её решения используется последовательная обработка координатных направ-
лений. На каждом проходе неизвестные вдоль выбранной сеточной линии определя-
ются из трёхдиагональной системы. Влияние других направлений и компонентов
включается в правую часть по текущим итерационным значениям.

Для прохода вдоль оси 𝑥 уравнение для 𝐸11 записывается в форме

𝑎𝑥𝐸
𝑛+1
11,𝑖+1,𝑗,𝑘 + 𝑏𝑥𝐸

𝑛+1
11,𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑐𝑥𝐸

𝑛+1
11,𝑖−1,𝑗,𝑘 = 𝑓11,𝑖,𝑗,𝑘, (20)

где

𝑎𝑥 = 𝑐𝑥 = −𝜆+ 2𝜇

ℎ21
, 𝑏𝑥 =

𝜌

𝜏 2
+

2(𝜆+ 2𝜇)

ℎ21
.

При таком выделении оператора по 𝑥 правая часть содержит известные временные
слои и текущие оценки остальных членов:

𝑓11 =
𝜌

𝜏 2
(2𝐸𝑛

11 − 𝐸𝑛−1
11 ) + 𝜇(𝛿𝑦𝑦 + 𝛿𝑧𝑧)𝐸

𝑛+1
11 + (𝜆+ 𝜇)𝛿𝑥𝑥(𝐸

𝑛+1
22 + 𝐸𝑛+1

33 )− 𝛾𝛿𝑥𝑥𝑇 𝑛+1.
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Аналогичные системы строятся для остальных деформаций и температуры:

𝑎
(𝑑)
𝑎𝑏 𝐸

𝑛+1
𝑎𝑏,𝑚+1 + 𝑏

(𝑑)
𝑎𝑏 𝐸

𝑛+1
𝑎𝑏,𝑚 + 𝑐

(𝑑)
𝑎𝑏 𝐸

𝑛+1
𝑎𝑏,𝑚−1 = 𝑓

(𝑑)
𝑎𝑏,𝑚, 𝐴(𝑑)𝑇 𝑛+1

𝑚+1 +𝐵(𝑑)𝑇 𝑛+1
𝑚 +𝐶(𝑑)𝑇 𝑛+1

𝑚−1 = 𝐹 (𝑑)
𝑚 .

(21)
Здесь 𝑑 ∈ {𝑥, 𝑦, 𝑧}, а 𝑚 — индекс вдоль соответствующей линии. Для температурного
прохода по 𝑥

𝐴(𝑥) = 𝐶(𝑥) = −𝜆0
ℎ21
, 𝐵(𝑥) =

𝐶𝜀

𝜏
+

2𝜆0
ℎ21

.

Правая часть включает

𝐹 (𝑥) =
𝐶𝜀

𝜏
𝑇 𝑛 + 𝜆0(𝛿𝑦𝑦 + 𝛿𝑧𝑧)𝑇

𝑛+1 − 𝛾𝑇0
𝜏

(Θ𝑛+1 −Θ𝑛).

Трёхдиагональные системы решаются методом прогонки. Проходы по 𝑥, 𝑦, 𝑧 повто-
ряются с обновлением связанных членов до достижения заданной точности.

4 Численные результаты
Для сопоставления явной и неявной конечно-разностных реализаций рассматри-

вается задача о нестационарном термоупругом деформировании прямоугольного па-
раллелепипеда. В начальный момент в теле задаётся неоднородное температурное
поле, тогда как деформации и скорости их изменения равны нулю. Последующее
изменение механического состояния обусловлено температурным воздействием и его
взаимодействием с процессом теплопроводности.

4.1 Начальные условия и параметры расчёта
Начальные условия принимаются в виде

𝑇
⃒⃒
𝑡=0

= 𝑇0 sin
𝜋𝑥

𝑙1
sin

𝜋𝑦

𝑙2
sin

𝜋𝑧

𝑙3
, 𝜀𝑎𝑏

⃒⃒
𝑡=0

= 0,
𝜕𝜀𝑎𝑏
𝜕𝑡

⃒⃒⃒
𝑡=0

= 0, 𝑎, 𝑏 = 1, 2, 3.

(22)
Синусоидальное распределение задаёт гладкое температурное поле с максимумом в
центре области и нулевыми значениями на её гранях. Такая форма начальных дан-
ных удобна для сравнения численных реализаций, поскольку позволяет проследить
сохранение пространственной симметрии и изменение амплитуды температурного
поля.

Приведённые в исходном численном примере граничные условия имеют вид

𝜀11 = 𝜀22 = 𝜀12 = 0, 𝑇 = 0 при 𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑙1, 𝑦 = 0, 𝑦 = 𝑙2. (23)

В исходном расчёте используются следующие значения параметров:

𝑇0 = 20, 𝜆 = 0,78, 𝜆0 = 0,06, 𝛼 = 0,05, 𝜇 = 0,5,

𝜌 = 0,86, 𝐶𝜀 = 3,5, ℎ1 = ℎ2 = 0,1, 𝑙1 = 𝑙2 = 1.

Соответствующий коэффициент термомеханической связи равен 𝛾 = (3𝜆 + 2𝜇)𝛼 =
= 0,167.

Ниже рассматриваются результаты при 𝑡 = 0,05. Температура представлена в
сечении 𝑧 = 0,4, а нормальная деформация 𝜀11 — в сечении 𝑧 = 0,5.

4.2 Распределение температуры
В табл. 1 и 2 приведены значения температуры, полученные соответственно явной

и неявной схемами.



Численное решение трёхмерной связанной динамической задачи. . . 129

Таблица 1 Распределение температуры 𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) при 𝑡 = 0,05, 𝑧 = 0,4 (явная схема)
𝑦∖𝑥 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
0,1 0,000 1,770 3,365 4,630 5,441 5,720 5,441 4,630 3,365 1,770 0,000
0,2 0,000 3,365 6,395 8,795 10,333 10,863 10,333 8,795 6,395 3,365 0,000
0,3 0,000 4,630 8,795 12,092 14,205 14,933 14,205 12,092 8,795 4,630 0,000
0,4 0,000 5,441 10,333 14,205 16,686 17,539 16,686 14,205 10,333 5,441 0,000
0,5 0,000 5,720 10,863 14,933 17,539 18,437 17,539 14,933 10,863 5,720 0,000
0,6 0,000 5,441 10,333 14,205 16,686 17,539 16,686 14,205 10,333 5,441 0,000
0,7 0,000 4,630 8,795 12,092 14,205 14,933 14,205 12,092 8,795 4,630 0,000
0,8 0,000 3,365 6,395 8,795 10,333 10,863 10,333 8,795 6,395 3,365 0,000
0,9 0,000 1,770 3,365 4,630 5,441 5,720 5,441 4,630 3,365 1,770 0,000
1 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

Таблица 2 Распределение температуры 𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) при 𝑡 = 0,05, 𝑧 = 0,4 (неявная схема)
𝑦∖𝑥 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
0,1 0,000 1,770 3,365 4,630 5,441 5,721 5,441 4,630 3,365 1,770 0,000
0,2 0,000 3,365 6,395 8,795 10,334 10,864 10,334 8,795 6,395 3,365 0,000
0,3 0,000 4,630 8,795 12,092 14,206 14,933 14,206 12,092 8,795 4,630 0,000
0,4 0,000 5,441 10,334 14,206 16,687 17,541 16,687 14,206 10,334 5,441 0,000
0,5 0,000 5,720 10,864 14,933 17,541 18,438 17,541 14,933 10,864 5,720 0,000
0,6 0,000 5,441 10,334 14,206 16,687 17,541 16,687 14,206 10,334 5,441 0,000
0,7 0,000 4,630 8,795 12,092 14,206 14,933 14,206 12,092 8,795 4,630 0,000
0,8 0,000 3,365 6,395 8,795 10,334 10,864 10,334 8,795 6,395 3,365 0,000
0,9 0,000 1,770 3,365 4,630 5,441 5,721 5,441 4,630 3,365 1,770 0,000
1 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

Оба расчёта воспроизводят распределение с наибольшими значениями в цен-
тральной части сечения и уменьшением температуры к его границам. На линиях
𝑥 = 0, 𝑥 = 1, 𝑦 = 0, 𝑦 = 1 температура равна нулю, что соответствует заданным
граничным условиям. В центральном узле 𝑥 = 𝑦 = 0,5 получены значения 𝑇явная =
= 18,437, 𝑇неявная = 18,438. В узле 𝑥 = 𝑦 = 0,4 соответствующие значения составляют
16,686 и 16,687. Таким образом, различия между двумя реализациями малы по срав-
нению с амплитудой температурного поля.

Для количественного сопоставления введём максимальное абсолютное расхожде-
ние и его нормированное значение

𝐷∞(𝑣) = max
𝑖,𝑗

⃒⃒
𝑣явная,𝑖,𝑗 − 𝑣неявная,𝑖,𝑗

⃒⃒
, 𝑑∞(𝑣) =

𝐷∞(𝑣)

max
𝑖,𝑗
|𝑣неявная,𝑖,𝑗|

· 100%.

По табличным значениям температуры получаем 𝐷∞(𝑇 ) = 0,002, 𝑑∞(𝑇 ) ≈ 0,0108%.

4.3 Распределение нормальной деформации

Таблицы 3 и 4 содержат значения компоненты 𝜀11, вычисленные двумя разност-
ными схемами.

В представленных данных деформация положительна во внутренних узлах и до-
стигает наибольшего значения в центре сечения. При приближении к границам её
величина уменьшается до нуля. Обе реализации дают одинаковое центральное зна-
чение: 𝜀11,явная(0,5; 0,5; 0,5; 0,05) = 𝜀11,неявная(0,5; 0,5; 0,5; 0,05) = 0,046.



130 Джумаёзов У.З., Абдирахмонова М.Н., Усмонов Л.С.

Таблица 3 Распределение нормальной деформации 𝜀11(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) при 𝑡 = 0,05, 𝑧 = 0,5 (явная
схема)

𝑦∖𝑥 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
0,1 0,000 0,004 0,008 0,012 0,014 0,014 0,014 0,012 0,008 0,004 0,000
0,2 0,000 0,008 0,016 0,022 0,026 0,027 0,026 0,022 0,016 0,008 0,000
0,3 0,000 0,012 0,022 0,030 0,036 0,038 0,036 0,030 0,022 0,012 0,000
0,4 0,000 0,014 0,026 0,036 0,042 0,044 0,042 0,036 0,026 0,014 0,000
0,5 0,000 0,014 0,027 0,038 0,044 0,046 0,044 0,038 0,027 0,014 0,000
0,6 0,000 0,014 0,026 0,036 0,042 0,044 0,042 0,036 0,026 0,014 0,000
0,7 0,000 0,012 0,022 0,030 0,036 0,038 0,036 0,030 0,022 0,012 0,000
0,8 0,000 0,008 0,016 0,022 0,026 0,027 0,026 0,022 0,016 0,008 0,000
0,9 0,000 0,004 0,008 0,012 0,014 0,014 0,014 0,012 0,008 0,004 0,000
1 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

Таблица 4 Распределение нормальной деформации 𝜀11(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) при 𝑡 = 0,05, 𝑧 = 0,5 (неяв-
ная схема)

𝑦∖𝑥 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
0,1 0,000 0,004 0,008 0,012 0,014 0,014 0,014 0,012 0,008 0,004 0,000
0,2 0,000 0,008 0,016 0,022 0,026 0,027 0,026 0,022 0,016 0,008 0,000
0,3 0,000 0,012 0,022 0,030 0,036 0,037 0,036 0,030 0,022 0,012 0,000
0,4 0,000 0,014 0,026 0,036 0,042 0,044 0,042 0,036 0,026 0,014 0,000
0,5 0,000 0,014 0,027 0,037 0,044 0,046 0,044 0,037 0,027 0,014 0,000
0,6 0,000 0,014 0,026 0,036 0,042 0,044 0,042 0,036 0,026 0,014 0,000
0,7 0,000 0,012 0,022 0,030 0,036 0,037 0,036 0,030 0,022 0,012 0,000
0,8 0,000 0,008 0,016 0,022 0,026 0,027 0,026 0,022 0,016 0,008 0,000
0,9 0,000 0,004 0,008 0,012 0,014 0,014 0,014 0,012 0,008 0,004 0,000
1 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

Различия наблюдаются в отдельных внутренних узлах. Например, при 𝑥 = 0,5,
𝑦 = 0,3 явная схема даёт 0,038, а неявная — 0,037. По приведённым таблицам мак-
симальное абсолютное расхождение составляет 𝐷∞(𝜀11) = 0,001, а нормированное
расхождение 𝑑∞(𝜀11) ≈ 2,17%.

Таблица 5 Максимальные значения температуры и нормальной деформации 𝜀11 и расхож-
дения между явным и неявным решениями при 𝑡 = 0,05

Величина Сечение
Максимум,
явная схема

Максимум,
неявная схема 𝐷∞ 𝑑∞, %

𝑇 𝑧 = 0,4 18,437 18,438 0,002 0,0108
𝜀11 𝑧 = 0,5 0,046 0,046 0,001 2,17

Результаты, представленные в табл. 5, показывают хорошую согласованность
двух конечно-разностных реализаций. Максимальные значения температуры состав-
ляют 18,437 и 18,438, а наибольшее расхождение, нормированное на максимум неяв-
ного решения, не превышает 0,0108 %. Для нормальной деформации 𝜀11 обе схемы
дают одинаковое максимальное значение 0,046; максимальное абсолютное расхожде-
ние составляет 0,001. Полученное согласие подтверждает, что оба алгоритма воспро-
изводят близкий термомеханический отклик рассматриваемой модели. Это является
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положительным результатом внутренней проверки численной реализации и показы-
вает согласованность вычисления температурного и деформационного полей двумя
различными способами временной дискретизации.

4.4 Графическое представление и оценка результатов

На рис. 1 показана поверхность температурного распределения, полученная по
явной схеме.

Рис. 1 Распределение температуры 𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) в сечении 𝑧 = 0,5 при 𝑡 = 0,05, полученное
по явной конечно-разностной схеме

На рис. 2 представлены распределения температуры вдоль координаты 𝑥 в
трёх сечениях параллелепипеда. Сплошные линии соответствуют явной конечно-
разностной схеме, а круглые маркеры — неявной. Одинаковый масштаб осей позво-
ляет непосредственно сопоставить амплитуды температурных профилей и оценить
изменение поля при переходе от периферийной области к центру.

В сечении 𝑦 = 0,1, расположенном вблизи грани с заданной нулевой температу-
рой, максимальное значение составляет 5,720 по явной схеме и 5,721 по неявной. При
переходе к 𝑦 = 0,3 максимум возрастает до 14,933 в обеих реализациях. Наибольшие
значения наблюдаются в центральном сечении 𝑦 = 0,5: 18,437 и 18,438 соответствен-
но.

Все три профиля сохраняют симметрию относительно 𝑥 = 0,5. Температура воз-
растает от нулевого значения на границе 𝑥 = 0 до максимума в середине и затем
уменьшается к границе 𝑥 = 1. Такая форма согласуется с симметричным начальным
температурным распределением и одинаковыми температурными условиями на про-
тивоположных гранях. При изменении положения сечения меняется прежде всего
амплитуда профиля, тогда как положение максимума и общий характер распределе-
ния сохраняются.

Маркеры неявного решения практически располагаются на линиях явного ре-
шения во всех рассмотренных сечениях. Согласие наблюдается не только в точках
максимума, но и на участках возрастания и убывания температуры. Это показывает,
что обе реализации воспроизводят близкое пространственное распределение темпе-
ратурного поля.
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Рис. 2 Температурные профили при 𝑡 = 0,05, 𝑧 = 0,4: (a) 𝑦 = 0,1; (b) 𝑦 = 0,3; (c) 𝑦 = 0,5

5 Заключение

В работе представлена постановка трёхмерной связанной динамической задачи
термоупругости, в которой основными механическими неизвестными являются шесть
независимых компонентов тензора деформаций. На основе уравнений движения, со-
отношений Дюамеля–Неймана и кинематических соотношений Коши получена си-
стема, позволяющая совместно определять деформационное и температурное поля.
Особенность подхода состоит в непосредственном вычислении деформаций без их по-
следующего восстановления по производным численного решения в перемещениях.

Для рассматриваемой задачи построены явная и неявная конечно-разностные ре-
ализации. Явный алгоритм использует рекуррентные соотношения, а неявный преду-
сматривает решение трёхдиагональных систем при последовательной обработке ко-
ординатных направлений. Рассмотрены порядок аппроксимации, ограничения вре-
менного шага для явной схемы и особенности проверки устойчивости связанной си-
стемы.

Численный пример выявил близость результатов двух реализаций. Максималь-
ное абсолютное расхождение температуры по представленным таблицам составляет
0,002, что соответствует 0,0108% от максимума неявного решения. Для нормальной
деформации 𝜀11 обе схемы дают одинаковое максимальное значение 0,046, а наиболь-
шее абсолютное расхождение составляет 0,001. Сопоставление профилей в различных
сечениях показало сохранение симметрии распределений и согласованное воспроиз-
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ведение области наибольших значений. Эти результаты подтверждают внутреннюю
согласованность вычислительных реализаций.

Научная значимость работы заключается в развитии деформационной поста-
новки для трёхмерных нестационарных термоупругих процессов и её реализации
методом конечных разностей. Представленный подход позволяет исследовать про-
странственное распределение деформаций и температуры в рамках единой связан-
ной модели, а напряжения определять непосредственно по соотношениям Дюамеля–
Неймана. Дальнейшее развитие исследования связано с независимой проверкой точ-
ности, установлением сеточной сходимости и рассмотрением более сложных условий
термомеханического нагружения.
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A three-dimensional coupled dynamic thermoelasticity problem is considered for a
homogeneous isotropic parallelepiped. The primary unknowns are the six independent
components of the strain tensor and temperature. Based on the equations of motion, the
Duhamel–Neumann relations, and the Cauchy kinematic relations, a system of dynamic
equations in terms of strains is derived and supplemented by the heat-conduction equa-
tion. Thermal effects are incorporated into the mechanical equations, while the reverse
coupling is determined by the volumetric strain rate. This formulation allows strains to be
computed directly without recovery from displacement derivatives. Explicit and implicit
finite-difference schemes on a rectangular spatial grid are constructed for the numerical
solution. The numerical example considers a sinusoidal initial temperature field with zero
initial strains and strain rates. Temperature and normal strain are compared in different
cross-sections of the parallelepiped. The comparison is performed using identical input
data at a fixed computational time. Both schemes reproduce similar spatial distributions
and the same location of the central maximum. According to the tabulated data, the
maximum absolute temperature difference is 0.002, or 0.0108 percent of the maximum
implicit solution value. For normal strain, the maximum difference is 0.001, while the
maximum value of 0.046 is identical in both implementations. The results confirm the
internal consistency of the algorithms in jointly determining the temperature and strain
fields.

Keywords: coupled thermoelasticity, three-dimensional dynamic problem, strain-based
formulation, finite-difference method, explicit and implicit schemes, alternating-direction
method
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