
Сопряженная задача для оптимального размещения промышленных объектов 91

УДК 519.6+004.9:504.064

СОПРЯЖЕННАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ОПТИМАЛЬНОГО
РАЗМЕЩЕНИЯ ПРОМЫШЛЕННЫХ ОБЪЕКТОВ

1*Равшанов Н., 1Набиева И., 2Жапаров Б.Т.
*ravshanzade-09@mail.ru

1Научно-исследовательский институт развития цифровых
технологий и искусственного интеллекта,

100125, Узбекистан, Ташкент, м-в. Буз-2, 17А;
2Наманганский инженерно-строительный институт,

160103, Узбекистан, Наманган, ул. Ислама Каримова, 12.

Связанная сопряженная задача заключается в том, чтобы обеспечить оптималь-
ное размещение промышленных объектов по всему региону с учетом глобальных и
локальных санитарных норм. Основными параметрами распространения вредных
веществ являются эрозия почвы, физические и механические свойства выброшен-
ных загрязнителей из промышленных объектов и климатические условия региона в
целом. При решении задач, связанных с санитарно-гигиеническими нормами, опти-
мальное размещение промышленных объектов может быть реализовано путем инте-
грации сопряженных задач, преимущество которых заключается в экономии вычис-
лительного ресурса и времени расчетов. Для решения этой задачи был разработан
консервативный математический алгоритм высокого уровня точности по временным
и пространственным переменным.
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1 Введение
Проблема загрязнения атмосферы становится все более актуальной в современ-

ном мире. Предлагаемые адекватные математические модели объекта исследова-
ния имеют решающее значение для прогнозирования и контроля распространения
опасных веществ в атмосфере. В нынешнее время они являются эффективным ин-
струментом для анализа, мониторинга и прогнозирования концентрации вредных
веществ в атмосфере который существенно влияют на здоровье человека и флору-
фауну окружающей среды и она является настоящее время актуальной проблемой,
источником которой являются объектов производства (заводы, фабрики, нефти и
газодобывающие объекты, транспортные системы, тепловые станции и т.д.).

Анализ полученных данных показал, что на загрязнение воздуха в Среднеази-
атских регионах в основном влияют экстремальные погодные условия, которые за
собой влекут эрозию и засоление почвы в следствия чего образуется пыльные бури.

К причинам загрязнения воздуха в Ташкенте относятся:

– потеря зелени – беспорядочная вырубка деревьев и кустарников местами вызыва-
ет экологический дисбаланс. Например, за время объявленного моратория из-за
незаконной вырубки около 49 тысяч, в том числе около 10,5 тысяч ценных дере-
вьев, природе был нанесен ущерб на сумму около 45 миллиардов сумов. Также
низким остается процент озеленения автомагистралей и городских территорий,
жилых массивов;
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– хаос в строительстве – строительные работы ведутся быстрыми темпами без
утверждения генеральных планов развития города и не проводится экологиче-
ская экспертиза и строительство высотных зданий без соблюдения расстояния
между ними блокирует циркуляцию ветра, и в воздух выбрасывается больше бы-
товых отходов;

– роста объема углекислых газов, выбрасываемые транспортными системами в
следствии использования не качественных горючих топлив и роста средств пере-
движения. В 2021 году автомобилей было 3,14 млн., а в 2023 году их количество
составило 4,6 млн, рост на 32%. В среднем по городу Ташкенту за один день пе-
редвигается 730 000 автомобилей, кроме того, из регионов въезжает от 160 000 до
300 000 автомобилей;

– неразвитость общественного транспорта и отсутствие инфраструктуры – не со-
кратилось количество пересечений транспортных и пешеходных потоков в го-
родах, не снизился уровень загрузки автомобильных дорог, не сократился цикл
регулирования транспортных потоков. В результате количество загрязняющих
веществ, выбрасываемых автомобилями, увеличивается;

– увеличение количества бытовых отходов в промышленности – экологический кон-
троль на заводах, цехах и аналогичных производственных предприятиях неудо-
влетворительный, количество токсичных веществ, выбрасываемых в атмосферу в
результате применения старых и неэффективных технологий, достигло опасного
уровня;

– увеличение использования угля – в стране наблюдается тенденция к увеличению
использования углеводородов, в том числе угля. В частности, в 2019 году было
использовано 3,9 млн тонн угольного топлива, в 2022 году – 5,3 млн тонн, по ито-
гам текущего года – 6,7 млн тонн. Это, в свою очередь, загрязняет окружающую
среду, в том числе атмосферный воздух, почву и водные ресурсы, в процессе до-
бычи, транспортировки и использования угольного топлива, где при сжигании 10
т угля в атмосферном воздухе образуется 220 кг сажи, 360 кг оксида серы II, 64
кг оксида углерода, 16 кг оксида азота II и 2 т зольных отходов;

– увеличение использования мазута – использование мазута в качестве дополни-
тельного топлива существующими тепловыми пунктами для централизованного
теплоснабжения населения в осенне-зимний период также приводит к сильному
загрязнению атмосферного воздуха. Только в декабре в 9 котельных действую-
щих 6 теплоцентров Ташкента было использовано 3 тыс. тонн мазута;

– отсутствие контроля в охране природы – участились случаи бесконтрольного и
бессистемного выпаса скота на охраняемых природных территориях, ненаучное
использование подземных вод приводит к разрушению экосистем, усилению де-
градации больших земельных площадей, их опустыниванию, как следствие, воз-
действию изменения климата нарастают, возникает опасность для жизни и здо-
ровья людей;

– метеорологические причины — направление и скорость ветра, температура возду-
ха, солнечная радиация, количество и продолжительность атмосферных осадков,
температурные инверсии (слой теплого воздуха, препятствующий вертикальному
рассеиванию смешанных частиц) и т. д.;

– географическая причина — особенности местности города Ташкента, т.е. столица
окружена горами и расположена глубоко. Из-за того, что ветер не циркулирует,
запыленный поток воздуха остается в городе, увлажняется и не уходит естествен-
ным путем.
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Также в целях снижения негативного воздействия на атмосферу предлагается
строго запретить использование угля и мазута, которые являются одними из основ-
ных факторов, загрязняющих атмосферу в городах и жилых районах.

По данным IQAir 17 января [1] в этом году по загрязнению атмосферы пока-
зывают следующий показатель. Из сообщение Узгидромет следует, что загрязнение
воздуха в Ташкенте утром в среду снова достигло «вредного» уровня: на 9:00 со-
держание мелкодисперсных частиц РМ2,5 в воздухе составило в среднем по городу
119 мкг./м3, что превышает рекомендации Всемирной организации здравоохранения
в 23,8 раза (5 мкг./м3).

Рис. 1 Данные автоматической станции мониторинга качества воздуха на территории Уз-
гидромета в Юнусабадском районе

Рис. 2 Данные станции на площади Дружбы народов в Чиланзарском районе

Компьютерная гидродинамика — это инструмент, который помогает нам понять
и получить количественную информацию о многих сложных потоках в окружающей
среде [2]. В статье в первую очередь представлен обзор предыдущих исследований Sct
в потоках окружающей среды, включающих как водные, так и воздушные системы.
Как отмечают авторы статьи при моделировании процесса переноса и диффузии
вредных веществ в атмосфере основными факторами являются скорости переноса
воздушной массы атмосферы в приземном слое. Для турбулентного распространения
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аэрозольных частиц в атмосфере существенным фактором является число Шмита,
где он входит при вычислении турбулентного движение атмосферы.

Для оценки загрязнения атмосферного воздуха традиционно используются дан-
ные о высотах труб, температуре, скорости, объеме и специфических свойствах вы-
брасываемого аэрозоля, а также поправки на преобладающее направление ветра и
другие изменения. Это, как правило, средние метеоусловия и один источник, что
делает эту методику очень эффективной. Распространение загрязняющих веществ
(ЗВ) зависит от условий эмиссии, переноса и турбулентного смешивания Как бы-
ло сказано в работе [3] модель Эйлера была использована для имитации начальной
стадии формирования и подъема пылевых облаков, а модель Навье-Стокса исполь-
зовалась для имитации теплового подъема и смешивания с окружающим воздухом
для вычисления рассеяния пыли в ветровом потоке.

В статье [4] компьютерное моделирование гидродинамики с тремя моделями изо-
тропной турбулентности — стандартной 𝑘−𝜀, реализуемой 𝑘−𝜀 и 𝑘−𝜔 – моделями —
было выполнено для исследования взаимосвязи между теплопередачей и поведени-
ем турбулентности после однотрубного смоделированного сепаратора. Количествен-
но предсказанный коэффициент теплопередачи, интенсивность вторичного потока и
интенсивность турбулентности с помощью модели 𝑘− 𝜔 показали лучшее согласие с
экспериментальными данными из предыдущих исследований.

В работе [5] анализ загрязнения атмосферы при пылении хвостохранилища
АНОФ-2 (Мурманская область, г. Апатиты) проведен с привлечением модели вы-
числительной гидродинамики (CFD, computational fluid dynamics) – моделирова-
ния, выполненного с помощью программы Comsol. Для вычисления аэродинамиче-
ских характеристик применялось приближение несжимаемой жидкости с привлече-
нием стандартной (𝑘 − 𝜀) – модели турбулентности. Процесс распространения мел-
кодисперсной пыли промоделирован посредством численного решения конвективно-
диффузионного уравнения переноса примеси с учетом скорости оседания. Числен-
ные эксперименты выполнены при вариации скорости ветрового потока 5–23 м/с и
площади пыления от 2 до 10 га при случайном выборе из 20 дискретных участков.

Получены распределения динамической скорости для конкретных участков пы-
ления, поинтервальные и суммарные пространственные распределения пылевых за-
грязнений (частицы пыли диаметром 0–70 мкм с шагом 10 мкм). Отмечены особен-
ности влияния на уровни загрязнения атмосферы конкретных районов г. Апатиты в
зависимости от размещения пылящих участков по поверхности пляжа хвостохрани-
лища. Проанализированы и обобщены до функциональных зависимостей расчетные
уровни загрязнения атмосферы в центре г. Апатиты, осредненные по количеству
сочетаний участков пыления. Обобщенная функциональная зависимость позволяет
прогнозировать концентрацию пыли в г. Апатиты в зависимости от площади пыления
случайным образом выбранных дискретных участков на поверхности хвостохрани-
лища и скорости ветрового потока, а также определять критическую площадь пыле-
ния, при которой уровень загрязнения атмосферы достигает предельно допустимых
концентраций в зависимости от скорости ветрового потока.

В работе [6] была разработана CFD модель для описания рассеивания пыли, об-
разующейся при взрывных работах в известняковых карьерах. Это сложное явление,
которое было изучено с использованием нескольких цифровых видеозаписей взрывов
и полевых измерений концентрации пыли с помощью пылеуловителей, рассеивающих
свет. В статье представлены результаты, полученные с помощью модельного модели-
рования, при котором физические барьеры устанавливаются вблизи места проведе-
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ния взрывных работ с целью уменьшения рассеивания пылевого облака и связанного
с этим воздействия на окружающую среду.

Как сказано в статье [7] загрязнение приземного воздуха вблизи карьеров можно
объяснить несколькими факторами. Одним из них является выбросы пылевых ча-
стиц в атмосферу в результате разрушения горных пород при произведения взрыв-
ных работ на карьерах по добыче руды. Чтобы рассчитать рассеяние пыли в ветро-
вом потоке, необходимо получить данные о концентрации пыли в облаке. Эти данные
крайне сложно получить экспериментально в результате крупномасштабных взры-
вов. В работе использовали модель Эйлера для имитации начальной стадии форми-
рования и подъема пылевых облаков, а также модель Навье-Стокса для имитации
теплового подъема и смешивания с окружающим воздухом.

В работе [8] используют дифференциальные уравнения в частных производных и
соответствующие им начальные и граничные условия для описания математической
модели распространения вредных веществ в пограничном слое атмосферы, учиты-
ваются расчеты давления, теплового потока и движения газа и конденсата. Гид-
родинамические уравнения Навье-Стокса использованы для определения скоростей
воздушных масс в атмосфере в трех направлениях 𝑢, 𝑣 и 𝑤, а для определения плот-
ности веществ, выбрасываемых в атмосферу использован закон сохранения массы.

В статье [9] при исследовании переноса загрязняющих веществ в атмосфере ис-
пользуется численное моделирование. Основной целью данного исследования была
разработка алгоритма математической модели, основанной на уравнении распреде-
ления примесей в турбулентной среде. Уникальной особенностью исследования яв-
ляется использование метода покоординатного расщепления с нормализацией и па-
раметризацией условий. Нахождение подынтегральных функций в алгоритме расче-
та позволяет получить устойчивый вычислительный алгоритм решения задачи рас-
пространения мелкодисперсных взвешенных частиц. Модель оснащена удобным про-
граммным обеспечением, обеспечивающим время расчета и графических визуализа-
ции – до 20 минут на компьютерах средней мощности. Полученная математическая
модель может быть использована в системах прогнозирования техногенной нагрузки
на окружающую среду для оперативного решения экологических проблем.

В статье [10] рассчитаны выбросы CO, NO, NO2, SO2 и PM10 от городских источ-
ников, а также их пространственное распределение и временные изменения, согласно
многолетним наблюдениям со станций сети Мосэкомониторинга. Таким образом, мат-
рица выбросов была использована для оценки качества воздуха в мегаполисе Москва
с помощью модели химического транспорта SILAM.

В исследовании [11] рассмотрены влияние глобального источника пыли с помо-
щью модели Годдард, используется 8-километровый нормализованный разностный
индекс растительности, наблюдаемый с помощью усовершенствованного спутника-
радиометра очень высокого разрешения, чтобы определить голость поверхности. Ре-
зультаты используются для изучения изменений оголенности поверхности в 22 реги-
онах по всему миру с источниками пыли в течение определенного периода времени.

В работе [12] предлагается метод, основанный на вычислительную гидродина-
мику, для определения распределения загрязняющих веществ в приземном слое ат-
мосферы. В качестве примера расчета распространения загрязняющих веществ в
работе рассмотрен расчет выбросов ацетона из отдельно стоящего источника, рас-
положенного в непосредственной близости от здания. Результаты расчетов наглядно
демонстрируют сложность распределения полей концентраций в непосредственной
близости от зданий и в условиях плотной застройки и сложного рельефа местности.
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В статье [13] модели воздушного потока и поведение реактивных загрязняющих
веществ в течение более 24 часов в реалистичном городском каньоне в городе Осака,
Япония, были проведены с использованием модели вычислительной гидродинами-
ки (CFD computational fluid dynamics) в сочетании с моделью химической реакции
(CBM-IV chemical reaction model), где показала, что концентрация загрязняющих
веществ в городском каньоне в значительной степени зависит от придорожных вы-
бросов и структуры воздушного потока, которые, в свою очередь, на это сильно
влияет неоднородность городской планировки.

В статье [14] представлен новый метод разработки математической модели и на-
блюдения за загрязнением приземного слоя атмосферы горнопромышленного реги-
она. Предложенная модельная система, адаптируемая к различным пространствен-
ным масштабам, позволяет исследовать влияние различных переменных, влияющие
на движение воздуха и уровни загрязняющих веществ в атмосфере на персональных
ЭВМ.

В статье [15] представлена комбинированная упрощенная модель, была разра-
ботана для описания распространения вредных примесей и сточных вод при одно-
временных прорывах промышленных плотин. Новизна модели заключается в том,
что она может учитывать влияние как ортотропий среды, в которой фильтруются
сточные воды, так и местоположения прорыва в теле плотины на изменчивость ре-
лаксации концентрации примесей в системе водохранилищ после прорыва плотины.
Численный эксперимент показал, что разработанная модель, позволяющая наблю-
дать временную динамику и снижение загрязнения в системе резервуаров во время
сброса сточных вод, хорошо адаптирована.

Эффективный инструмент для преобразования результатов, полученных с ис-
пользованием комплексного подхода вычислительной гидродинамики и вычисли-
тельной динамики реакций, был разработан в статье авторов [16–18]. Инструмент
преобразования и визуализация Google Planet Earth пересматривают и интегриру-
ют наиболее популярные методы визуализации. Смог, вызванный выбросом тяжелых
транспортных средств в Роттердаме, Нидерланды, показывает потенциальные воз-
можности этого инструмента.

Результаты показали, что Google Earth может предоставлять удобное для пользо-
вателя и эффективное с точки зрения вычислений представление данных. Функция,
разработанная авторами, может быть чрезвычайно полезна для отображения загряз-
нения на уровне улиц, что особенно важно для жителей городов.

В статьях [19, 20] предлагается динамическая математическая модель трехмер-
ного тепломассопереноса в производственной среде с активной вентиляцией и ис-
точниками загрязнения, что в отличие от существующих моделей распространения
производственных вредностей позволяет учитывать колебания газо-воздушных по-
токов.

На основе анализа выше указанных литературных источников основной целью
статьи является использование математического инструмента (модель, численный
алгоритм, программное средство), решение задачи оптимального размешения про-
мышленных объектов в регионе, где будут учитываться погодно-климатические фак-
торы рассматриваемого региона, коэффициент диффузии и турбулентное перемеши-
вание по вертикали, коэффициент взаимодействия с поверхностью земли, коэффи-
циент характеризующий захват частиц элементами растительности и других сопут-
ствующих факторов.
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2 Постановка задачи
Сопряженная задача переноса и диффузии субстанции в атмосфере по отношению

к основной описывается с помощью следующего дифференциального уравнения в
частных производных с соответствующими начальным и граничными условиями [21,
22]:

−𝜕𝜃*(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡
− 𝑢

𝜕𝜃*(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑥
− 𝑣

𝜕𝜃*(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑦
−

− (𝑤 − 𝑤𝑔)
𝜕𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)*

𝜕𝑧
+ 𝜃* (𝜎 + 𝛼) =

=
𝜕

𝜕𝑧
(κ

𝜕𝜃*(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧
) + 𝜇

(︂
𝜕2𝜃*(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)*

𝜕𝑦2

)︂
+ 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡);

(1)

𝜃*(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝜃*𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, ); (2)

−𝜇
𝜕𝜃*

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= 𝛾 (𝜃𝑡 − 𝜃*) ; 𝜇
𝜕𝜃*

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝐿𝑥

= 𝛾 (𝜃𝑡 − 𝜃*) ; (3)

−𝜇
𝜕𝜃*

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

= 𝛾 (𝜃𝑡 − 𝜃*) ; 𝜇
𝜕𝜃*

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝐿𝑦

= 𝜆 (𝜃𝑡 − 𝜃*) ; (4)

κ
𝜕𝜃*

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

= 𝛽 · 𝜃* − 𝐹0 (𝑥, 𝑦, 𝑧) ; κ
𝜕𝜃*

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝐻𝑧

= 𝛾 (𝜃𝑡 − 𝜃*) . (5)

Здесь 𝜃* – концентрация вредных веществ в атмосфере; 𝑡 – время; 𝑥, 𝑦, 𝑧 – си-
стема координат; 𝜎 – коэффициент поглощения вредных веществ в атмосфере; 𝛼
– коэффициент, характеризующий захват частиц элементами растительности; 𝛽 –
коэффициент взаимодействия частиц с подстилающей поверхностью; 𝛿 – функция
Дирака; 𝛾 – коэффициент массообмена через границы расчета; 𝜇,κ – коэффициенты
диффузии и турбулентности; 𝑃 – мощность источника;

Решение задачи (1) - (5) в принципе не отличается от решения основной задачи,
однако время берется в обратном направлении. Начальное значение времени начиная
с 𝑡 = 𝑇 и продолжается в сторону убывания t. Задачу (1) - (5) можно свести к виду,
свойственному основным уравнениям, заменой независимой переменной 𝑡 на 𝜏 = 𝑇−𝑡
и 𝑢′ = −𝑢, 𝑣′ = −𝑣, 𝑤′

𝜙 = −(𝑤 − 𝑤𝑔), тогда она примет следующий вид:

𝜕𝜃*(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜏)

𝜕𝜏
+ 𝑢′𝜕𝜃

*(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜏)

𝜕𝑥
+ 𝑣′

𝜕𝜃*(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜏)

𝜕𝑦
+

+𝑤′
𝜙
𝜕𝜃*(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜏)

𝜕𝑧
+ 𝜃*(𝜎 + 𝛼) =

𝜕

𝜕𝑧
( κ

𝜕𝜃*(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜏)

𝜕𝑧
)+

+𝜇

(︂
𝜕2𝜃*(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜏)

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝜃*(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜏)

𝜕𝑦2

)︂
+ 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜏);

(6)

𝜃*(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜏) = 𝑔*(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) ; при 𝜏 = 0; (7)

−𝜇
𝜕𝜃*

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= 𝛾 (𝜃𝜏 − 𝜃*) ; 𝜇
𝜕𝜃*

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝐿𝑥

= 𝛾 (𝜃𝜏 − 𝜃*) ; (8)

−𝜇
𝜕𝜃*

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

= 𝛾 (𝜃𝜏 − 𝜃*) ; 𝜇
𝜕𝜃*

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝐿𝑦

= 𝛾 (𝜃𝜏 − 𝜃*) ; (9)
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−κ
𝜕𝜃*

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

= (𝛽 · 𝜃* − 𝐹0 (𝑥, 𝑦, 𝑧)); κ
𝜕𝜃*

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝐻𝑧

= 𝛾 (𝜃𝜏 − 𝜃*) . (10)

Используя решение основной задачи в работе [23, 24] 𝜃 и полученные численные
решение задача (6)-(10) можно вычислить требуемый функционал 𝐽𝜉, связанный с
оптимизационной задачей по размещением и проектированием промышленных объ-
ектов производства в мегаполисах и в промышленных регионах.

Рассмотрим функционал в виде

𝐽𝜉 =

𝑇∫︁
0

𝑑𝑡

∫︁
Ω𝜉

𝑃𝜉𝜃𝑑Ω,

который характирезует дозу вредных вещества, выпавшего н поверхность земли (𝑧 =
= 0) в области экологической зоны Ω𝜉.

По заданной Р (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) и 𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) можно вычислить количества выпавшего
аэрозоля на поверхности земли или в области Ω𝜉.

Задача состоит не только в определении выпевшего вредного вещества на по-
верхности земли, а найти такую совокупность планируемых выбросов 𝐹𝑖, которую
обеспечивало бы среднегодовые предельно допустимые дозы аэрозольного загрязне-
ния

𝐽𝜉 ≺ 𝐶𝜉𝜉 = 1, 2, 3, ..., 𝑁.

При минимальных экономических затратах на технологическую реконструкцию
предприятий, обеспечивающую установленный объем выпуска продукции приза дан-
ном уменьшении выбросов.

В данной постановке кроме условия на ограничение функционала необходимо
ввести в рассмотрение минимизирующий функционал виде

𝐼 =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜍𝑖
(︀
𝐹𝑖 − 𝐹𝑖

)︀
,

где 𝐹𝑖 – исходная, 𝐹𝑖 – планируемая мощность выбросов, 𝜍𝑖 – коэффициент опре-
деляющий капитальные вложения в технологию, обеспечивающую выпуск того же
объема продукции выбросов. Тогда функционал представляет полные затраты, необ-
ходимые для улучшения технологии всех предприятий при переходе от выбросов 𝐹𝑖

к планируемым выбросом 𝐹𝑖.
В результате приходим к задаче о нахождении таких выбросов 𝐹𝑖, что бы выпол-

нялись условия

𝐼 =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜍𝑖
(︀
𝐹𝑖 − 𝐹𝑖

)︀
= min,

𝐽𝜉 ⩽ 𝐶𝜉, 𝜉 = 1, 2, 3, ...., 𝑁.

Из постановки задачи видно, что в отличии от работы Г.И. Марчука [25] здесь
во-первых рассматривается трехмерная постановка, поглощение частиц в зеленом
покрове, а также осуществляется учет притока и оттока субстанции через границы
рассматриваемой области; во-вторых источниками выброса вредных веществ в ат-
мосфере являются промышленные объекты производства, а кроме того при неустой-
чивой стратификации ветра и низкой влажности подстилающая поверхность земли
также становится источником выброса частиц.
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3 Метод решения
Теперь будем останавливается на методы решения поставленной сопряженной

задачи (6)-(10). В связи с тем, что дифференциальные уравнения в частных про-
изводных также используются для описания новой задачи (6) - (10), получить
аналитическое решение этой задачи представляет собой большую проблему. Что-
бы решить эту задачу, используя конечно-разностный метод, мы заменяем 𝐷 =
= (0 < 𝑥 < 𝑎, 0 < 𝑦 < 𝑏, 0 < 𝑧 < 𝐻) непрерывные изменения ожидаемых про-
гнозируемых переменных на сеточную сетку, в которой 𝑥, 𝑦 являются равномерными
сетками, а по 𝑧 - неравномерными сетками.

Для решения задачи (6) - (10) применяем конечно-разностный метод, заменяя
дифференциальные операторы на разностные следующем виде, сначала по оси

1

2

𝜃
𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 − 𝜃𝑛𝑖, 𝑗, 𝑘

∆𝜏/3
+

1

2

𝜃
𝑛+1/3
𝑖+1, 𝑗, 𝑘 − 𝜃𝑛𝑖+1, 𝑗, 𝑘

∆𝜏/3
+

(︂
𝑢′ − |𝑢′|

4

)︂
𝜃
𝑛+1/3
𝑖+1, 𝑗, 𝑘 − 𝜃

𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘

∆𝑥
+

+

(︂
𝑢′ − |𝑢′|

4

)︂
𝜃𝑛𝑖+1, 𝑗, 𝑘 − 𝜃𝑛𝑖, 𝑗, 𝑘

∆𝑥
+

(︂
𝑢′ + |𝑢′|

4

)︂
𝜃
𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 − 𝜃

𝑛+1/3
𝑖−1, 𝑗, 𝑘

∆𝑥
+

+

(︂
𝑢′ + |𝑢′|

4

)︂
𝜃𝑛𝑖, 𝑗, 𝑘 − 𝜃𝑛1, 𝑖−1, 𝑗, 𝑘

∆𝑥
+

(︂
𝑣′ − |𝑣′|

2

)︂
𝜃𝑛𝑖, 𝑗+1, 𝑘 − 𝜃𝑛𝑖, 𝑗, 𝑘

∆𝑦
+

+

(︂
𝑣′ + |𝑣′|

2

)︂
𝜃𝑛𝑖, 𝑗, 𝑘 − 𝜃𝑛𝑖, 𝑗−1, 𝑘

∆𝑦
+

(︂
𝑤′

𝜙 − |𝑤′
𝜙|

2

)︂
𝜃𝑛𝑖, 𝑗, 𝑘+1 − 𝜃𝑛𝑖, 𝑗, 𝑘

∆𝑧
+

+

(︂
𝑤′

𝜙 + |𝑤′
𝜙|

2

)︂
𝜃𝑛𝑖, 𝑗, 𝑘 − 𝜃𝑛𝑖, 𝑗, 𝑘−1

∆𝑧
+ 𝜎𝜃

𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 + 𝛼𝜃

𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 −

− 𝜇

∆𝑥2

(︁
𝜃
𝑛+1/3
𝑖+1, 𝑗, 𝑘 − 2𝜃

𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 + 𝜃

𝑛+1/3
𝑖−1, 𝑗, 𝑘

)︁
− 𝜇

∆𝑦2
(︀
𝜃𝑛𝑖, 𝑗+1, 𝑘 − 2𝜃𝑛𝑖, 𝑗, 𝑘 + 𝜃𝑛𝑖, 𝑗−1, 𝑘

)︀
+

− 1

∆𝑧2
(︀
κ𝑘+0,5𝜃

𝑛
𝑖, 𝑗, 𝑘+1 − (κ𝑘+0,5 + κ𝑘−0,5) 𝜃

𝑛
𝑖, 𝑗, 𝑘 + κ𝑘−0,5𝜃

𝑛
𝑖, 𝑗, 𝑘−1

)︀
=

1

3
𝑃

(11)

или
3

2∆𝜏
𝜃
𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 − 3

2∆𝜏
𝜃𝑛𝑖, 𝑗, 𝑘 +

3

2∆𝜏
𝜃
𝑛+1/3
𝑖+1, 𝑗, 𝑘 −

3

2∆𝜏
𝜃𝑛𝑖+1, 𝑗, 𝑘+

+
𝑢′ − |𝑢′|
4∆𝑥

𝜃
𝑛+1/3
𝑖+1, 𝑗, 𝑘 −

𝑢′ − |𝑢′|
4∆𝑥

𝜃
𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 +

𝑢′ − |𝑢′|
4∆𝑥

𝜃𝑛𝑖+1, 𝑗, 𝑘 −
𝑢′ − |𝑢′|
4∆𝑥

𝜃𝑛𝑖, 𝑗, 𝑘+

+
𝑢′ + |𝑢′|
4∆𝑥

𝜃
𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 − 𝑢′ + |𝑢′|

4∆𝑥
𝜃
𝑛+1/3
𝑖−1, 𝑗, 𝑘 +

𝑢′ + |𝑢′|
4∆𝑥

𝜃𝑛𝑖, 𝑗, 𝑘 −
𝑢′ + |𝑢′|
4∆𝑥

𝜃𝑛1, 𝑖−1, 𝑗, 𝑘+

+
𝑣′ − |𝑣′|
2∆𝑦

𝜃𝑛𝑖, 𝑗+1, 𝑘 −
𝑣′ − |𝑣′|
2∆𝑦

𝜃𝑛𝑖, 𝑗, 𝑘 +
𝑣′ + |𝑣′|
2∆𝑦

𝜃𝑛𝑖, 𝑗, 𝑘 −
𝑣′ + |𝑣′|
2∆𝑦

𝜃𝑛𝑖, 𝑗−1, 𝑘+

+
𝑤′

𝜙 − |𝑤′
𝜙|

2∆𝑧
𝜃𝑛𝑖, 𝑗, 𝑘+1 −

𝑤′
𝜙 − |𝑤′

𝜙|
2∆𝑧

𝜃𝑛𝑖, 𝑗, 𝑘+

+
𝑤′

𝜙 + |𝑤′
𝜙|

2∆𝑧
𝜃𝑛𝑖, 𝑗, 𝑘 −

𝑤′
𝜙 + |𝑤′

𝜙|
2∆𝑧

𝜃𝑛𝑖, 𝑗, 𝑘−1 + 𝜎𝜃
𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 + 𝛼𝜃

𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 =

(12)

=
𝜇

∆𝑥2
𝜃
𝑛+1/3
𝑖+1, 𝑗, 𝑘 −

2𝜇

∆𝑥2
𝜃
𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 +

𝜇

∆𝑥2
𝜃
𝑛+1/3
𝑖−1, 𝑗, 𝑘 +

𝜇

∆𝑦2
𝜃𝑛𝑖, 𝑗+1, 𝑘 −

2𝜇

∆𝑦2
𝜃𝑛𝑖, 𝑗, 𝑘+

+
𝜇

∆𝑦2
𝜃𝑛𝑖, 𝑗−1, 𝑘 +

κ𝑘+0,5

∆𝑧2
𝜃𝑛𝑖, 𝑗, 𝑘+1 −

κ𝑘+0,5 + κ𝑘−0,5

∆𝑧2
𝜃𝑛𝑖, 𝑗, 𝑘 +

κ𝑘−0,5

∆𝑧2
𝜃𝑛𝑖, 𝑗, 𝑘−1 +

1

3
𝑃.
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Группируя члены уравнения (12) получим:(︂
𝜇

∆𝑥2
+

𝑢′ + |𝑢′|
4∆𝑥

)︂
𝜃
𝑛+1/3
𝑖−1, 𝑗, 𝑘 −

(︂
2𝜇

∆𝑥2
+

|𝑢′|
2∆𝑥

+
3

2∆𝜏
+ 𝜎 + 𝛼

)︂
𝜃
𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 +

+

(︂
𝜇

∆𝑥2
− 𝑢′ − |𝑢′|

4∆𝑥
− 3

2∆𝜏

)︂
𝜃
𝑛+1/3
𝑖+1, 𝑗, 𝑘 =

= −
(︂(︂

3

2∆𝜏
− 2𝜇

∆𝑦2
− κ𝑘+0,5 + κ𝑘−0,5

∆𝑧2
− |𝑢′|

2∆𝑥
− |𝑣′|

∆𝑦
− |𝑤′

𝜙|
∆𝑧

)︂
𝜃𝑛𝑖, 𝑗, 𝑘+

+

(︂
3

2∆𝜏
− 𝑢′ − |𝑢′|

4∆𝑥

)︂
𝜃𝑛𝑖+1, 𝑗, 𝑘+

+
𝑢′ + |𝑢′|
4∆𝑥

𝜃𝑛1, 𝑖−1, 𝑗, 𝑘 +

(︂
𝜇

∆𝑦2
+

𝑣′ + |𝑣′|
2∆𝑦

)︂
𝜃𝑛𝑖, 𝑗−1, 𝑘 +

(︂
𝜇

∆𝑦2
− 𝑣′ − |𝑣′|

2∆𝑦

)︂
𝜃𝑛𝑖, 𝑗+1, 𝑘+

+

(︂
𝑤′

𝜙 + |𝑤′
𝜙|

2∆𝑧
+

κ𝑘−0,5

∆𝑧2

)︂
𝜃𝑛𝑖, 𝑗, 𝑘−1 +

(︂
κ𝑘+0,5

∆𝑧2
− 𝑤′

𝜙 − |𝑤′
𝜙|

2∆𝑧

)︂
𝜃𝑛𝑖, 𝑗, 𝑘+1 +

1

3
𝑃

)︂
.

(13)

Затем для выражений в скобках введем обозначения и получим трёх диагональное
алгебраическое уравнение

𝑎𝑖, 𝑗, 𝑘𝜃
𝑛+1/3
𝑖−1, 𝑗, 𝑘 − 𝑏𝑖, 𝑗, 𝑘𝜃

𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 + 𝑐𝑖, 𝑗, 𝑘𝜃

𝑛+1/3
𝑖+1, 𝑗, 𝑘 = −𝑑𝑖, 𝑗, 𝑘, (14)

где

𝑎𝑖, 𝑗, 𝑗 =
𝜇

∆𝑥2
+

𝑢′ + |𝑢′|
4∆𝑥

;

𝑏𝑖, 𝑗, 𝑗 =
2𝜇

∆𝑥2
+

|𝑢′|
2∆𝑥

+
3

2∆𝜏
+ 𝜎 + 𝛼; 𝑐𝑖, 𝑗, 𝑗 =

𝜇

∆𝑥2
− 𝑢′ − |𝑢′|

4∆𝑥
− 3

2∆𝜏
;

𝑑𝑖, 𝑗, 𝑗 =

(︂
3

2∆𝜏
− 2𝜇

∆𝑦2
− κ𝑘+0,5 + κ𝑘−0,5

∆𝑧2
− |𝑢′|

2∆𝑥
− |𝑣′|

∆𝑦
− |𝑤′

𝜙|
∆𝑧

)︂
𝜃𝑛𝑖, 𝑗, 𝑘+

+

(︂
3

2∆𝜏
− 𝑢′ − |𝑢′|

4∆𝑥

)︂
𝜃𝑛𝑖+1, 𝑗, 𝑘+

+
𝑢′ + |𝑢′|
4∆𝑥

𝜃𝑛1, 𝑖−1, 𝑗, 𝑘 +

(︂
𝜇

∆𝑦2
+

𝑣′ + |𝑣′|
2∆𝑦

)︂
𝜃𝑛𝑖, 𝑗−1, 𝑘 +

(︂
𝜇

∆𝑦2
− 𝑣′ − |𝑣′|

2∆𝑦

)︂
𝜃𝑛𝑖, 𝑗+1, 𝑘+

+

(︂
𝑤′

𝜙 + |𝑤′
𝜙|

2∆𝑧
+

κ𝑘−0,5

∆𝑧2

)︂
𝜃𝑛𝑖, 𝑗, 𝑘−1 +

(︂
κ𝑘+0,5

∆𝑧2
− 𝑤′

𝜙 − |𝑤′
𝜙|

2∆𝑧

)︂
𝜃𝑛𝑖, 𝑗, 𝑘+1 +

1

3
𝑃.

Далее, граничное условие (8) при 𝑥 = 0 аппроксимируем по 𝑂𝑥 со вторым поряд-
ком точности и получим

−𝜇
−3𝜃*

𝑛+1/3
0, 𝑗, 𝑘 + 4𝜃*

𝑛+1/3
1, 𝑗, 𝑘 − 𝜃*

𝑛+1/3
2, 𝑗, 𝑘

2∆𝑥
= 𝛾𝜃𝜏 − 𝛾𝜃*

𝑛+1/3
0, 𝑗, 𝑘 . (15)

Из соотношения (15) воспользовавшись методом прогонки находим значения ко-
эффициентов прогонки 𝛼 0, 𝑗, 𝑘 и 𝛽0, 𝑗, 𝑘 следующим способом:

𝛼0, 𝑗, 𝑘 =
(4𝑐1, 𝑗, 𝑘 − 𝑏1, 𝑗, 𝑘)𝜇

(3𝑐1, 𝑗, 𝑘 − 𝑎1, 𝑗, 𝑘)𝜇+ 2∆𝑥𝛾
; 𝛽0, 𝑗, 𝑘 =

𝑑1, 𝑗, 𝑘𝜇+ 2∆𝑥𝛾𝑐1, 𝑗, 𝑘𝜃𝑡
(3𝑐 1, 𝑗, 𝑘 − 𝑎1, 𝑗, 𝑘)𝜇+ 2∆𝑥𝛾

.

Аналогично, аппроксимируем граничное условие (8) по направлению 𝑂𝑥 при 𝑥 =
= 𝐿𝑥 на конечно-разностную имеем

𝜇
𝜃*

𝑛+1/3
𝑁−2, 𝑗, 𝑘 − 4𝜃*

𝑛+1/3
𝑁−1, 𝑗, 𝑘 + 3𝜃*

𝑛+1/3
𝑁, 𝑗, 𝑘

2∆𝑥
= 𝛾𝜃𝑡 − 𝛾𝜃*

𝑛+1/3
𝑁, 𝑗, 𝑘
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и находим значение концентрации на границе оси Ox при 𝑖 = 𝑁 :

𝜃*
𝑛+1/3
𝑁, 𝑗, 𝑘 =

2∆𝑥𝛾𝜃*𝑡 − (𝛽𝑁−2, 𝑗, 𝑘 + 𝛼𝑁−2, 𝑗, 𝑘𝛽𝑁−1, 𝑗, 𝑘 − 4𝛽𝑁−1, 𝑗, 𝑘)𝜇

2∆𝑥𝛾 + (𝛼𝑁−2, 𝑗, 𝑘𝛼𝑁−1, 𝑗, 𝑘 − 4𝛼𝑁−1, 𝑗, 𝑘 + 3)𝜇
.

Значения последовательности концентрации 𝜃
*𝑛+1/3
𝑁−1, 𝑗, 𝑘, 𝜃

*𝑛+1/3
𝑁−1, 𝑗, 𝑘, ..., 𝜃

*𝑛+1/3
0, 𝑗, 𝑘 опреде-

ляются методом обратной прогонки по уменьшению 𝑖 – й последовательности:

𝜃
*𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 = 𝛼𝑖, 𝑗, 𝑘𝜃

*𝑛+1/3
𝑖+1, 𝑗, 𝑘 + 𝛽 𝑖, 𝑗, 𝑘; 𝑖 = 𝑁 − 1, 0, 𝑗 = 1, 𝑀 − 1, 𝑘 = 1, 𝐿− 1.

Аналогично аппроксимируем по оси 𝑂𝑌

1

2

𝜃
𝑛+2/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 − 𝜃

𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘

∆𝜏/3
+

1

2

𝜃
𝑛+2/3
𝑖, 𝑗+1, 𝑘 − 𝜃

𝑛+1/3
𝑖, 𝑗+1, 𝑘

∆𝜏/3
+

(︂
𝑢′ − |𝑢′|

2

)︂
𝜃
𝑛+1/3
𝑖+1, 𝑗, 𝑘 − 𝜃

𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘

∆𝑥
+

+

(︂
𝑢′ + |𝑢′|

2

)︂
𝜃
𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 − 𝜃

𝑛+1/3
𝑖−1, 𝑗, 𝑘

∆𝑥
+

(︂
𝑣′ − |𝑣′|

4

)︂
𝜃
𝑛+2/3
𝑖, 𝑗+1, 𝑘 − 𝜃

𝑛+2/3
𝑖, 𝑗, 𝑘

∆𝑦
+

+

(︂
𝑣′ − |𝑣′|

4

)︂
𝜃
𝑛+1/3
𝑖, 𝑗+1, 𝑘 − 𝜃

𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘

∆𝑦
+

(︂
𝑣′ + |𝑣′|

4

)︂
𝜃
𝑛+2/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 − 𝜃

𝑛+2/3
𝑖, 𝑗−1, 𝑘

∆𝑦
+

+

(︂
𝑣′ + |𝑣′|

4

)︂
𝜃
𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 − 𝜃

𝑛+1/3
𝑖, 𝑗−1, 𝑘

∆𝑦
+

(︂
𝑤′

𝜙 − |𝑤′
𝜙|

2

)︂
𝜃
𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘+1 − 𝜃

𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘

∆𝑧
+

+

(︂
𝑤′

𝜙 + |𝑤′
𝜙|

2

)︂
𝜃
𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 − 𝜃

𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘−1

∆𝑧
+ 𝜎𝜃

𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 + 𝛼𝜃

𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 − 𝜇

∆𝑥2
(𝜃

𝑛+1/3
𝑖+1, 𝑗, 𝑘−

2𝜃
𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 + 𝜃

𝑛+1/3
𝑖−1, 𝑗, 𝑘)−

𝜇

∆𝑦2

(︁
𝜃
𝑛+2/3
𝑖, 𝑗+1, 𝑘 − 2𝜃

𝑛+2/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 + 𝜃

𝑛+2/3
𝑖, 𝑗−1, 𝑘

)︁
−

− 1

∆𝑧2

(︁
κ𝑘+0,5𝜃

𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘+1 − (κ𝑘+0,5 + κ𝑘−0,5) 𝜃

𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 + κ𝑘−0,5𝜃

𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘−1

)︁
=

1

3
𝑃.

(16)

Группируя все схожие члены уравнения (16) получим

𝑎𝑖, 𝑗, 𝑘𝜃
𝑛+2/3
𝑖, 𝑗−1, 𝑘 − 𝑏𝑖, 𝑗, 𝑘𝜃

𝑛+2/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 + 𝑐𝑖, 𝑗, 𝑘𝜃

𝑛+2/3
𝑖, 𝑗+1, 𝑘 = −𝑑𝑖, 𝑗, 𝑘, (17)

где

𝑎𝑖, 𝑗, 𝑗 =
𝜇

∆𝑦2
+

𝑣′ + |𝑣′|
4∆𝑦

; 𝑏𝑖, 𝑗, 𝑗 =

=
2𝜇

∆𝑦2
+

|𝑣′|
2∆𝑦

+
3

2∆𝜏
+ 𝜎 + 𝛼; 𝑐𝑖, 𝑗, 𝑗 =

𝜇

∆𝑦2
− 𝑣′ − |𝑣′|

4∆𝑦
− 3

2∆𝜏
;

𝑑𝑖, 𝑗, 𝑗 =

(︂
𝜇

∆2
+

𝑢′ + |𝑢′|
2∆

)︂
𝜃
𝑛+1/3
𝑖−1, 𝑗, 𝑘 +

(︂
𝜇

∆2
− 𝑢′ − |𝑢′|

2∆𝑥

)︂
𝜃
𝑛+1/3
𝑖+1, 𝑗, 𝑘 +

𝑣′ + |𝑣′|
4∆𝑦

𝜃
𝑛+1/3
𝑖, 𝑗−1, 𝑘+

+

(︂
3

2∆𝜏
− 2𝜇

∆2
− κ𝑘+0,5 + κ𝑘−0,5

∆𝑧2
− |𝑢′|

∆𝑥
− |𝑣′|

2∆𝑦
− |𝑤′

𝜙|
∆𝑧

)︂
𝜃
𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 +

+

(︂
3

2∆𝜏
− 𝑣′ − |𝑣′|

4∆𝑦

)︂
𝜃
𝑛+1/3
𝑖, 𝑗+1, 𝑘+

+

(︂
𝑤′

𝜙 + |𝑤′
𝜙|

2∆𝑧
+

κ𝑘−0,5

∆𝑧2

)︂
𝜃
𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘−1 +

(︂
κ𝑘+0,5

∆𝑧2
− 𝑤′

𝜙 − |𝑤′
𝜙|

2∆𝑧

)︂
𝜃
𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘+1 +

1

3
𝑃.
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Для граничного условия (9) при 𝑦 = 0 𝛼̄𝑖, 0, 𝑘 и 𝛽𝑖, 0, 𝑘 находим следующим образом

¯̄𝛼𝑖, 𝑗, 0 =
(4̄̄𝑐𝑖, 𝑗, 1 −¯̄𝑏𝑖, 𝑗, 1)κ

(3̄̄𝑐𝑖, 𝑗, 1 −¯̄𝑎𝑖, 𝑗, 1)κ − 2∆𝑧𝛽𝑐𝑖, 𝑗, 1
;

¯̄𝛽𝑖, 𝑗, 0 =
¯̄𝑑𝑖, 𝑗, 1κ + 2∆𝑧𝑐𝑖, 𝑗, 1𝐹0

(3̄̄𝑐𝑖, 𝑗, 1 −¯̄𝑎𝑖, 𝑗, 1)κ − 2∆𝑧𝛽𝑐𝑖, 𝑗, 1
.

Аналогично, аппроксимируя граничное условие (9) по 𝑂𝑦 при 𝑦 = 𝐿𝑦 имеем и
находим значения концентрации на границе по оси 𝑂𝑦 при:

𝜃
𝑛+2/3
𝑖,𝑀, 𝑘 =

2∆𝑦𝜇𝜃𝑡 −
(︀
𝛽𝑖,𝑀−2, 𝑘 + 𝛼̄𝑖,𝑀−2, 𝑘𝛽𝑖,𝑀−1, 𝑘 − 4𝛽𝑖,𝑀−1, 𝑘

)︀
𝜇

2∆𝑦𝜇+ (𝛼̄𝑖,𝑀−2, 𝑘𝛼̄𝑖,𝑀−1, 𝑘 − 4𝛼̄𝑖,𝑀−1, 𝑘 + 3)𝜇
.

Аналогично аппроксимируем по оси 𝑂𝑍

1

2

𝜃𝑛+1
𝑖, 𝑗, 𝑘 − 𝜃

𝑛+2/3
𝑖, 𝑗, 𝑘

∆𝜏/3
+

1

2

𝜃𝑛+1
𝑖, 𝑗, 𝑘+1 − 𝜃

𝑛+2/3
𝑖, 𝑗, 𝑘+1

∆𝜏/3
+

(︂
𝑢′ − |𝑢′|

2

)︂
𝜃
𝑛+2/3
𝑖+1, 𝑗, 𝑘 − 𝜃

𝑛+2/3
𝑖, 𝑗, 𝑘

∆𝑥
+

+

(︂
𝑢′ + |𝑢′|

2

)︂
𝜃
𝑛+2/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 − 𝜃

𝑛+2/3
𝑖−1, 𝑗, 𝑘

∆𝑥
+

+

(︂
𝑣′ − |𝑣′|

2

)︂
𝜃
𝑛+2/3
𝑖, 𝑗+1, 𝑘 − 𝜃

𝑛+2/3
𝑖, 𝑗, 𝑘

∆𝑦
+

(︂
𝑣′ + |𝑣′|

2

)︂
𝜃
𝑛+2/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 − 𝜃

𝑛+2/3
𝑖, 𝑗−1, 𝑘

∆𝑦
+

+

(︂
𝑤′

𝜙 − |𝑤′
𝜙|

4

)︂
𝜃𝑛+1
𝑖, 𝑗, 𝑘+1 − 𝜃𝑛+1

𝑖, 𝑗, 𝑘

∆𝑧
+

+

(︂
𝑤′

𝜙 − |𝑤′
𝜙|

4

)︂
𝜃
𝑛+2/3
𝑖, 𝑗, 𝑘+1 − 𝜃

𝑛+2/3
𝑖, 𝑗, 𝑘

∆𝑧
+

(︂
𝑤′

𝜙 + |𝑤′
𝜙|

4

)︂
𝜃𝑛+1
𝑖, 𝑗, 𝑘 − 𝜃𝑛+1

𝑖, 𝑗, 𝑘−1

∆𝑧
+

+

(︂
𝑤′ + |𝑤′|

4

)︂
𝜃
𝑛+2/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 − 𝜃

𝑛+2/3
𝑖, 𝑗, 𝑘−1

∆𝑧
+ 𝜎𝜃

𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 +

+𝛼𝜃
𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 − 𝜇

∆𝑥2

(︁
𝜃
𝑛+2/3
𝑖+1, 𝑗, 𝑘− 2𝜃

𝑛+2/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 + 𝜃

𝑛+2/3
𝑖−1, 𝑗, 𝑘

)︁
−

−
(︂
𝑤′ + |𝑤′|

4

)︂
𝜃
𝑛+2/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 − 𝜃

𝑛+2/3
𝑖, 𝑗, 𝑘−1

∆𝑧
+ 𝜎𝜃

𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 +

+𝛼𝜃
𝑛+1/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 − 𝜇

∆𝑥2

(︁
𝜃
𝑛+2/3
𝑖+1, 𝑗, 𝑘− 2𝜃

𝑛+2/3
𝑖, 𝑗, 𝑘 + 𝜃

𝑛+2/3
𝑖−1, 𝑗, 𝑘

)︁
.

(18)

𝑎𝑖, 𝑗, 𝑘𝜃
𝑛+1
𝑖, 𝑗, 𝑘−1 − 𝑏𝑖, 𝑗, 𝑘𝜃

𝑛+1
𝑖, 𝑗, 𝑘 + 𝑐𝑖, 𝑗, 𝑘𝜃

𝑛+1
𝑖, 𝑗, 𝑘−1 = −𝑑𝑖, 𝑗, 𝑘, (19)

где

𝑎𝑖, 𝑗, 𝑗 =
𝑤′

𝜙 + |𝑤′
𝜙|

4∆𝑧
+

κ𝑘−0,5

∆𝑧2
; 𝑏𝑖, 𝑗, 𝑗 =

κ𝑘+0,5 + κ𝑘−0,5

∆𝑧2
+

|𝑤′
𝜙|

2∆𝑧
+

3

2∆𝑡
+ 𝜎;

𝑐𝑖, 𝑗, 𝑗 =
κ𝑘+0,5

∆𝑧2
− 𝑤′

𝜙 − |𝑤′
𝜙|

2∆𝑧
− 3

2∆𝑡
;

𝑑𝑖, 𝑗, 𝑗 =

(︂(︂
3

2∆𝑡
− 2𝜇

∆𝑥2
− 2𝜇

∆𝑦2
− |𝑢′|

∆𝑥
− |𝑣′|

∆𝑦
− |𝑤′

𝜙|
2∆𝑧

)︂
𝜃
𝑛+2/3
𝑖, 𝑗, 𝑘
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+

(︂
𝜇

∆𝑥2
− 𝑢′ − |𝑢′|

2∆𝑥

)︂
𝜃
𝑛+2/3
𝑖+1, 𝑗, 𝑘+

+

(︂
𝜇

∆𝑥2
+

𝑢′ + |𝑢′|
2∆𝑥

)︂
𝜃
𝑛+2/3
𝑖−1, 𝑗, 𝑘 +

(︂
𝜇

∆𝑦2
− 𝑣′ − |𝑣′|

2∆𝑦

)︂
𝜃
𝑛+2/3
𝑖, 𝑗+1, 𝑘+

+

(︂
𝜇

∆𝑦2
+

𝑣′ + |𝑣′|
2∆𝑦

)︂
𝜃
𝑛+2/3
𝑖, 𝑗−1, 𝑘+

+

(︂
3

2∆𝑡
− 𝑤′

𝜙 − |𝑤′
𝜙|

4∆𝑧

)︂
𝜃
𝑛+2/3
𝑖, 𝑗, 𝑘+1 +

(︂
𝑤′

𝜙 + |𝑤′
𝜙|

4∆𝑧

)︂
𝜃
𝑛+2/3
𝑖, 𝑗, 𝑘−1 +

1

3
𝑃

)︂
.

Получим систему трех диагональных алгебраических уравнений относительно ис-
комых переменных.

Для граничного условия (10) при 𝑧 = 0¯̄𝛼𝑖, 𝑗, 0 и¯̄𝛽𝑖, 𝑗, 0 находим следующим образом

¯̄𝛼𝑖, 𝑗, 0 =
(4̄̄𝑐𝑖, 𝑗, 1 −¯̄𝑏𝑖, 𝑗, 1)κ

(3̄̄𝑐𝑖, 𝑗, 1 −¯̄𝑎𝑖, 𝑗, 1)κ − 2∆𝑧𝛽𝑐𝑖, 𝑗, 1
; ¯̄𝛽𝑖, 𝑗, 0 =

¯̄𝑑𝑖, 𝑗, 1κ + 2∆𝑧𝑐𝑖, 𝑗, 1𝐹0

(3̄̄𝑐𝑖, 𝑗, 1 −¯̄𝑎𝑖, 𝑗, 1)κ − 2∆𝑧𝛽𝑐𝑖, 𝑗, 1
.

Аппроксимируем по 𝑂𝑧 при 𝑧 = 𝐿𝑧 и находим значения концентрации на границе
оси 𝑂𝑧 при:

𝜃𝑛+1
𝑖, 𝑗, 𝐿 =

2∆𝑧𝜆𝜃𝐸 −
(︀
𝛽𝑖, 𝑗, 𝐿−2 +¯̄𝛼𝑖, 𝑗, 𝐿−2̄̄𝛽𝑖, 𝑗, 𝐿−1 − 4̄̄𝛽𝑖, 𝑗, 𝐿−1

)︀
κ

2∆𝑧𝜆+ (̄̄𝛼𝑖, 𝑗, 𝐿−2̄̄𝛼𝑖, 𝑗, 𝐿−1 − 4̄̄𝛼𝑖, 𝑗, 𝐿−1 + 3)κ
.

4 Заключение
Для мониторинга и прогнозирования экологического состояния воздушных бас-

сейнов промышленных регионов и оптимального размещения производственных объ-
ектов разработана сопряженная математическая модель объекта исследования. Од-
ним из основных факторов загрязнения атмосферного бассейна рассматриваемого
региона, может выступать подстилающая поверхность земли за счет ветровой эро-
зии почвы.

Получено дифференциальное уравнение, в ходе решения которого можно вычис-
лить количество выброса вредных веществ в зависимости от погодно-климатических
факторов. С целью обеспечения санитарных норм в промышленных регионах с вы-
сокой экологической нагрузкой ставится сопряженная задача, решая которую можно
определить координаты источников вредных веществ в зависимости от их мощностей
и текущих погодно-климатических факторов.
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