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Предпосылки. Задача интерполяции принадлежит к числу центральных за-
дач теории приближений. Классическое решение опирается на интерполяционный
многочлен, однако полиномиальная аппроксимация малоэффективна для функций
конечной и малой гладкости, которые чаще всего встречаются в приложениях. По
этой причине используются сплайны, понимаемые в вариационном смысле как эле-
менты гильбертова пространства, доставляющие минимум некоторому функциона-
лу. Для пространств, порождённых линейными дифференциальными операторами
с постоянными коэффициентами, такие сплайны строятся методом Соболева, опи-
рающимся на дискретные аналоги дифференциальных операторов.

Цель. Изложить общую конструкцию интерполяционного сплайна, минимизи-
рующего полунорму указанного пространства при произвольном нечётном порядке
дифференциального оператора, и показать, что задача, отвечающая первому нечёт-
ному порядку, является частным случаем этой конструкции, допускающим полно-
стью явное решение.

Метод. Применяется метод Соболева: вариационная задача сводится к системе
линейных уравнений относительно скачков старшей производной сплайна, система
переписывается в свёрточной форме на языке функций дискретного аргумента, а
её решение восстанавливается свёрткой с дискретным аналогом соответствующего
дифференциального оператора чётного порядка.

Результаты. Для первого нечётного порядка дискретный аналог получен в за-
мкнутой трёхточечной форме, не содержащей убывающей геометрической части,
что позволяет выписать коэффициенты сплайна в явной элементарной форме. По-
строенный сплайн точен на показательных функциях, порождающих ядро опера-
тора; значения коэффициентов при внутренних узлах согласуются с известными
ранее результатами, тогда как сам сплайн от известного отличается. Вычислитель-
ный эксперимент подтверждает точность на указанных функциях и второй порядок
сходимости на гладких функциях общего вида.

Значимость. Полученные формулы замыкают семейство экспоненциальных ин-
терполяционных сплайнов на первом нечётном уровне и дают простой в реализации
вычислительный алгоритм.
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1 Введение
Одной из центральных задач теории приближений является задача интерполя-

ции: по значениям функции, заданным в конечном наборе точек, требуется построить
приближение, пригодное для дальнейших вычислений. Классический подход к её ре-
шению состоит в построении интерполяционного многочлена. Известно, однако, что
полиномиальная аппроксимация малоэффективна при приближении функций конеч-
ной и малой гладкости, которые чаще всего и встречаются в приложениях: с ростом
числа узлов интерполяционный многочлен высокой степени теряет устойчивость. По
этой причине на практике для приближения функций используются сплайны. Си-
стематическое изложение теории сплайнов и их приложений дано в [1–3]; вопросы
численной реализации, алгоритмы построения и аппроксимативные свойства сплай-
нов рассмотрены в [4] и в монографии [5].

Отдельный интерес представляют сплайны, построенные не на многочленах, а
на показательных функциях. Такие сплайны известны в литературе как гиперболи-
ческие сплайны, или сплайны с натяжением; их привлекательность связана с тем,
что они не порождают паразитных осцилляций, характерных для полиномиальных
сплайнов высокой степени, и позволяют управлять формой приближения [2]. Рас-
сматриваемая ниже конструкция отвечает варианту такой схемы, в котором пара-
метр натяжения фиксирован; при этом сплайн оказывается точным на тех показа-
тельных функциях, из которых он составлен, что бывает существенно при прибли-
жении решений линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффици-
ентами.

В теории сплайнов различают алгебраический и вариационный подходы. При ал-
гебраическом подходе сплайн рассматривается как гладкая кусочно заданная функ-
ция, склеенная из элементарных фрагментов; при вариационном подходе сплайн по-
нимается как элемент гильбертова или банахова пространства, доставляющий мини-
мум некоторому функционалу при заданных ограничениях. Второй подход удобен
тем, что вопросы существования, единственности и сходимости решаются на основе
внутренних свойств пространства, а не свойств конкретного представления. Обобще-
нием полиномиальных сплайнов служат так называемые 𝐿-сплайны, отвечающие ли-
нейному дифференциальному оператору 𝐿: на каждом интервале сетки такой сплайн
удовлетворяет однородному уравнению 𝐿*𝐿𝑆 = 0 и допускает разрыв лишь у стар-
шей производной и только в узлах [1].

Вариационные (оптимальные) квадратурные и интерполяционные формулы, ми-
нимизирующие норму функционала погрешности, восходят к работам С. Л. Собо-
лева [6, 7], в которых задача была сведена к системе разностных уравнений типа
Винера–Хопфа и доказаны существование и единственность её решения. Метод Со-
болева существенно опирается на аппарат обобщённых функций [8] и на построение
дискретных аналогов дифференциальных операторов. Первые дискретные аналоги
были получены З.Ж. Жамаловым [9] и З. Ж. Жамаловым совместно с Х.М. Шади-
метовым [10]; в дальнейшем метод развивался в [11–13], где построены и исследова-
ны дискретные аналоги дифференциальных операторов высокого порядка, а также
в [14–16], посвящённых вычислению коэффициентов оптимальных формул и свой-
ствам этих аналогов.

Интерполяционные сплайны и оптимальные интерполяционные формулы, мини-
мизирующие полунормы в различных гильбертовых пространствах, строились ме-
тодом Соболева в [17–20]; близкая по технике задача о квадратурных формулах,
оптимальных в смысле Сарда, рассмотрена в [21]. Случай, отвечающий оператору
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третьего порядка и приводящий к экспоненциально-тригонометрическим сплайнам,
исследован в [22]. В последние годы техника дискретных аналогов активно применя-
ется к весовым и осциллирующим задачам: оптимальные формулы в гильбертовом
пространстве периодических функций получены в [23], формулы для интегралов от
быстро осциллирующих функций — в [24, 25], весовые оптимальные формулы и их
приложения — в [26, 27], случай комплекснозначных функций — в [28], а криволи-
нейные интегралы первого рода — в [29]. Предварительные результаты для рассмат-
риваемой здесь задачи анонсированы авторами в [30].

Целью настоящей работы является, во-первых, изложение общей конструкции ин-
терполяционного сплайна, минимизирующего полунорму пространства, порождён-
ного дифференциальным оператором произвольного нечётного порядка 𝑚, и, во-
вторых, детальный разбор частного случая 𝑚 = 1. Изложение построено так, чтобы
отчётливо проявилась связь между общей конструкцией и её реализацией при 𝑚 = 1:
общий алгоритм Соболева приводит в этом случае к замкнутому трёхточечному дис-
кретному аналогу и к элементарным явным формулам для коэффициентов сплайна.
Работа организована следующим образом. В разделе 2 формулируется вариационная
задача, строится представление сплайна через фундаментальное решение и излага-
ется алгоритм Соболева для произвольного нечётного 𝑚. В разделе 3 этот алгоритм
реализуется при 𝑚 = 1, выводятся явные формулы для коэффициентов, обсуждает-
ся их связь с известными результатами и приводится вычислительный эксперимент.
В разделе 4 подведены итоги.

2 Постановка задачи и метод

2.1 Пространство и вариационная задача
Пусть 𝑚 — нечётное натуральное число. Рассмотрим на отрезке [0, 1] линейный

дифференциальный оператор 𝐿 ≡ 𝐿𝑚 порядка 𝑚 с постоянными коэффициентами,
обладающий тем свойством, что

𝐿*𝐿 = −
(︁ 𝑑2𝑚
𝑑𝑥2𝑚

− 1
)︁
, (1)

где 𝐿* — формально сопряжённый к 𝐿 оператор. Обозначим через 𝑊 (𝑚,0)
2 (0, 1) класс

функций

𝑊
(𝑚,0)
2 (0, 1) =

{︁
𝜙 : [0, 1]→ R

⃒⃒
𝜙(𝑚−1) абсолютно непрерывна и 𝜙(𝑚) ∈ 𝐿2(0, 1)

}︁
. (2)

Класс (2), снабжённый полунормой

‖𝜙‖
𝑊

(𝑚,0)
2

=

(︂∫︁ 1

0

(︀
𝐿𝜙(𝑥)

)︀2
𝑑𝑥

)︂1/2

, (3)

является гильбертовым пространством при условии отождествления функций, отли-
чающихся на решение уравнения 𝐿𝜙 = 0 [6]. Действительно, величина (3) обращается
в нуль в точности на решениях этого уравнения, поэтому она задаёт норму на фактор-
пространстве по ядру оператора 𝐿. Ядро ker𝐿 конечномерно и имеет размерность 𝑚;
далее его базис обозначаем через 𝑢0(𝑥), . . . , 𝑢𝑚−1(𝑥).

Пусть 𝜙 — интерполируемая функция и в узлах 𝑥𝛽 ∈ [0, 1] заданы её значения

𝑦𝛽 = 𝜙(𝑥𝛽), 𝛽 = 0, 1, . . . , 𝑁. (4)
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Всюду ниже мы пользуемся обозначением (4), то есть символы 𝑦𝛽 и 𝜙(𝑥𝛽) счита-
ются взаимозаменяемыми; это соглашение позволяет записывать правые части воз-
никающих систем в терминах интерполируемой функции. Рассмотрим следующую
вариационную задачу интерполяции.
Задача 1. Среди всех функций из пространства𝑊 (𝑚,0)

2 (0, 1), удовлетворяющих усло-
виям интерполяции

𝑆(𝑥𝛽) = 𝑦𝛽 = 𝜙(𝑥𝛽), 𝛽 = 0, 1, . . . , 𝑁, (5)

найти функцию 𝑆(𝑥), доставляющую минимум полунорме (3).
Ниже узлы предполагаются равноотстоящими:

𝑥𝛽 = ℎ𝛽, 𝛽 = 0, 1, . . . , 𝑁, ℎ =
1

𝑁
, 𝑁 ⩾ 𝑚. (6)

Для решения задачи 1 применяется метод С. Л. Соболева [6, 7], состоящий в переходе
к функциям дискретного аргумента и построении дискретного аналога оператора
𝑑2𝑚/𝑑𝑥2𝑚 − 1.

2.2 Фундаментальное решение и представление сплайна
Обозначим через 𝐺𝑚(𝑥) фундаментальное решение оператора 𝑑2𝑚/𝑑𝑥2𝑚 − 1, то

есть решение уравнения
𝑑2𝑚𝐺𝑚(𝑥)

𝑑𝑥2𝑚
−𝐺𝑚(𝑥) = 𝛿(𝑥), (7)

где 𝛿(𝑥) — дельта-функция Дирака. Согласно известному правилу отыскания фун-
даментального решения линейного дифференциального оператора с постоянными
коэффициентами [8], функция 𝐺𝑚(𝑥) строится по корням характеристического мно-
гочлена 𝑝2𝑚− 1, то есть по корням 2𝑚-й степени из единицы: каждой простой дроби
(𝑝 − 𝜆)−1 в разложении величины 1/(𝑝2𝑚 − 1) отвечает слагаемое вида 1

2
sgn (𝑥)𝑒𝜆𝑥,

взятое с соответствующим коэффициентом. Функция 𝐺𝑚(𝑥) непрерывна вместе с
производными до порядка 2𝑚 − 2, а её производная порядка 2𝑚 − 1 имеет в нуле
единичный скачок.

Установим вид решения задачи 1. Пусть 𝑆 — минимизирующий элемент и пусть
функция 𝜓 ∈ 𝑊

(𝑚,0)
2 (0, 1) обращается в нуль во всех узлах (6). Тогда при любом

𝑡 ∈ R функция 𝑆 + 𝑡𝜓 также удовлетворяет условиям интерполяции (5), а значит,
квадратичная по 𝑡 функция 𝑡 ↦→ ‖𝑆 + 𝑡𝜓‖2

𝑊
(𝑚,0)
2

достигает минимума при 𝑡 = 0.
Приравнивая её производную нулю, получаем необходимое условие∫︁ 1

0

(︀
𝐿𝑆
)︀
(𝑥)
(︀
𝐿𝜓
)︀
(𝑥) 𝑑𝑥 = 0 (8)

для всех указанных 𝜓. Интегрируя (8) по частям и учитывая (1), заключаем, что
обобщённая функция 𝑆(2𝑚) − 𝑆 сосредоточена в узлах сетки, то есть

𝑆(2𝑚)(𝑥)− 𝑆(𝑥) =
𝑁∑︁

𝛾=0

𝐶𝛾 𝛿(𝑥− 𝑥𝛾) (9)

с некоторыми числами 𝐶𝛾. Тем самым решение задачи 1 является обобщённым сплай-
ном в смысле [1]: на каждом интервале (𝑥𝛽, 𝑥𝛽+1) оно есть линейная комбинация
решений однородного уравнения 𝑆(2𝑚) − 𝑆 = 0, а вся негладкость сосредоточена в
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узлах. Числа 𝐶𝛾 из (9) имеют наглядный смысл: это скачки старшей производной
сплайна,

𝐶𝛾 = 𝑆(2𝑚−1)(𝑥𝛾+)− 𝑆(2𝑚−1)(𝑥𝛾−), 𝛾 = 0, 1, . . . , 𝑁, (10)

то есть величины, определяющие разрыв производной порядка 2𝑚−1 в узлах сетки.
Применяя к (9) фундаментальное решение (7), получаем представление сплайна

𝑆(𝑥) =
𝑁∑︁

𝛾=0

𝐶𝛾 𝐺𝑚(𝑥− 𝑥𝛾) +
𝑚−1∑︁
𝑠=0

𝑑𝑠 𝑢𝑠(𝑥), (11)

где второе слагаемое — произвольное решение однородного уравнения 𝐿𝜙 = 0, а
𝑑𝑠 ∈ R — коэффициенты при базисных функциях ядра оператора 𝐿.

Вне отрезка [0, 1] правая часть (9) обращается в нуль, поэтому там сплайн удовле-
творяет однородному уравнению 𝑆(2𝑚) − 𝑆 = 0; пространство решений этого уравне-
ния имеет размерность 2𝑚 и содержит ядро оператора 𝐿 в качестве 𝑚-мерного под-
пространства. Согласно характеризации обобщённых сплайнов [1], решение задачи 1
выделяется требованием, чтобы на каждом из лучей (−∞, 0) и (1,+∞) функция 𝑆
совпадала с элементом ядра оператора 𝐿, то есть с линейной комбинацией функций
𝑢0(𝑥), . . . , 𝑢𝑚−1(𝑥). Это требование равносильно 𝑚 условиям ортогональности век-
тора коэффициентов значениям функций ядра в узлах сетки. Вместе с условиями
интерполяции (5) оно приводит к системе 𝑁 +𝑚+ 1 линейных уравнений

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾 𝐺𝑚(𝑥𝛽 − 𝑥𝛾) +
𝑚−1∑︁
𝑠=0

𝑑𝑠 𝑢𝑠(𝑥𝛽) = 𝜙(𝑥𝛽), 𝛽 = 0, 1, . . . , 𝑁, (12)

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾 𝑢𝑠(𝑥𝛾) = 0, 𝑠 = 0, 1, . . . ,𝑚− 1, 𝑥𝛾 = ℎ𝛾, 𝛾 = 0, 1, . . . , 𝑁. (13)

Уравнения (12) суть условия интерполяции (5), записанные для представления (11);
здесь, в согласии с (4), правая часть записана через значения интерполируемой функ-
ции. Уравнения (13) выражают ортогональность вектора коэффициентов {𝐶𝛾}𝑁𝛾=0

значениям функций ядра 𝑢0, . . . , 𝑢𝑚−1 в узлах сетки и гарантируют, что вне отрез-
ка [0, 1] сплайн совпадает с элементом ядра оператора 𝐿. Справедлив следующий
результат об однозначной разрешимости задачи [1, 7].

Теорема 1. Пусть 𝑁 ⩾ 𝑚. Тогда решение 𝑆(𝑥) вида (11) задачи 1 существует и
единственно, а коэффициенты 𝐶𝛾 (𝛾 = 0, 1, . . . , 𝑁) и 𝑑𝑠 (𝑠 = 0, 1, . . . ,𝑚−1) однозначно
определяются системой (12)–(13).

Непосредственное решение системы (12)–(13) при больших 𝑁 неудобно: её мат-
рица заполнена, а порядок растёт вместе с числом узлов. Метод Соболева позволяет
обойти это затруднение, сведя задачу к свёрточному уравнению с постоянными ко-
эффициентами.

2.3 Функции дискретного аргумента и дискретный аналог оператора

Для решения системы (12)–(13) при равноотстоящих узлах (6) используется ап-
парат функций дискретного аргумента [6, 9].

Определение 1. Функция 𝜙[𝛽] называется функцией дискретного аргумента, если
она задана на некотором множестве целочисленных значений 𝛽.



Интерполяционные сплайны, минимизирующие полунорму. . . 103

Определение 2. Скалярным произведением двух дискретных функций 𝜙[𝛽] и 𝜓[𝛽]
называется число [︀

𝜙[𝛽], 𝜓[𝛽]
]︀
=

∞∑︁
𝛽=−∞

𝜙[𝛽] · 𝜓[𝛽],

если ряд в правой части абсолютно сходится.
Определение 3. Свёрткой двух дискретных функций 𝜙[𝛽] и 𝜓[𝛽] называется функ-
ция

𝜙[𝛽] * 𝜓[𝛽] =
∞∑︁

𝛾=−∞

𝜙[𝛾] · 𝜓[𝛽 − 𝛾].

Пусть 𝐺𝑚[𝛽] = 𝐺𝑚(ℎ𝛽) — дискретная функция, отвечающая фундаментальному
решению (7). Требуется построить дискретную функцию 𝐷𝑚[𝛽], удовлетворяющую
уравнению

𝐷𝑚[𝛽] *𝐺𝑚[𝛽] = 𝛿[𝛽], (14)

где 𝛿[𝛽] — дискретная дельта-функция, равная 1 при 𝛽 = 0 и 0 при 𝛽 ̸= 0. Уравне-
ние (14) является дискретным аналогом уравнения (7): функция 𝐷𝑚[𝛽] играет для
решётчатых функций ту же роль, что оператор 𝑑2𝑚/𝑑𝑥2𝑚 − 1 для функций непре-
рывного аргумента. Её построение при нечётном 𝑚 и основные свойства установлены
в [12, 13]; приведём соответствующие утверждения.
Теорема 2. Для нечётного 𝑚 существует единственная дискретная функция 𝐷𝑚[𝛽],
удовлетворяющая уравнению (14) и убывающая при |𝛽| → ∞. Она имеет вид

𝐷𝑚[𝛽] = 𝑝𝒦[𝛽] +
𝑚−1∑︁
𝑘=1

𝐵𝑘 𝜆
|𝛽|
𝑘 , (15)

где 𝒦[𝛽] — конечная часть, сосредоточенная в узлах |𝛽| ⩽ 𝑚, числа 𝜆𝑘 — корни соот-
ветствующего характеристического многочлена, лежащие внутри единичного круга,
|𝜆𝑘| < 1, а 𝑝 и 𝐵𝑘 — однозначно определяемые постоянные.
Теорема 3. Дискретный аналог𝐷𝑚[𝛽] оператора 𝑑2𝑚/𝑑𝑥2𝑚−1 обращает в нуль свёрт-
ки с дискретными значениями всех решений однородного уравнения 𝑆(2𝑚)−𝑆 = 0; в
частности,

𝐷𝑚[𝛽] * 𝑢𝑠[𝛽] = 0, 𝑠 = 0, 1, . . . ,𝑚− 1,

где 𝑢𝑠[𝛽] = 𝑢𝑠(ℎ𝛽) — дискретные значения базисных функций ядра оператора 𝐿.
Доказательства теорем 2 и 3 проводятся методом Соболева: к уравнению (14) при-

меняется преобразование Фурье функций дискретного аргумента, после чего искомая
функция восстанавливается разложением получившейся рациональной функции на
простейшие дроби; подробное изложение содержится в [12, 13, 15].

2.4 Алгоритм Соболева вычисления коэффициентов
Положим 𝐶[𝛽] = 0 при 𝛽 < 0 и 𝛽 > 𝑁 , то есть продолжим набор коэффициентов

нулём на всю целочисленную ось. По определению 3 система (12) записывается в
свёрточном виде

𝐺𝑚[𝛽] * 𝐶[𝛽] +
𝑚−1∑︁
𝑠=0

𝑑𝑠 𝑢𝑠[𝛽] = 𝜙[𝛽], 𝛽 = 0, 1, . . . , 𝑁, (16)
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где 𝜙[𝛽] = 𝜙(ℎ𝛽). Введём вспомогательные функции

𝑣[𝛽] = 𝐺𝑚[𝛽] * 𝐶[𝛽], 𝑢[𝛽] = 𝑣[𝛽] +
𝑚−1∑︁
𝑠=0

𝑑𝑠 𝑢𝑠[𝛽]. (17)

Применяя к (17) оператор 𝐷𝑚[𝛽] и учитывая (14) и теорему 3, получаем формулу
восстановления коэффициентов

𝐶[𝛽] = 𝐷𝑚[𝛽] * 𝑢[𝛽]. (18)

В силу (16) имеем 𝑢[𝛽] = 𝜙[𝛽] при 0 ⩽ 𝛽 ⩽ 𝑁 . Таким образом, для вычисления коэф-
фициентов по формуле (18) остаётся определить 𝑢[𝛽] при 𝛽 < 0 и 𝛽 > 𝑁 ; это делается
с помощью условий (13), после чего значения 𝑢[𝛽] становятся известными для всех
целых 𝛽. Тем самым задача 1 сводится к отысканию конечного числа постоянных,
входящих в представление 𝑢[𝛽] вне отрезка [0, 𝑁 ]. В следующем разделе этот общий
алгоритм реализуется в наиболее простом случае 𝑚 = 1, когда все выкладки удаётся
довести до конца в элементарных функциях.

3 Результаты и обсуждение

3.1 Частный случай: постановка и представление сплайна
Положим 𝑚 = 1. Тогда 𝐿 ≡ 𝑑/𝑑𝑥− 1, и в силу (1)

𝐿*𝐿 = −
(︁ 𝑑
𝑑𝑥

+ 1
)︁(︁ 𝑑

𝑑𝑥
− 1
)︁
= −

(︁ 𝑑2
𝑑𝑥2
− 1
)︁
,

так что уравнение Эйлера задачи 1 принимает вид 𝑆 ′′ − 𝑆 = 0. Пространство
𝑊

(1,0)
2 (0, 1) состоит из абсолютно непрерывных функций, у которых 𝜙′ ∈ 𝐿2(0, 1),

а полунорма (3) записывается как

‖𝜙‖
𝑊

(1,0)
2

=

(︂∫︁ 1

0

(︀
𝜙′(𝑥)− 𝜙(𝑥)

)︀2
𝑑𝑥

)︂1/2

. (19)

Ядро оператора 𝐿 одномерно и порождается функцией 𝑢0(𝑥) = 𝑒𝑥, тогда как про-
странство решений уравнения 𝑆 ′′ − 𝑆 = 0 двумерно и натянуто на функции 𝑒𝑥 и
𝑒−𝑥.

Фундаментальное решение оператора 𝑑2/𝑑𝑥2 − 1, то есть решение уравнения
𝐺′′(𝑥)−𝐺(𝑥) = 𝛿(𝑥), имеет вид

𝐺(𝑥) =
sgn𝑥

2
sinh𝑥. (20)

Действительно, для 𝑃 (𝑝) = 𝑝2−1 = (𝑝−1)(𝑝+1) имеем 1/(𝑝2−1) = 1/2
𝑝−1
− 1/2

𝑝+1
, откуда

по указанному в разделе 2 правилу

𝐺(𝑥) =
sgn𝑥

4
𝑒𝑥 − sgn𝑥

4
𝑒−𝑥 =

sgn𝑥

2
sinh𝑥.

Непосредственно проверяется, что функция (20) непрерывна, 𝐺′(0+) − 𝐺′(0−) = 1
и 𝐺′′ − 𝐺 = 0 при 𝑥 ̸= 0, то есть (7) выполнено при 𝑚 = 1. Согласно общему
представлению (11), сплайн записывается в виде

𝑆(𝑥) =
𝑁∑︁

𝛾=0

𝐶𝛾 𝐺(𝑥− 𝑥𝛾) + 𝑑0 𝑒
𝑥, 𝑑0 ∈ R, (21)
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а система (12)–(13) содержит 𝑁 + 2 уравнения:

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾 𝐺(𝑥𝛽 − 𝑥𝛾) + 𝑑0 𝑒
𝑥𝛽 = 𝜙(𝑥𝛽), 𝛽 = 0, 1, . . . , 𝑁, (22)

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾 𝑒
𝑥𝛾 = 0, 𝛾 = 0, 1, . . . , 𝑁, 𝑥𝛾 = ℎ𝛾 ∈ [0, 1]. (23)

Единственное уравнение (23) есть условие (13) при 𝑚 = 1: суммирование в нём
ведётся по всем узлам сетки (6), а функция 𝑢0(𝑥𝛾) = 𝑒𝑥𝛾 есть значение базисной
функции ядра оператора 𝐿 в узле 𝑥𝛾.

Убедимся, что это условие действительно обеспечивает требуемое поведение
сплайна вне отрезка [0, 1]. Пусть 𝑥 < 0; тогда sgn (𝑥 − 𝑥𝛾) = −1 для всех 𝛾 =
= 0, 1, . . . , 𝑁 , и, раскрывая (20),

𝑆(𝑥) = −𝑒
𝑥

4

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾𝑒
−𝑥𝛾 +

𝑒−𝑥

4

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾𝑒
𝑥𝛾 + 𝑑0𝑒

𝑥 = (𝑑0 − 𝑏0) 𝑒𝑥,

где второе слагаемое обращается в нуль в силу (23), а 𝑏0 = 1
4

∑︀𝑁
𝛾=0𝐶𝛾𝑒

−𝑥𝛾 . Аналогично
при 𝑥 > 1 имеем sgn (𝑥−𝑥𝛾) = +1 и 𝑆(𝑥) = (𝑑0+ 𝑏0)𝑒

𝑥. Таким образом, на каждом из
лучей (−∞, 0) и (1,+∞) сплайн кратен функции 𝑒𝑥, то есть совпадает с элементом
ядра оператора 𝐿, как и требует общая конструкция раздела 2.

3.2 Трёхточечный дискретный аналог
В случае 𝑚 = 1 общая формула (15) не содержит геометрической суммы, так

как 𝑚 − 1 = 0, и дискретный аналог оказывается сосредоточенным в трёх точках.
Именно, справедлива
Теорема 4. Дискретный аналог 𝐷[𝛽] оператора 𝑑2/𝑑𝑥2 − 1, удовлетворяющий урав-
нению 𝐷[𝛽] *𝐺[𝛽] = 𝛿[𝛽], имеет вид

𝐷[𝛽] =
1

sinhℎ

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, |𝛽| ⩾ 2,

1, |𝛽| = 1,

−2 coshℎ, 𝛽 = 0.

(24)

Кроме того, справедливы равенства 𝐷[𝛽] * 𝑒ℎ𝛽 = 0 и 𝐷[𝛽] * 𝑒−ℎ𝛽 = 0.
Доказательство. Заметим прежде всего, что функция (20) чётна: при 𝑥 ̸= 0 𝐺(−
−𝑥) = 1

2
sgn (−𝑥) sinh(−𝑥) = 1

2
sgn (𝑥) sinh𝑥 = 𝐺(𝑥), а 𝐺(0) = 0. Поэтому 𝐺[𝛽] =

= 1
2
sinh(ℎ|𝛽|) и, в частности, 𝐺[0] = 0, 𝐺[−1] = 𝐺[1] = 1

2
sinhℎ.

Пусть 𝐷[𝛽] задана равенством (24). Поскольку эта функция сосредоточена в трёх
точках, свёртка вычисляется непосредственно:(︀

𝐷 *𝐺
)︀
[𝛽] =

1

sinhℎ

(︁
𝐺[𝛽 − 1]− 2 cosh(ℎ)𝐺[𝛽] +𝐺[𝛽 + 1]

)︁
. (25)

Рассмотрим три случая.
Пусть 𝛽 ⩾ 1. Тогда 𝐺[𝛽 ± 1] = 1

2
sinh

(︀
ℎ(𝛽 ± 1)

)︀
и 𝐺[𝛽] = 1

2
sinh(ℎ𝛽), причём при

𝛽 = 1 равенство 𝐺[0] = 1
2
sinh 0 = 0 согласовано с общей записью. По формуле суммы

синусов гиперболических sinh(𝐴 − 𝐵) + sinh(𝐴 + 𝐵) = 2 sinh𝐴 cosh𝐵 при 𝐴 = ℎ𝛽,
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𝐵 = ℎ получаем 𝐺[𝛽−1]+𝐺[𝛽+1] = sinh(ℎ𝛽) coshℎ, откуда выражение в скобках (25)
равно sinh(ℎ𝛽) coshℎ− 2 coshℎ · 1

2
sinh(ℎ𝛽) = 0.

Пусть 𝛽 ⩽ −1. В силу чётности 𝐺 рассуждение дословно повторяет предыдущее
с заменой 𝛽 на |𝛽|, и скобка вновь обращается в нуль.

Пусть, наконец, 𝛽 = 0. Тогда 𝐺[−1] + 𝐺[1] − 2 cosh(ℎ)𝐺[0] = sinhℎ, и правая
часть (25) равна единице.

Таким образом,
(︀
𝐷 * 𝐺

)︀
[𝛽] = 𝛿[𝛽], то есть функция (24) удовлетворяет уравне-

нию (14) при 𝑚 = 1; единственность убывающего решения этого уравнения гаранти-
рована теоремой 2.

Проверим последние два равенства. Для 𝜀 = ±1 имеем(︀
𝐷 * 𝑒𝜀ℎ𝛽

)︀
=

𝑒𝜀ℎ𝛽

sinhℎ

(︁
𝑒−𝜀ℎ − 2 coshℎ+ 𝑒𝜀ℎ

)︁
=

𝑒𝜀ℎ𝛽

sinhℎ

(︀
2 coshℎ− 2 coshℎ

)︀
= 0,

поскольку 𝑒ℎ + 𝑒−ℎ = 2 coshℎ. Теорема доказана.
Таким образом, при 𝑚 = 1 теоремы 2 и 3 реализуются в замкнутой трёхточеч-

ной форме (24). Отсутствие убывающей геометрической части объясняется тем, что
соответствующий вспомогательный многочлен не имеет корней внутри единичного
круга; это существенно упрощает вычисление коэффициентов и, в отличие от случаев
𝑚 ⩾ 3 [22], позволяет обойтись без суммирования бесконечных рядов.
3.3 Явные формулы для коэффициентов

Реализуя алгоритм подраздела 4 при 𝑚 = 1, положим 𝑣[𝛽] = 𝐺[𝛽] * 𝐶[𝛽] и 𝑢[𝛽] =
= 𝑣[𝛽] + 𝑑0𝑒

ℎ𝛽. Пусть 𝛽 ⩽ 0; тогда sgn (𝑥𝛽 − 𝑥𝛾) = −1 для всех 𝛾 ⩾ 0, и с учётом (23)

𝑣[𝛽] =
𝑁∑︁

𝛾=0

𝐶[𝛾] · −1
4

(︀
𝑒ℎ𝛽−ℎ𝛾 − 𝑒−ℎ𝛽+ℎ𝛾

)︀
= −1

4
𝑒ℎ𝛽

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶[𝛾]𝑒−ℎ𝛾 = −𝑏0 𝑒ℎ𝛽,

где обозначено 𝑏0 = 1
4

∑︀𝑁
𝛾=0𝐶[𝛾]𝑒

−ℎ𝛾. Аналогично при 𝛽 ⩾ 𝑁 имеем sgn (𝑥𝛽−𝑥𝛾) = +1

и 𝑣[𝛽] = 𝑏0𝑒
ℎ𝛽. Следовательно,

𝑢[𝛽] =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(𝑑0 − 𝑏0) 𝑒ℎ𝛽, 𝛽 < 0,

𝜙(ℎ𝛽), 𝛽 = 0, 1, . . . , 𝑁,

(𝑑0 + 𝑏0) 𝑒
ℎ𝛽, 𝛽 > 𝑁.

(26)

Представление (26) должно быть согласовано в точках 𝛽 = 0 и 𝛽 = 𝑁 , где внешние
ветви смыкаются со средней. При 𝛽 = 0 получаем 𝑑0 − 𝑏0 = 𝜙(0), при 𝛽 = 𝑁 —
равенство (𝑑0 + 𝑏0)𝑒 = 𝜙(1), поскольку 𝑒ℎ𝑁 = 𝑒. Решая эти два уравнения, находим

𝑑0 =
𝑒 𝜙(0) + 𝜙(1)

2𝑒
, 𝑏0 =

𝜙(1)− 𝑒 𝜙(0)
2𝑒

. (27)

Подставляя (26) и (27) в формулу восстановления (18) и пользуясь трёхточечным
видом (24), приходим к следующему результату.
Теорема 5. Коэффициенты интерполяционного сплайна (21) с равноотстоящими уз-
лами (6) в пространстве 𝑊 (1,0)

2 (0, 1) имеют вид

𝐶[0] =
2𝑒ℎ

1− 𝑒2ℎ
[︁
𝑒ℎ𝜙(0)− 𝜙(ℎ)

]︁
, (28)

𝐶[𝛽] =
2

1− 𝑒2ℎ
[︁(︀
1 + 𝑒2ℎ

)︀
𝜙(ℎ𝛽)− 𝑒ℎ

(︀
𝜙(ℎ𝛽 − ℎ) + 𝜙(ℎ𝛽 + ℎ)

)︀]︁
, 𝛽 = 1, 𝑁 − 1, (29)

𝐶[𝑁 ] =
2

1− 𝑒2ℎ
[︁
𝜙(1)− 𝑒ℎ𝜙(1− ℎ)

]︁
, (30)
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Вход: значения 𝜙(ℎ𝛽), 𝛽 = 0, 1, . . . , 𝑁 ; шаг ℎ = 1/𝑁
Выход: коэффициенты 𝐶[𝛽], 𝛽 = 0, 1, . . . , 𝑁 , и коэффициент 𝑑0
1: 𝑞 ← 1− 𝑒2ℎ;
2: 𝑑0 ←

(︀
𝑒 𝜙(0) + 𝜙(1)

)︀
/(2𝑒);

3: 𝐶[0]← 2𝑒ℎ

𝑞

(︀
𝑒ℎ𝜙(0)− 𝜙(ℎ)

)︀
;

4: для 𝛽 = 1 до 𝑁 − 1;

5: 𝐶[𝛽]← 2

𝑞

(︁(︀
1 + 𝑒2ℎ

)︀
𝜙(ℎ𝛽)− 𝑒ℎ

(︀
𝜙(ℎ𝛽 − ℎ) + 𝜙(ℎ𝛽 + ℎ)

)︀)︁
;

6: конец для

7: 𝐶[𝑁 ]← 2

𝑞

(︀
𝜙(1)− 𝑒ℎ𝜙(1− ℎ)

)︀
;

8: вернуть 𝐶[0], . . . , 𝐶[𝑁 ] и 𝑑0.

и, кроме того, 𝑑0 =
𝑒 𝜙(0) + 𝜙(1)

2𝑒
.

Доказательство. Согласно (18) и трёхточечному виду (24), при 𝛽 = 0, 1, . . . , 𝑁
имеем

𝐶[𝛽] = 𝐷[𝛽] * 𝑢[𝛽] = − 2𝑒ℎ

1− 𝑒2ℎ
𝑢[𝛽 + 1] +

2
(︀
𝑒2ℎ + 1

)︀
1− 𝑒2ℎ

𝑢[𝛽]− 2𝑒ℎ

1− 𝑒2ℎ
𝑢[𝛽 − 1],

где использовано равенство 1/ sinhℎ = 2/(𝑒ℎ − 𝑒−ℎ) и приведение к общему знамена-
телю. Для внутренних индексов 𝛽 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1 все три значения 𝑢[𝛽 − 1], 𝑢[𝛽],
𝑢[𝛽+1] берутся из средней ветви (26), что немедленно даёт (29). При 𝛽 = 0 значение
𝑢[−1] берётся из верхней ветви (26); подставляя 𝑢[−1] = (𝑑0 − 𝑏0)𝑒−ℎ = 𝜙(0)𝑒−ℎ в си-
лу (27) и упрощая, получаем (28). Аналогично при 𝛽 = 𝑁 значение 𝑢[𝑁 + 1] берётся
из нижней ветви, 𝑢[𝑁 + 1] = (𝑑0 + 𝑏0)𝑒

ℎ(𝑁+1) = 𝜙(1)𝑒ℎ, что даёт (30). Значение 𝑑0
получено в (27). Теорема доказана.

Отметим, что формулы (28)–(30) не требуют решения линейных систем: каждый
коэффициент выражается через значения интерполируемой функции не более чем в
трёх соседних узлах, а величина 𝑑0 — через значения на концах отрезка. Вычисли-
тельная сложность построения сплайна при этом линейна по числу узлов.

Соответствующая вычислительная процедура записывается следующим образом.
Алгоритм требует 𝑂(𝑁) арифметических операций и одного прохода по массиву

значений интерполируемой функции; величины 𝑒ℎ и 𝑒2ℎ вычисляются однократно.
Ни на одном шаге не требуется хранить или обращать матрицу, что выгодно отлича-
ет предлагаемую схему от непосредственного решения системы (22)–(23), имеющей
порядок 𝑁 + 2 и заполненную матрицу. Отметим также, что вычисление каждого
коэффициента использует значения интерполируемой функции не более чем в трёх
соседних узлах, поэтому локальное возмущение исходных данных влияет лишь на
три соседних коэффициента и не распространяется вдоль всей сетки.

3.4 Свойства построенного сплайна
Соберём вместе структурные свойства полученного сплайна.

Утверждение 1. Интерполяционный сплайн (21) с коэффициентами из теоремы 5
обладает следующими свойствами:
1. на каждом интервале (𝑥𝛽, 𝑥𝛽+1), 𝛽 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1, он является линейной ком-

бинацией функций 𝑒𝑥 и 𝑒−𝑥;
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2. на каждом из лучей (−∞, 0) и (1,+∞) он кратен функции 𝑒𝑥, то есть совпадает
с элементом ядра оператора 𝐿;

3. он непрерывен на всей числовой оси, а его первая производная терпит в узле 𝑥𝛾
скачок, равный 𝐶𝛾;

4. выполнены условия интерполяции 𝑆(𝑥𝛽) = 𝜙(𝑥𝛽), 𝛽 = 0, 1, . . . , 𝑁 .

Свойство 1 следует из того, что вне узлов 𝑆 удовлетворяет уравнению 𝑆 ′′−𝑆 = 0;
свойство 2 доказано в конце подраздела 1; свойство 3 вытекает из непрерывности
функции (20) и единичного скачка её производной в нуле, а свойство 4 обеспечено
построением. Отметим, что при 𝑚 = 1 число 2(𝑚 − 1) естественных краевых усло-
вий равно нулю, поэтому никаких дополнительных условий на концах отрезка не
возникает: их роль полностью берёт на себя единственное условие (23).

Пример 1. Пусть𝑁 = 2, то есть ℎ = 1/2, 𝑒ℎ =
√
𝑒 и 𝑒2ℎ = 𝑒. Тогда формулы (28)–(30)

принимают вид

𝐶[0] =
2
√
𝑒

1− 𝑒

[︁√
𝑒 𝜙(0)− 𝜙

(︀
1
2

)︀]︁
, 𝐶[2] =

2

1− 𝑒

[︁
𝜙(1)−

√
𝑒 𝜙
(︀
1
2

)︀]︁
,

𝐶[1] =
2

1− 𝑒

[︁
(1 + 𝑒)𝜙

(︀
1
2

)︀
−
√
𝑒
(︀
𝜙(0) + 𝜙(1)

)︀]︁
, 𝑑0 =

𝑒 𝜙(0) + 𝜙(1)

2𝑒
,

после чего сплайн выписывается по формуле (21). Никаких дополнительных вычис-
лений, в частности решения линейных систем, при этом не требуется.

Замечание 1. На каждом отрезке [𝑥𝛽, 𝑥𝛽+1] сплайн (21) является линейной комбина-
цией функций 𝑒𝑥 и 𝑒−𝑥, порождающих пространство решений уравнения 𝑆 ′′ − 𝑆 = 0,
и совпадает с интерполируемой функцией в концах этого отрезка. Следовательно,
построенный сплайн точен на функциях 𝑒𝑥 и 𝑒−𝑥: если интерполируемая функция
сама является их линейной комбинацией, то сплайн совпадает с ней тождественно.
Это согласуется с общим свойством, выраженным теоремой 3 при 𝑚 = 1.

Замечание 2. В работе [17] рассматривается пространство, снабжённое полунормой(︀∫︀ 1

0
(𝜙′(𝑥) + 𝜙(𝑥))2𝑑𝑥

)︀1/2, и соответствующий интерполяционный сплайн строится на
основе того же фундаментального решения (20) оператора 𝑑2/𝑑𝑥2−1, но с функцией
𝑒−𝑥 вместо 𝑒𝑥. В настоящей работе используется полунорма (19), поэтому построен-
ный здесь сплайн отличается от сплайна из [17]: две соответствующие задачи пере-
ходят одна в другую при обращении нумерации узлов 𝛽 ↦→ 𝑁 −𝛽. Прямое сравнение
формул показывает, что коэффициенты при внутренних узлах 𝛽 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1
в обоих случаях совпадают в точности, тогда как граничные коэффициенты 𝐶[0],
𝐶[𝑁 ] и коэффициент при функции ядра различны. Совпадение внутренних коэффи-
циентов, полученных здесь независимым путём, служит дополнительной проверкой
формул теоремы 5.

3.5 Вычислительный эксперимент

Проиллюстрируем полученные результаты. Коэффициенты сплайна (21) вычис-
ляются по явным формулам (28)–(30) теоремы 5, после чего сплайн находится по
формуле (21). Точность интерполяции для заданной функции 𝑓 измеряется абсо-
лютной погрешностью и её максимумом

𝑒𝑁(𝑥) =
⃒⃒
𝑆(𝑥)− 𝑓(𝑥)

⃒⃒
, ‖𝑒𝑁‖∞ = max

0⩽𝑥⩽1

⃒⃒
𝑆(𝑥)− 𝑓(𝑥)

⃒⃒
, (31)
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где максимум берётся по мелкой вспомогательной сетке отрезка [0, 1], а эмпирический
порядок сходимости определяется равенством

𝜌𝑁 = log2
‖𝑒𝑁‖∞
‖𝑒2𝑁‖∞

. (32)

Все вычисления выполнены с двойной точностью; максимум в (31) вычислялся по
равномерной вспомогательной сетке из 4001 точки отрезка [0, 1], которая заведо-
мо мельче любой из рассматриваемых сеток интерполяции, так что значение ‖𝑒𝑁‖∞
практически не зависит от выбора вспомогательной сетки. Значения функции в уз-
лах брались точными, поэтому наблюдаемая погрешность отражает только свойства
самой интерполяционной формулы.

3.6 Точность на функциях, порождающих ядро оператора
Согласно замечанию 1, сплайн точен на функциях 𝑒𝑥 и 𝑒−𝑥. Возьмём последова-

тельно 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 и 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥 и вычислим ‖𝑒𝑁‖∞ при 𝑁 = 10 и 𝑁 = 100. Результаты
приведены в таблице 1: в обоих случаях погрешность остаётся на уровне машинного
округления, что подтверждает точное воспроизведение этих функций.

Таблица 1 Максимальная абсолютная погрешность для функций, порождающих простран-
ство решений уравнения 𝑆′′ − 𝑆 = 0.

𝑓(𝑥) ‖𝑒𝑁‖∞ при 𝑁 = 10 ‖𝑒𝑁‖∞ при 𝑁 = 100

𝑒𝑥 2,0 · 10−14 7,9 · 10−13

𝑒−𝑥 4,5 · 10−15 3,8 · 10−13

Абсолютные погрешности для этих функций изображены на рис. 1 и 2. На всём
отрезке [0, 1] погрешность не превосходит величины порядка 10−13 и практически не
зависит от числа узлов, что и означает точность сплайна на указанных функциях;
наблюдаемый уровень определяется исключительно накоплением ошибок округле-
ния.

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

10−15

10−13

10−11

𝑥

𝑒 𝑁
(𝑥
)

𝑁 = 10
𝑁 = 100

Рис. 1 Абсолютная погрешность интерполяционного сплайна (21) для функции 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥

при 𝑁 = 10 (синяя линия) и 𝑁 = 100 (красная линия); логарифмическая шкала по оси
ординат.

3.7 Сходимость на функциях общего вида
Чтобы оценить погрешность для функций, не принадлежащих линейной оболочке

функций 𝑒𝑥 и 𝑒−𝑥, рассмотрим две тестовые функции: алгебраическую (многочлен)
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𝑁 = 10
𝑁 = 100

Рис. 2 Абсолютная погрешность интерполяционного сплайна (21) для функции 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥

при 𝑁 = 10 (синяя линия) и 𝑁 = 100 (красная линия); логарифмическая шкала по оси
ординат.

𝑓1(𝑥) = 𝑥2 и тригонометрическую 𝑓2(𝑥) = sin𝑥. Для каждой из них вычислим ве-
личину ‖𝑒𝑁‖∞ на сетках с 𝑁 = 10, 20, 40, 80, 160 и эмпирический порядок 𝜌𝑁 по
формуле (32). Результаты приведены в таблице 2, где для обеих тестовых функций
использованы одинаковые обозначения столбцов.

Таблица 2 Максимальная абсолютная погрешность и эмпирический порядок сходимости
для многочлена и тригонометрической функции.

𝑓1(𝑥) = 𝑥2 𝑓2(𝑥) = sin𝑥

𝑁 ‖𝑒𝑁‖∞ 𝜌𝑁 ‖𝑒𝑁‖∞ 𝜌𝑁

10 2,494 · 10−3 — 2,031 · 10−3 —
20 6,246 · 10−4 2,00 5,172 · 10−4 1,97
40 1,562 · 10−4 2,00 1,304 · 10−4 1,99
80 3,906 · 10−5 2,00 3,274 · 10−5 1,99
160 9,750 · 10−6 2,00 8,188 · 10−6 2,00

При измельчении сетки эмпирический порядок 𝜌𝑁 стремится к 2 для обеих тесто-
вых функций, то есть интерполяционная формула сходится с порядком 𝑂(ℎ2). Этот
результат согласуется со структурой сплайна: при 𝑚 = 1 функция 𝑆(𝑥) лишь непре-
рывна и имеет скачки первой производной в узлах, а на каждом частичном отрезке
совпадает с двухточечным интерполянтом в линейной оболочке функций 𝑒𝑥 и 𝑒−𝑥,
что и обеспечивает квадратичный порядок приближения. Для сравнения отметим,
что в случае 𝑚 = 3, рассмотренном в [22], сплайн принадлежит классу непрерыв-
но дифференцируемых функций более высокого порядка гладкости, и наблюдаемый
порядок сходимости выше.

Замечание 3. Наблюдаемый порядок 𝑂(ℎ2) объясняется структурой построенного
сплайна. При 𝑚 = 1 функция 𝑆 лишь непрерывна, а её первая производная тер-
пит разрывы в узлах; поэтому на каждом частичном отрезке [𝑥𝛽, 𝑥𝛽+1] сплайн есть
единственный элемент линейной оболочки функций 𝑒𝑥 и 𝑒−𝑥, принимающий в концах
этого отрезка значения интерполируемой функции. Пара функций {𝑒𝑥, 𝑒−𝑥} образу-
ет на отрезке чебышевскую систему, а погрешность двухточечной интерполяции по
чебышевской системе из двух функций на дважды непрерывно дифференцируемой
функции есть величина порядка квадрата длины отрезка. Так как это верно равно-
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мерно по 𝛽, для всего отрезка [0, 1] получаем порядок 𝑂(ℎ2), что и подтверждается
таблицей 2.

Абсолютные погрешности для 𝑓1 и 𝑓2 при 𝑁 = 10 и 𝑁 = 100 изображены на рис. 3
и 4. Погрешность обращается в нуль в узлах интерполяции, что согласуется с усло-
виями (5), а при увеличении числа узлов в десять раз максимальная погрешность
уменьшается примерно на два порядка, что вновь подтверждает порядок 𝑂(ℎ2), по-
лученный в таблице 2.

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
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𝑁 = 100

Рис. 3 Абсолютная погрешность интерполяционного сплайна (21) для многочлена 𝑓1(𝑥) =
= 𝑥2 при 𝑁 = 10 (синяя линия) и 𝑁 = 100 (красная линия); логарифмическая шкала по
оси ординат.
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Рис. 4 Абсолютная погрешность интерполяционного сплайна (21) для тригонометрической
функции 𝑓2(𝑥) = sin𝑥 при 𝑁 = 10 (синяя линия) и 𝑁 = 100 (красная линия); логарифми-
ческая шкала по оси ординат.

Приведённые эксперименты подтверждают все установленные выше свойства:
сплайн удовлетворяет условиям интерполяции в узлах, точен на функциях 𝑒𝑥 и 𝑒−𝑥,
порождающих ядро оператора 𝐿*𝐿, и сходится с порядком 𝑂(ℎ2) на гладких функци-
ях общего вида. Вычисления по формулам (28)–(30) не требуют обращения матриц,
поэтому построение сплайна при больших 𝑁 остаётся устойчивым и экономичным.

3.8 Обсуждение

Сопоставим полученные результаты с общей конструкцией раздела 2 и с извест-
ными случаями. Основное отличие случая 𝑚 = 1 состоит в структуре дискретного
аналога. Согласно теореме 2, при произвольном нечётном 𝑚 функция 𝐷𝑚[𝛽] склады-
вается из конечной части и суммы 𝑚 − 1 убывающих геометрических прогрессий с
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показателями 𝜆𝑘, лежащими внутри единичного круга. Отыскание этих показателей
требует решения алгебраического уравнения высокой степени, а вычисление коэф-
фициентов сплайна — суммирования рядов, сходящихся тем медленнее, чем ближе
|𝜆𝑘| к единице. При 𝑚 = 1 число таких показателей равно нулю, поэтому дискрет-
ный аналог сводится к трёхточечному шаблону (24), а все выкладки замыкаются
в элементарных функциях. Именно это обстоятельство позволяет получить форму-
лы (28)–(30) в законченном виде, тогда как уже при 𝑚 = 3 соответствующие вы-
ражения [22] содержат геометрические суммы и решаются относительно нескольких
вспомогательных постоянных.

С вычислительной точки зрения полученная схема обладает тремя свойствами,
существенными для приложений. Во-первых, её сложность линейна по числу узлов
и не требует хранения матриц, что позволяет обрабатывать подробные сетки. Во-
вторых, формулы локальны: коэффициент, отвечающий узлу, определяется значе-
ниями интерполируемой функции не более чем в трёх соседних узлах, поэтому ло-
кальное изменение данных не перестраивает всю картину. В-третьих, сплайн точен
на функциях 𝑒𝑥 и 𝑒−𝑥, то есть на решениях того однородного уравнения, которое по-
рождает пространство; это делает схему предпочтительной там, где приближаемая
функция близка к решению линейного дифференциального уравнения с постоянны-
ми коэффициентами.

Отметим также методическую связь рассматриваемой задачи с теорией оптималь-
ных квадратурных формул. Дискретные аналоги дифференциальных операторов,
играющие здесь ключевую роль, были введены именно для вычисления коэффици-
ентов оптимальных квадратурных формул [7, 11], и та же техника применяется в
задачах о весовых формулах и формулах для осциллирующих интегралов [23–26].
Тем самым построенный сплайн естественно вписывается в общую схему, в которой
интерполяционные и квадратурные задачи решаются единым методом.

Ограничения предлагаемого подхода также очевидны. Формулы теоремы 5 выве-
дены для равномерной сетки: именно постоянство шага позволяет перейти к свёрточ-
ной форме и воспользоваться дискретным аналогом. Кроме того, порядок сходимости
𝑂(ℎ2), установленный экспериментально и объяснённый в замечании 3, ниже, чем у
сплайнов, отвечающих большим значениям 𝑚, что естественно, поскольку при 𝑚 = 1
сплайн обладает наименьшей возможной гладкостью.

4 Заключение
В работе методом С.Л. Соболева изложена общая конструкция интерполяцион-

ных сплайнов, минимизирующих полунорму гильбертова пространства 𝑊 (𝑚,0)
2 (0, 1),

связанного с оператором 𝑑2𝑚/𝑑𝑥2𝑚 − 1 при произвольном нечётном 𝑚. Приведены
представление сплайна через фундаментальное решение этого оператора, система
линейных уравнений для его коэффициентов, теорема существования и единствен-
ности, а также дискретный аналог оператора и алгоритм Соболева вычисления ко-
эффициентов.

Показано, что задача при 𝑚 = 1 является частным случаем общей конструкции:
общий алгоритм приводит в этом случае к замкнутому трёхточечному дискретно-
му аналогу оператора 𝑑2/𝑑𝑥2 − 1, не содержащему убывающей геометрической ча-
сти, а коэффициенты интерполяционного сплайна выписываются в явной элемен-
тарной форме (28)–(30). Установлено, что построенный сплайн точен на показатель-
ных функциях 𝑒𝑥 и 𝑒−𝑥, а его коэффициенты при внутренних узлах согласуются с
известными ранее результатами при отличии самого сплайна. Вычислительный экс-
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перимент подтверждает второй порядок сходимости на гладких функциях общего
вида.

Открытым остаётся вопрос о точных оценках погрешности построенного сплайна
в норме рассматриваемого пространства и о переносе полученных явных формул на
случай неравномерных сеток; эти задачи авторы предполагают рассмотреть отдель-
но.
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Method: The variational problem is reduced to a system of linear equations for the
jumps of the highest derivative of the spline; the system is rewritten in convolution form
in terms of discrete argument functions, and its solution is recovered by convolution with
the discrete analogue of the corresponding differential operator of even order.

Results: For the first odd order the discrete analogue is obtained in a closed three-
point form containing no decaying geometric part, which makes it possible to write the
coefficients of the spline in explicit elementary form. The spline is exact on the exponen-
tial functions spanning the kernel of the operator; its coefficients at the interior nodes
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