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Предпосылки. Приближенное интегрирование функций со специфическими
свойствами гладкости требует применения особых математических подходов, среди
которых выделяется алгоритм оптимизации квадратур в смысле Сарда. Существу-
ющие вычислительные методы преимущественно ориентированы на классические
банаховы или гильбертовы пространства. Однако современные прикладные задачи
часто оперируют функциями из более сложных функциональных классов, учитыва-
ющих дополнительные дифференциальные характеристики и специализированные
параметры. Использование традиционных алгоритмов для таких классов существен-
но ограничивает точность вычислений, что обуславливает острую необходимость в
разработке новых, адаптированных вычислительных схем.

Цель. Разработка и теоретическое обоснование аналитического метода построе-
ния оптимальных квадратурных формул для специализированного функционально-
го пространства. Основное внимание уделяется минимизации погрешности интегри-
рования путем нахождения точных значений весовых коэффициентов для заданного
класса подынтегральных функций.

Метод. Предлагаемый подход базируется на нахождении экстремальной функ-
ции функционала погрешности рассматриваемой квадратуры. Эта задача решается
путем построения обобщенного решения линейного дифференциального уравнения,
дополненного соответствующими граничными условиями. Основная новизна заклю-
чается в аналитическом вычислении квадрата нормы функционала погрешности,
что позволяет свести исходную проблему к системе линейных алгебраических урав-
нений относительно искомых весов. Для ее точного решения применяется специаль-
но построенный дискретный аналог дифференциального оператора, строго учиты-
вающий внутреннюю специфику исследуемого пространства.

Результаты. В ходе математического анализа получены явные аналитические
выражения для оптимальных коэффициентов квадратурных формул. Найденные
точные соотношения значительно упрощают практическую реализацию алгоритма
и позволяют полностью избежать вычислительной неустойчивости, неизбежно воз-
никающей при численном обращении матриц большой размерности. Вычисленный
квадрат нормы функционала подтверждает высокую надежность метода и гаран-
тирует достижение минимально возможной погрешности интегрирования для всего
рассматриваемого класса функций.

Значимость. Полученные результаты существенно расширяют существующую
теорию кубатурных формул. Доказано, что при соответствующем предельном пере-
ходе по весовому параметру пространства предложенные аналитические формулы
строго преобразуются в известные фундаментальные результаты Соболева, Шади-
метова и Кохлера, полученные ранее для классических пространств.
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1 Введение
Численное интегрирование остается важным инструментом современной при-

кладной математики, физики, инженерного анализа и науки о данных. В ситуациях,
когда подынтегральная функция не имеет первообразной в элементарных функциях
или задана дискретным набором данных, численные методы становятся единствен-
ным решением.

Несмотря на рост вычислительных мощностей, сложность решаемых задач увели-
чивается ещё быстрее. Актуальность алгоритмов интегрирования сегодня диктуется
несколькими ключевыми факторами:
– Большая размерность: В квантовой механике, финансовой математике и машин-

ном обучении приходится вычислять интегралы по пространствам с десятками
или сотнями измерений. Классические методы здесь страдают от «проклятия
размерности».

– Сложное поведение функций: Решение инженерных задач (например, радиолока-
ция, акустика) требует интегрирования быстроосциллирующих, осциллирующих
со степенными или интегральными особенностями функций.

– Ограниченность ресурсов: В системах реального времени (автопилоты, робото-
техника) вычисление функции может быть дорогостоящим по времени или вы-
числительным ресурсам. Требуется минимальное число узлов для достижения
заданной точности.

– Анализ данных и дифференциальные уравнения: Метод конечных и граничных
элементов (МКЭ/МГЭ), а также машинное обучение постоянно используют чис-
ленные интегралы внутри итерационных циклов оптимизации.
В традиционном (алгебраическом) подходе квадратурная формула типа:∫︁ 𝑏

𝑎

(𝑥)𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 ∼=
𝑁∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘𝑓(𝑥𝑘),

строится так, чтобы быть точной для всех многочленов до определенной степени 𝑛
(например, формулы Гаусса).

Функциональный (вариационный) подход: Подход, заложенный А. Сардом,
С.М. Никольским и С. Л. Соболевым, рассматривает погрешность квадратурной
формулы как линейный непрерывный функционал ℓ(𝑥) над функциональным про-
странством 𝐵 (обычно гильбертово или банахово пространство, такое как простран-
ство Соболева 𝑊 (𝑚)

2 ).
Задача построения оптимальной квадратурной формулы заключается в мини-

мизации нормы функционала погрешности по коэффициентам 𝐶𝑘 и/или узлам
𝑥𝑘

‖ℓ‖𝐵* → min .
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Сард предложил фиксировать узлы (например, равноотстоящие) и находить ве-
совые коэффициенты 𝐶𝑘 минимизирующие норму погрешности. Это приводит к си-
стемам линейных алгебраических уравнений с матрицами специального вида.

С.Л. Соболев применил аппарат теории функций и дифференциальных уравне-
ний в частных производных для анализа функционала погрешности. В этом подходе
экстремальная функция погрешности выражается через фундаментальное решение
некоторого оператора (например, полигармонического уравнения), что позволяет на-
ходить оптимальные коэффициенты в явном аналитическом виде для различных
классов пространств.

В области оптимальных квадратурных формул имеются следующие современные
направления:

a) Интегралы от быстроосциллирующих функций: Для вычисления интегралов ви-
да
∫︀
𝑎(𝑥)𝑒𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥 стандартные методы Гаусса требуют огромного числа узлов при

𝜔 ≫ 1. Построение оптимальных квадратурных формул в пространствах Собо-
лева с учетом весовых осциллирующих множителей позволяет получать точные
результаты при минимальном 𝑁 независимо от величины 𝜔.

b) Сингулярные и дробные интегралы: Активно развиваются оптимальные квадра-
турные формулы для функций со степенными и логарифмическими особенностя-
ми, а также для операторов дробного интегрирования.

c) Оптимальные формулы типа Эрмита: Формулы, использующие не только зна-
чения самой функции 𝑓(𝑥𝑘), но и значения ее производных, обеспечивают более
высокую скорость сходимости при меньшем числе узлов.

d) Аппроксимация коэффициентов Фурье: Строятся специальные оптимальные
квадратурные формулы для пространства периодических и непериодических
функций, позволяющие вычислять преобразования Фурье и Бесселя с высокой
точностью.

Следует отметить, что переход от стандартных квадратурных формул к опти-
мальным на основе функционального анализа позволяет существенно снизить объе-
мы вычислений без потери точности. Это делает теорию оптимального интегрирова-
ния фундаментальной базой для современного научного программного обеспечения,
решающего задачи математической физики и обработки данных.

По оптимальным формулам численного интегрирования основными монографи-
ями являются работы С. Л. Соболева [1], С. М. Никольского [2], А. Сарда [3], а также
С.Л. Соболева и В.Л. Васкевича [4].

По оптимальным квадратурным формулам в последнее время получено много
новых научных результатов. Из них можно отметить следующие.

В обзорной статье [5] исследована оптимальность некоторых классов квадратур-
ных формул в смысле Никольского с использованием метода 𝜙-функций. Установле-
но взаимно однозначное соответствие между 𝜙-функциями и квадратурными фор-
мулами. Кроме того, приводится ряд примеров квадратурных формул, оптимальных
в смысле Никольского по погрешности. В работе [6] получены оптимальные квад-
ратурные формулы с положительными коэффициентами в пространстве Соболева
𝐿
(𝑚)
2 (0, 1).

Работы [7, 8] посвящены получению оптимальных квадратурных формул для при-
ближенного вычисления коэффициентов Фурье в пространствах Соболева периоди-
ческих, комплекснозначных функций. Работа [9] посвящена вариационному методу
построения оптимальных квадратурных формул в смысле Сарда в гильбертовом про-
странстве ̃︁𝑊 (𝑚,𝑚−1)

2 комплекснозначных и периодических функций. При этом коэф-
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фициенты оптимальной квадратурной формулы находятся отдельно в случае, когда
𝜔ℎ является целым числом, и в случае, когда 𝜔ℎ не является целым числом.

В работе [10] авторами найдена экстремальная функция функционала погреш-
ности весовых квадратурных формул в пространстве Соболева комплекснозначных
функций. Используя полученную экстремальную функцию, они вычислили квадрат
нормы функционала погрешности. Путем минимизации квадрата нормы функцио-
нала погрешности по коэффициентам квадратурных формул получили систему для
определения оптимальных коэффициентов рассматриваемой квадратурной форму-
лы в пространстве Соболева. Кроме того, доказывали аналог теоремы Иво Бабушки.
А в работе [11] исследована задача построения весовых оптимальных квадратурных
формул с производными в пространстве Соболева 𝐿(𝑚)

2 . Доказаны существование и
единственность таких оптимальных формул. Предложен и применен алгоритм для
нахождения оптимальных коэффициентов. В конце представлены численные резуль-
таты.

В [12] авторы рассматривали задачу об оптимальных квадратурных формулах
для криволинейных интегралов первого рода, которые являются точными для по-
стоянных функций. Эта задача сводится к задаче минимизации для квадратичной
формы от многих переменных, матрица которой симметрична и положительно опре-
делена. Они доказали, что целевая квадратичная функция достигает своего мини-
мума в одной точке соответствующего многомерного пространства. Следовательно,
для заданного множества узлов существует единственная оптимальная квадратур-
ная формула на замкнутом гладком контуре.

В статье [13] автор рассматривал проблему построения оптимальной квадратур-
ной формулы в смысле Сарда для численного интегрирования весовых интегралов в
гильбертовом пространстве 𝑊 (𝑚,𝑚−1)

2 вещественнозначных функций. Им разработан
алгоритм для построения таких оптимальных квадратурных формул.

Отдельное направление составляют работы, посвящённые численному вычисле-
нию интегралов в смысле главного значения по Коши от осциллирующих функций.
В [14] построены квадратурные формулы для интегралов в смысле главного значе-
ния по Коши осциллирующего типа. В [15] исследованы квадратурные формулы для
таких интегралов от осциллирующих функций. В работе [16] предложены равномер-
ные аппроксимации интегралов в смысле главного значения по Коши от осциллиру-
ющих функций, а в [17] разработан усовершенствованный алгоритм их вычисления
и рассмотрены его приложения.

Надо отметить, что результаты данной работы тесно связаны с результатами ра-
бот С.Л. Соболева [18], Х.М. Шадиметова [19] и П. Кохлера [20] об оптимальных
квадратурных формулах в пространстве Соболева 𝐿

(𝑚)
2 , а также с результатом ра-

боты Х.М. Шадиметова и А.Р. Хаетова [21]. Из результатов настоящей работы при
𝜎 → 0 мы получаем результат Соболева–Шадиметова–Кохлера [18–20], а при 𝜎 =
= 1 имеем результат Шадиметова–Хаетова [21]. Таким образом, в данной работе
обсуждается задача построения оптимальных квадратурных формул в более общем
пространстве.

2 Постановка задачи
Мы рассматриваем задачу оптимального приближения интеграла

𝐼(𝑓) =

∫︁ 1

0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥, (1)
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для функций из пространства 𝑊
(𝑚,𝑚−1)
2,𝜎 (0, 1). Здесь векторное пространство

𝑊
(𝑚,𝑚−1)
2,𝜎 (0, 1) представляет собой гильбертово пространство вещественнозначных

функций, производная 𝑚-го порядка которых интегрируема с квадратом. В этом
пространстве скалярное произведение элементов 𝑓 и 𝑔 задается формулой

⟨𝑓, 𝑔⟩𝑊 =

∫︁ 1

0

(︀
𝑓 (𝑚)(𝑥) + 𝜎𝑓 (𝑚−1)(𝑥)

)︀ (︀
𝑔(𝑚)(𝑥) + 𝜎𝑔(𝑚−1)(𝑥)

)︀
𝑑𝑥, 𝜎 ∈ R ∖ {0}. (2)

Данное пространство снабжено следующей нормой, соответствующей скалярному
произведению (2)

‖𝑓‖𝑊 =

√︃∫︁ 1

0

(𝑓 (𝑚)(𝑥) + 𝜎𝑓 (𝑚−1)(𝑥))
2
𝑑𝑥. (3)

Основная цель настоящей работы — получить наилучшее приближение (в неко-
тором смысле) интеграла (1) с помощью линейной комбинации

𝐴(𝑓) =
𝑁∑︁

𝛽=0

𝐴𝛽𝑓(𝑥𝛽), (4)

заданных значений функции 𝑓(𝑥𝛽), в узлах 𝑥𝛽, 𝛽 = 0, 1, . . . , 𝑁 , расположенных сле-
дующим образом

0 = 𝑥0 < 𝑥1 < 𝑥2 < · · · < 𝑥𝑁 = 1,

для функций 𝑓 из пространства 𝑊 (𝑚,𝑚−1)
2,𝜎 (0, 1).

Таким образом, нам необходимо изучить задачу наилучшего приближения для
следующей квадратурной формулы

𝐼(𝑓) ∼= 𝐴(𝑓). (5)

Для достижения указанной цели мы должны оценить погрешность

ℓ(𝑓) = 𝐼(𝑓)− 𝐴(𝑓), (6)

квадратурной формулы (5) в данном пространстве.
Разность (6) определяет линейный непрерывный функционал

ℓ(𝑥) = 𝜀[0,1](𝑥)−
𝑁∑︁

𝛽=0

𝐴𝛽𝛿(𝑥− 𝑥𝛽), (7)

который отображает элементы пространства 𝑊 (𝑚,𝑚−1)
2,𝜎 во множество R вещественных

чисел. Функционал ℓ называется функционалом погрешности квадратурной форму-
лы (5). Этот функционал является ограниченным, непрерывным и его норма в со-
пряженном пространстве 𝑊 (𝑚,𝑚−1)*

2,𝜎 определяется следующим образом

‖ℓ‖𝑊 * = sup
𝑓,‖𝑓‖𝑊 ̸=0

|ℓ(𝑓)|
‖𝑓‖𝑊

. (8)

Отсюда мы получаем следующую оценку для погрешности (6) квадратурной форму-
лы (5)

|ℓ(𝑓)| ⩽ ‖ℓ‖𝑊 * · ‖𝑓‖𝑊 . (9)
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Из этого неравенства легко видеть, что ядром функционала погрешности ℓ является
подпространство

span{1, 𝑥, . . . , 𝑥𝑚−2, 𝑒−𝜎𝑥}, (10)

гильбертова пространства 𝑊 (𝑚,𝑚−1)
2,𝜎 , натянутое на функции 1, 𝑥, . . . , 𝑥𝑚−2 и 𝑒−𝜎𝑥. Сле-

довательно, в свою очередь, мы получаем точность квадратурных формул вида (5)
для всех элементов множества (10). Это дает для функционала погрешности ℓ сле-
дующие необходимые условия

ℓ(𝑥𝑛) = 0, 𝑛 = 0, 1, . . . ,𝑚− 2, (11)

и
ℓ(𝑒−𝜎𝑥) = 0. (12)

Из последних уравнений для коэффициентов квадратурной формулы (5) мы полу-
чаем следующую систему уравнений

𝑁∑︁
𝛽=0

𝐴𝛽𝑥
𝑛
𝛽 =

∫︁ 1

0

𝑥𝑛𝑑𝑥, 𝑛 = 0, 1, . . . ,𝑚− 2, (13)

и
𝑁∑︁

𝛽=0

𝐴𝛽𝑒
−𝜎𝑥𝛽 =

∫︁ 1

0

𝑒−𝜎𝑥𝑑𝑥. (14)

Отметим, что для существования решения этой системы (13) и (14) необходимо,
чтобы выполнялось условие 𝑁+1 ⩾ 𝑚. Тогда мы получаем следующее утверждение.
Утверждение 1. Для функций гильбертова пространства 𝑊 (𝑚,𝑚−1)

2,𝜎 для существо-
вания оптимальной квадратурной формулы вида (5), точной для всех функций мно-
жества (10), необходимо, чтобы выполнялось условие 𝑁 + 1 ⩾ 𝑚.

Теперь обратим внимание на неравенство (9). Ввиду того, что норма ‖𝑓‖𝑊 функ-
ций 𝑓 из пространства 𝑊 (𝑚,𝑚−1)

2,𝜎 ограничена, погрешность (6) квадратурной форму-
лы (5) оценивается сверху с нормой ‖ℓ‖𝑊 * функционала погрешности ℓ в сопряжен-
ном пространстве 𝑊 (𝑚,𝑚−1)*

2,𝜎 . Отсюда получаем задачу оптимальных квадратурных
формул в пространстве 𝑊 (𝑚,𝑚−1)

2,𝜎 . Здесь мы рассмотрим оптимальность квадратур-
ных формул вида (5) в пространстве 𝑊 (𝑚,𝑚−1)

2,𝜎 в смысле Сарда.
Таким образом, задача построения оптимальных квадратурных формул вида (5)

в смысле Сарда в пространстве 𝑊 (𝑚,𝑚−1)
2,𝜎 состоит в нахождении коэффициентов 𝐴*

𝛽,
𝛽 = 0, 1, . . . , 𝑁 , дающих наименьшее значение

inf
𝐴𝛽

‖ℓ‖𝑊 *

норме функционала погрешности ℓ при фиксированных узлах 𝑥𝛽, 𝛽 = 0, 1, . . . , 𝑁 . При
этом коэффициенты 𝐴*

𝛽 называются оптимальными коэффициентами. А квадратур-
ная формула вида (5) с коэффициентами 𝐴*

𝛽 называется оптимальной квадратурной
формулой.

В настоящей работе мы решаем следующую оптимизационную задачу.
Задача 1. Найти выражения для коэффициентов 𝐴*

𝛽 квадратурных формул ви-
да (5), доставляющие минимум норме функционала погрешности (7) при равноот-
стоящих узлах 𝑥𝛽 = ℎ𝛽 в гильбертовом пространстве 𝑊 (𝑚,𝑚−1)

2,𝜎 (0, 1).
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Далее, остальная часть статьи организована следующим образом.
– В параграфе 3 найдена экстремальная функция функционала погрешности ℓ

квадратурной формулы (5). Для этого найдено обобщенное решение одного ли-
нейного дифференциального уравнения с граничными условиями в пространстве
𝑊

(𝑚,𝑚−1)
2,𝜎 .

– Параграф 4 посвящен вычислению нормы функционала погрешности ℓ. При этом,
на основе теоремы Рисса, получен квадрат нормы функционала погрешности
как скалярное произведение функционала погрешности и экстремальной функ-
ции. Таким образом, получена верхняя оценка погрешности квадратурной фор-
мулы (5).

– В параграфе 5 получена система линейных алгебраических уравнений для
коэффициентов оптимальных квадратурных формул вида (5) в пространстве
𝑊

(𝑚,𝑚−1)
2,𝜎 . Для этого, чтобы найти условный минимум нормы функционала по-

грешности использован метод Лагранжа неопределенных множителей.
– Наконец, в параграфе 6, используя дискретный аналог дифференциального опе-

ратора 𝑑2𝑚/𝑑𝑥2𝑚−𝜎2𝑑2𝑚−2/𝑑𝑥2𝑚−2, получены явные выражения для оптимальных
коэффициентов.

3 Экстремальная функция для квадратурной формулы
Для решения задачи 1 мы сначала вычислим норму функционала погрешно-

сти (7). Для вычисления этой нормы мы используем понятие экстремальной функции
квадратурной формулы [1].

Экстремальной функцией для функционала ℓ называется функция 𝑢ℓ гильберто-
ва пространства 𝑊 (𝑚,𝑚−1)

2,𝜎 , удовлетворяющая следующему равенству

ℓ(𝑢ℓ) = ‖ℓ‖𝑊 *‖𝑢ℓ‖𝑊 . (15)

С другой стороны, известно, что в гильбертовом пространстве 𝑊
(𝑚,𝑚−1)
2,𝜎 суще-

ствует функция такая, что для линейного непрерывного функционала ℓ выполняет-
ся следующее соотношение (теорема Рисса о представлении линейно непрерывного
функционала)

ℓ(𝑓) = ⟨𝑢ℓ, 𝑓⟩𝑊 для всех 𝑓 ∈ 𝑊 (𝑚,𝑚−1)
2 , (16)

где ⟨𝑢ℓ, 𝑓⟩𝑊 — скалярное произведение функций 𝑢ℓ и 𝑓 .
В данном параграфе, решая уравнение (16) для функций 𝑓 пространства

𝑊
(𝑚,𝑚−1)
2 , мы находим функцию 𝑢ℓ в 𝑊 (𝑚,𝑚−1)

2 . Мы делаем это в два этапа.

– Во-первых, мы решаем уравнение (16) для функций 𝑓 в пространстве 𝐶∞
0 (0, 1).

– Затем, на втором этапе, используя плотность пространства 𝐶∞
0 (0, 1) в простран-

стве 𝑊 (𝑚,𝑚−1)
2,𝜎 , мы решаем уравнение (16) для функций пространства 𝑊 (𝑚,𝑚−1)

2,𝜎 .

3.1 Решение уравнения (16) в пространстве 𝐶∞
0 (0, 1)

Известно, что 𝐶∞
0 (0, 1) — это пространство функций, финитных и бесконечно

дифференцируемых на [0, 1]. Для функций этого пространства выполняется следу-
ющее условие

𝑓 (𝛼)(0) = 𝑓 (𝛼)(1) = 0, 𝛼 = 0, 1, 2, . . . . (17)

Здесь мы естественным образом находим слабое решение уравнения (16). Для это-
го мы используем равенство линейно-непрерывных функционалов, определенных на
банаховом пространстве.
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Определение 1. Линейные, непрерывные функционалы ℓ1 и ℓ2, определенные в ба-
наховом пространстве 𝐵, называются равными, если для любого 𝑓 ∈ 𝐵 выполняется
следующее равенство

ℓ1(𝑓) = ℓ2(𝑓). (18)

Теперь мы рассмотрим правую часть уравнения (16) отдельно для функций 𝑓 из
пространства 𝐶∞

0 (0, 1). Тогда, интегрируя по частям и принимая во внимание (18),
имеем

⟨𝑢ℓ, 𝑓⟩𝑊 = (−1)𝑚
∫︁ 1

0

(︁
𝑢
(2𝑚)
ℓ (𝑥)− 𝜎2𝑢

(2𝑚−2)
ℓ (𝑥)

)︁
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

Теперь, подставляя последнее выражение в правую часть (16) и учитывая, что 𝑓 ∈
𝐶∞

0 (0, 1), получаем∫︁ ∞

−∞
ℓ(𝑥)𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁ ∞

−∞
(−1)𝑚

(︁
𝑢
(2𝑚)
ℓ − 𝜎2𝑢

(2𝑚−2)
ℓ

)︁
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥. (19)

Из последнего интегрального уравнения для 𝑓 ∈ 𝐶∞
0 (0, 1) мы приходим к следующе-

му дифференциальному уравнению

𝑢
(2𝑚)
ℓ − 𝜎2𝑢

(2𝑚−2)
ℓ = (−1)𝑚ℓ(𝑥). (20)

Таким образом, искомая неизвестная функция 𝑢ℓ является обобщенным решением
уравнения (20).

Следовательно, справедливо следующее утверждение.
Утверждение 2. Для функций пространства 𝐶∞

0 (0, 1) решение функционального
уравнения (16) является обобщенным решением уравнения (20).

3.2 Решение уравнения (16) в пространстве 𝑊 (𝑚,𝑚−1)
2 (0, 1)

Теперь мы решим уравнение (16) для функций 𝑓 из пространства 𝑊 (𝑚,𝑚−1)
2 (0, 1).

Тогда, интегрируя по частям несколько раз правую часть уравнения (16), мы полу-
чаем следующее уравнение

ℓ(𝑓) =
𝑚−2∑︁
𝛼=0

(−1)𝛼
(︁
𝑢
(𝑚+𝛼)
ℓ + 𝜎𝑢

(𝑚+𝛼−1)
ℓ

)︁ (︀
𝑓 (𝑚−𝛼−1) + 𝜎𝑓 (𝑚−𝛼−2)

)︀ ⃒⃒⃒𝑥=1

𝑥=0
+

+ (−1)𝑚−1
(︁
𝑢
(2𝑚−1)
ℓ + 𝜎𝑢

(2𝑚−2)
ℓ

)︁
𝑓(𝑥)

⃒⃒⃒𝑥=1

𝑥=0
+

+ (−1)𝑚
∫︁ 1

0

(︁
𝑢
(2𝑚)
ℓ − 𝜎2𝑢

(2𝑚−2)
ℓ

)︁
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥. (21)

Здесь, учитывая, что пространство 𝐶∞
0 (0, 1) плотно в пространстве 𝑊 (𝑚,𝑚−1)

2,𝜎 (0, 1),
уравнение (21) должно быть справедливо в предельном состоянии для каждого эле-
мента 𝑓 в пространстве 𝑊 (𝑚,𝑚−1)

2,𝜎 , поэтому мы приходим к следующей краевой задаче
в пространстве 𝑊 (𝑚,𝑚−1)

2,𝜎 (0, 1).
Утверждение 3. Решение функционального уравнения (16) является решением
уравнения (20) на элементах 𝑓 пространства 𝑊

(𝑚,𝑚−1)
2,𝜎 при следующих граничных

условиях
𝑢
(𝑚+𝛼)
ℓ (0) + 𝜎𝑢

(𝑚+𝛼−1)
ℓ (0) = 0, 𝛼 = 0, 1, . . . ,𝑚− 1, (22)

𝑢
(𝑚+𝛼)
ℓ (1) + 𝜎𝑢

(𝑚+𝛼−1)
ℓ (1) = 0, 𝛼 = 0, 1, . . . ,𝑚− 1. (23)
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Следует отметить, что решение 𝑢ℓ(𝑥) уравнения (20), принадлежащее простран-
ству 𝑊

(𝑚,𝑚−1)
2,𝜎 и удовлетворяющее условиям (22)–(23), определяется единственным

образом. Эта функция 𝑢ℓ(𝑥) является экстремальной функцией для функционала
погрешности ℓ, и для нее справедливо следующее утверждение.
Теорема 1. В пространстве 𝑊

(𝑚,𝑚−1)
2,𝜎 решение уравнения (20), удовлетворяющее

условиям (22)–(23), является экстремальной функцией 𝑢ℓ, соответствующей функ-
ционалу погрешности ℓ, и имеет следующий вид

𝑢ℓ(𝑥) = (−1)𝑚ℓ(𝑥) *𝐺𝑚(𝑥) + 𝑃𝑚−2(𝑥) + 𝑑𝑒−𝜎𝑥, (24)

где

𝐺𝑚(𝑥) =
sgn𝑥

2𝜎2𝑚−1

(︃
𝑒𝜎𝑥 − 𝑒−𝜎𝑥

2
−

𝑚−1∑︁
𝑘=1

(𝜎𝑥)2𝑘−1

(2𝑘 − 1)!

)︃
, (25)

и 𝐺𝑚(𝑥) является фундаментальным решением оператора 𝑑2𝑚

𝑑𝑥2𝑚 −𝜎2 𝑑2𝑚−2

𝑑𝑥2𝑚−2 , 𝑃𝑚−2(𝑥) —
любой многочлен степени (𝑚− 2), 𝑑 — константа.
Доказательство. Здесь мы приводим краткое описание доказательства теоремы.

Во-первых, рассмотрим следующее однородное уравнение, соответствующее урав-
нению (20)

𝑢
(2𝑚)
ℓ (𝑥)− 𝜎2𝑢

(2𝑚−2)
ℓ (𝑥) = 0.

Общее решение последнего уравнения имеет вид

𝑢ℎℓ (𝑥) = 𝑃2𝑚−3(𝑥) + 𝑑1𝑒
𝜎𝑥 + 𝑑2𝑒

−𝜎𝑥, (26)

где 𝑃2𝑚−3(𝑥) — любой многочлен степени (2𝑚− 3), 𝑑1 и 𝑑2 — константы.
Далее мы находим частное решение уравнения (20). Легко проверить, что следу-

ющая функция является частным решением этого уравнения

𝑢𝑝ℓ(𝑥) = (−1)𝑚ℓ(𝑥) *𝐺𝑚(𝑥), (27)

где 𝐺𝑚 определяется уравнением (25).
Тогда, принимая во внимание (26) и (27), мы имеем общее решение уравнения (20)

𝑢ℓ(𝑥) = 𝑢𝑝ℓ(𝑥) + 𝑢ℎℓ (𝑥).

От этого общего решения мы приходим к решению (24), удовлетворяющему усло-
виям (22) и (23). Эта функция является элементом пространства 𝑊

(𝑚,𝑚−1)
2,𝜎 , и она

определена с точностью до многочленов степени (𝑚 − 2) и 𝑑𝑒−𝜎𝑥. То есть этот эле-
мент представляет собой класс эквивалентных функций, которые отличаются друг
от друга на линейные комбинации многочленов степени (𝑚− 2) и 𝑑𝑒−𝜎𝑥.

Теорема 1 доказана.

4 Оценка погрешности квадратурной формулы (5) сверху
В данном параграфе мы получаем точную оценку сверху для погрешности квад-

ратурной формулы (5) на функциях пространства 𝑊 (𝑚,𝑚−1)
2,𝜎 . Для этого мы исполь-

зуем теорему Рисса о представлении общего вида линейного, непрерывного функци-
онала, заданного в гильбертовом пространстве. Действительно, поскольку простран-
ство 𝑊

(𝑚,𝑚−1)
2,𝜎 является гильбертовым пространством, уравнение (16) справедливо

для функционала погрешности ℓ, и выполняется следующее соотношение

‖ℓ‖𝑊 * = ‖𝑢ℓ‖𝑊 . (28)
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Тогда, в частности, для 𝑓 = 𝑢ℓ из равенства (16) получаем

ℓ(𝑢ℓ) = ⟨𝑢ℓ, 𝑢ℓ⟩𝑊 = ‖𝑢ℓ‖2𝑊 .

Отсюда, на основании (28), мы приходим к следующему соотношению

ℓ(𝑢ℓ) = ‖ℓ‖2𝑊 * . (29)

Следовательно, вычисление нормы функционала погрешности ℓ с использовани-
ем (29) дает нам оценку сверху для погрешности квадратурной формулы (5) на ос-
нове неравенства (9). Таким образом, достаточно вычислить значение функционала
ℓ на экстремальной функции 𝑢ℓ. Тогда, используя (7) и (24), из (29) получаем

‖ℓ‖2𝑊 * = (−1)𝑚
[︃

𝑁∑︁
𝛽=0

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐴𝛽𝐴𝛾𝐺𝑚(𝑥𝛽 − 𝑥𝛾)−

− 2
𝑁∑︁

𝛽=0

𝐴𝛽

∫︁ 1

0

𝐺𝑚(𝑥− 𝑥𝛽) 𝑑𝑥+
∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝐺𝑚(𝑥− 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

]︃
. (30)

Теперь для достижения поставленной цели мы находим минимальное значение
выражения (30) по коэффициентам 𝐴𝛽 при условиях (11) и (12). Для наглядности
перепишем уравнения (11) и (12) в следующих удобных формах:

∫︁ 1

0

𝑥𝑛 𝑑𝑥−
𝑁∑︁

𝛽=0

𝐴𝛽𝑥
𝑛
𝛽 = 0, 𝑛 = 0, 1, . . . ,𝑚− 2, (31)

и ∫︁ 1

0

𝑒−𝜎𝑥 𝑑𝑥−
𝑁∑︁

𝛽=0

𝐴𝛽𝑒
−𝜎𝑥𝛽 = 0. (32)

Таким образом, в следующем параграфе мы обсудим задачу нахождения минималь-
ного значения выражения (30) при условиях (31) и (32).

5 Стационарная точка нормы функционала погрешности
квадратурной формулы
Следует отметить, что выражение (30) является квадратичной функцией многих

переменных относительно коэффициентов 𝐴𝛽. Для нахождения условного экстрему-
ма этой функции при условиях (31) и (32) мы используем метод неопределенных
множителей Лагранжа. Для этого рассмотрим следующую функцию:

Λ (𝐴0, 𝐴1, . . . , 𝐴𝑁 , 𝑝0, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑚−2, 𝑑) =

= ‖ℓ‖2𝑊 * − 2(−1)𝑚
𝑚−2∑︁
𝑛=0

𝑝𝑛 ℓ(𝑥
𝑛)− 2(−1)𝑚𝑑 ℓ(𝑒−𝜎𝑥). (33)
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Тогда стационарная точка функции Λ удовлетворяет следующей системе линейных
алгебраических уравнений, которая получается путем взятия частных производных:

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐴𝛾𝐺𝑚(𝑥𝛽 − 𝑥𝛾) + 𝑑𝑒−𝜎𝑥𝛽 +
𝑚−2∑︁
𝑛=0

𝑝𝑛𝑥
𝑛
𝛽 = 𝑔𝑚(ℎ𝛽), 𝛽 = 0, 1, . . . , 𝑁, (34)

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐴𝛾𝑒
−𝜎𝑥𝛾 = 𝑔𝑒, (35)

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐴𝛾𝑥
𝑛
𝛾 = 𝑔𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . . ,𝑚− 2, (36)

где

𝑔𝑚(ℎ𝛽) =

∫︁ 1

0

𝐺𝑚(𝑥− 𝑥𝛽) 𝑑𝑥, (37)

𝑔𝑒 =

∫︁ 1

0

𝑒−𝜎𝑥 𝑑𝑥, (38)

𝑔𝑛 =

∫︁ 1

0

𝑥𝑛 𝑑𝑥, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . ,𝑚− 2. (39)

Эта система линейных алгебраических уравнений с (𝑁 +𝑚+1) уравнениями и (𝑁 +
+𝑚+ 1) неизвестными.

Заметим, что эта система имеет единственное решение при 𝑁 + 1 ⩾ 𝑚. Решение
этой системы является стационарной точкой функции (33) и обеспечивает минимум
выражения (30). Соответствующие коэффициенты 𝐴0, 𝐴1, . . . , 𝐴𝑁 являются искомы-
ми оптимальными коэффициентами.

Перед решением системы (34)–(36) вычислим интегралы в её правой части. Пря-
мые вычисления дают следующее:

𝑔𝑚(ℎ𝛽) =
1

𝜎2𝑚

[︃
𝑒𝜎(1−ℎ𝛽) + 𝑒−𝜎(1−ℎ𝛽) + 𝑒−𝜎ℎ𝛽 + 𝑒𝜎ℎ𝛽

4
−

−
𝑚−1∑︁
𝑘=1

(𝜎ℎ𝛽)2𝑘 + (𝜎(1− ℎ𝛽))2𝑘

2(2𝑘)!
− 1

]︃
, (40)

𝑔𝑒 =
1− 𝑒−𝜎

𝜎
, (41)

𝑔𝑛 =
1

𝑛+ 1
, 𝑛 = 0, 1, . . . ,𝑚− 2. (42)

В следующем параграфе найдем выражения для оптимальных коэффициентов,
удовлетворяющих системе (34)–(36).

6 Коэффициенты оптимальных квадратурных формул
вида (5)
В этом параграфе мы находим аналитическое решение системы (34)–(36). Для

этого мы используем теорию функций дискретного аргумента, операции над ни-
ми [1], [4], дискретный аналог дифференциального оператора 𝑑2𝑚

𝑑𝑥2𝑚 − 𝜎2 𝑑2𝑚−2

𝑑𝑥2𝑚−2 и его
свойства.
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Таким образом, в первом пункте мы приводим необходимые определения и теоре-
мы, а затем, во втором пункте, получаем выражения для коэффициентов оптималь-
ных квадратурных формул.

6.1 Функции дискретного аргумента. Дискретный аналог
дифференциального оператора

В данном пункте мы приводим краткие сведения о функциях дискретного аргу-
мента и соответствующих операциях над ними из книг [1], [4].

Пусть 𝛽 — целое число и ℎ = 1
𝑁

, 𝑁 = 1, 2, . . .. Предположим, что 𝑓 и 𝑔 — веще-
ственные функции, заданные на вещественной прямой R.

Функция 𝑓(ℎ𝛽) называется функцией дискретного аргумента, если она задана
на некотором множестве целых значений 𝛽.

В дальнейшем для простоты мы также будем использовать понятие «дискретная
функция» вместо «функция дискретного аргумента».

Скалярное произведение двух дискретных функций 𝑓(ℎ𝛽) и 𝑔(ℎ𝛽) задается фор-
мулой

[𝑓(ℎ𝛽), 𝑔(ℎ𝛽)] =
∞∑︁

𝛽=−∞

𝑓(ℎ𝛽)𝑔(ℎ𝛽),

если ряд в правой части последнего равенства сходится абсолютно.
Сверткой двух функций 𝑓(ℎ𝛽) и 𝑔(ℎ𝛽) называется следующее скалярное произ-

ведение:

𝑓(ℎ𝛽) * 𝑔(ℎ𝛽) = [𝑓(ℎ𝛾), 𝑔(ℎ𝛽 − ℎ𝛾)] =
∞∑︁

𝛾=−∞

𝑓(ℎ𝛾)𝑔(ℎ𝛽 − ℎ𝛾).

Далее нам понадобится функция дискретного аргумента 𝐷𝑚(ℎ𝛽), удовлетворяю-
щая следующему уравнению:

𝐷𝑚(ℎ𝛽) *𝐺𝑚(ℎ𝛽) = 𝛿𝑑(ℎ𝛽), (43)

где

𝐺𝑚(ℎ𝛽) =
sgn(ℎ𝛽)

2𝜎2𝑚−1

(︃
𝑒𝜎ℎ𝛽 − 𝑒−𝜎ℎ𝛽

2
−

𝑚−1∑︁
𝑘=1

(𝜎ℎ𝛽)2𝑘−1

(2𝑘 − 1)!

)︃
, (44)

𝜎 ̸= 0, а 𝛿𝑑(ℎ𝛽) — дискретная дельта-функция, то есть

𝛿𝑑(ℎ𝛽) =

{︂
1, 𝛽 = 0,
0, в противном случае.

Следует отметить, что уравнение (43) является дискретным аналогом следующего
уравнения: (︂

𝑑2𝑚

𝑑𝑥2𝑚
− 𝜎2 𝑑

2𝑚−2

𝑑𝑥2𝑚−2

)︂
𝐺𝑚(𝑥) = 𝛿(𝑥), (45)

где 𝐺𝑚(𝑥) определена формулой (25), а 𝛿(𝑥) — дельта-функция Дирака.
Дискретная функция 𝐷𝑚(ℎ𝛽), удовлетворяющая уравнению (43), была построена

в работе [HayotovKuldoshev, 2022. Problems of Com. and Appl. Math., 5/1(44): 112–
122], где был получен следующий результат:
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Теорема 2. Дискретный аналог дифференциального оператора
(︁

𝑑2𝑚

𝑑𝑥2𝑚 − 𝜎2 𝑑2𝑚−2

𝑑𝑥2𝑚−2

)︁
,

удовлетворяющий уравнению (43), имеет вид

𝐷𝑚(ℎ𝛽) =
2𝜎2𝑚−1

𝑞2𝑚−2

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑚−1∑︀
𝑘=1

𝐴𝑘𝜆
|𝛽|−1
𝑘 , |𝛽| ⩾ 2,

−𝑒𝜎ℎ +
𝑚−1∑︀
𝑘=1

𝐴𝑘, |𝛽| = 1,

𝐶𝑚 +
𝑚−1∑︀
𝑘=1

𝐴𝑘

𝜆𝑘
, |𝛽| = 0,

(46)

где

𝐴𝑘 =
(1− 𝜆𝑘)2𝑚−2

(︀
−𝜆2𝑘𝑒𝜎ℎ + (𝑒2𝜎ℎ + 1)𝜆𝑘 − 𝑒𝜎ℎ

)︀
𝑞2𝑚−2

𝜆𝑘𝑄′
2𝑚−2(𝜆𝑘)

,

𝐶𝑚 = 𝑒𝜎ℎ(2𝑚− 2) + 𝑒2𝜎ℎ + 1 +
𝑒𝜎ℎ𝑞2𝑚−3

𝑞2𝑚−2

,

𝑄2𝑚−2(𝑥) =
(︀
1− 𝑒2𝜎ℎ

)︀
(1− 𝑥)2𝑚−2 +

+ 2
(︀
𝑥(1 + 𝑒2𝜎ℎ)− 𝑒𝜎ℎ(𝑥2 + 1)

)︀𝑚−1∑︁
𝑘=1

(𝜎ℎ)2𝑘−1(1− 𝑥)2𝑚−2𝑘−2𝐸2𝑘−2(𝑥)

(2𝑘 − 1)!
,

здесь 𝐸2𝑘−2(𝑥) — многочлен Эйлера–Фробениуса степени (2𝑘− 2), а 𝜆𝑘 — корни мно-
гочлена 𝑄2𝑚−2, удовлетворяющие условию |𝜆𝑘| < 1.

Для дискретной функции 𝐷𝑚(ℎ𝛽) справедливы следующие утверждения.

Теорема 3. Для функции дискретного аргумента 𝐷𝑚(ℎ𝛽), определенной форму-
лой (46), верны следующие равенства:

𝐷𝑚(ℎ𝛽) * 𝑒𝜎ℎ𝛽 = 0,

𝐷𝑚(ℎ𝛽) * 𝑒−𝜎ℎ𝛽 = 0,

𝐷𝑚(ℎ𝛽) * (ℎ𝛽)𝑛 = 0, 𝑛 = 0, 1, . . . , (2𝑚− 3),

𝐷𝑚(ℎ𝛽) *𝐺𝑚(ℎ𝛽) = 𝛿𝑑(ℎ𝛽),

где 𝛿𝑑(ℎ𝛽) — дискретная дельта-функция.

6.2 Выражения для оптимальных коэффициентов

Теперь решим систему уравнений (34)–(36). Для этого рассмотрим набор коэффи-
циентов 𝐴𝛾 (𝛾 = 0, 1, . . . , 𝑁) в системе как значения функции дискретного аргумента
𝐴[𝛾] в точках 𝛾 = 0, 1, . . . , 𝑁 , и положим функцию 𝐴[𝛾] равной нулю при всех осталь-
ных целых значениях 𝛾. То есть мы имеем:

𝐴[𝛾] =

{︃
𝐴𝛾, 𝛾 = 0, 1, . . . , 𝑁,

0, в противном случае.
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Тогда, используя определение свертки для функций дискретного аргумента, мы мо-
жем переписать систему (34)–(36) в следующем виде:

𝐴[𝛽] *𝐺𝑚(ℎ𝛽) +
𝑚−2∑︁
𝑛=0

𝑝𝑛(ℎ𝛽)
𝑛 + 𝑑𝑒−𝜎ℎ𝛽 = 𝑔𝑚(ℎ𝛽), 𝛽 = 0, 1, . . . , 𝑁, (47)

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐴[𝛾]𝑒−𝜎ℎ𝛾 = 𝑔𝑒, (48)

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐴[𝛾](ℎ𝛾)𝑛 = 𝑔𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . . ,𝑚− 2, (49)

где 𝑔𝑚(ℎ𝛽), 𝑔𝑒 и 𝑔𝑛 определены формулами (40)–(42).
Отсюда мы получаем следующее.

Задача 2. Решить систему (47)–(49) для заданных 𝑔𝑚, 𝑔𝑒 и 𝑔𝑛.
Решая задачу 2, мы также находим оптимальные коэффициенты 𝐴𝛾, 𝛾 =

= 0, 1, . . . , 𝑁 .
Сначала найдем выражение для дискретной функции 𝐴[𝛽]. Для этого обозначим

левую часть уравнения (47) как функцию дискретного аргумента:

𝑢𝑚(ℎ𝛽) = 𝐴[𝛽] *𝐺𝑚(ℎ𝛽) +
𝑚−2∑︁
𝑛=0

𝑝𝑛(ℎ𝛽)
𝑛 + 𝑑𝑒−𝜎ℎ𝛽. (50)

Теперь рассмотрим полученную функцию дискретного аргумента 𝑢𝑚(ℎ𝛽). Если мы
определим эту функцию для всех целых чисел 𝛽, то для функции коэффициентов
𝐴[𝛽] мы получим:

𝐴[𝛽] = 𝐷𝑚(ℎ𝛽) * 𝑢𝑚(ℎ𝛽). (51)

Учитывая (50), из (47) видно, что:

𝑢𝑚(ℎ𝛽) = 𝑔𝑚(ℎ𝛽), 𝛽 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁. (52)

То есть функция 𝑢𝑚(ℎ𝛽) известна при 𝛽 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁 .
Теперь найдем вид дискретной функции 𝑢𝑚(ℎ𝛽) для 𝛽 = −1,−2, . . . и 𝛽 = 𝑁 +

+ 1, 𝑁 + 2, . . ..
Для 𝛽 = −1,−2, . . ., используя (44), (48) и (49), из (50) получаем:

𝑢𝑚(ℎ𝛽) =
−𝑒𝜎ℎ𝛽

4𝜎2𝑚−1

1− 𝑒−𝜎

𝜎
+

𝑒−𝜎ℎ𝛽

4𝜎2𝑚−1

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐴[𝛾]𝑒𝜎ℎ𝛾 +

+
1

2𝜎2𝑚−1

⎡⎣[𝑚+1
2

]−1∑︁
𝑘=1

2𝑘−1∑︁
𝛼=0

𝜎2𝑘−1(ℎ𝛽)2𝑘−1−𝛼(−1)𝛼

(2𝑘 − 1− 𝛼)!(𝛼 + 1)!
+

+
𝑚−1∑︁

𝑘=[𝑚+1
2

]

𝑚−2∑︁
𝛼=0

𝜎2𝑘−1(ℎ𝛽)2𝑘−1−𝛼(−1)𝛼

(2𝑘 − 1− 𝛼)!(𝛼 + 1)!

⎤⎦+

+
1

2𝜎2𝑚−1

𝑚−1∑︁
𝑘=[𝑚+1

2
]

2𝑘−1∑︁
𝛼=𝑚−1

𝜎2𝑘−1(ℎ𝛽)2𝑘−1−𝛼(−1)𝛼

𝛼!(2𝑘 − 1− 𝛼)!

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐴[𝛾](ℎ𝛾)𝛼 +
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+
𝑚−2∑︁
𝑛=0

𝑝𝑛(ℎ𝛽)
𝑛 + 𝑑𝑒−𝜎ℎ𝛽. (53)

Здесь мы вводим следующие обозначения:

𝐷 =
1

4𝜎2𝑚−1

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐴[𝛾]𝑒𝜎ℎ𝛾, (54)

𝐿2𝑚−3(ℎ𝛽) =
1

2𝜎2𝑚−1

⎡⎣[𝑚+1
2

]−1∑︁
𝑘=1

2𝑘−1∑︁
𝛼=0

𝜎2𝑘−1(ℎ𝛽)2𝑘−1−𝛼(−1)𝛼

(2𝑘 − 1− 𝛼)!(𝛼 + 1)!
+

+
𝑚−1∑︁

𝑘=[𝑚+1
2

]

𝑚−2∑︁
𝛼=0

𝜎2𝑘−1(ℎ𝛽)2𝑘−1−𝛼(−1)𝛼

(2𝑘 − 1− 𝛼)!(𝛼 + 1)!

⎤⎦ , (55)

𝑀𝑚−2(ℎ𝛽) =
1

2𝜎2𝑚−1

⎡⎣ 𝑚−1∑︁
𝑘=[𝑚+1

2
]

2𝑘−1∑︁
𝛼=𝑚−1

𝜎2𝑘−1(ℎ𝛽)2𝑘−1−𝛼(−1)𝛼

𝛼!(2𝑘 − 1− 𝛼)!

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐴[𝛾](ℎ𝛾)𝛼

⎤⎦ , (56)

𝑃𝑚−2(ℎ𝛽) =
𝑚−2∑︁
𝑛=0

𝑝𝑛(ℎ𝛽)
𝑛. (57)

Тогда из выражения (53), с учетом обозначений (54)–(57), для 𝛽 = −1,−2, . . . полу-
чаем:

𝑢𝑚(ℎ𝛽) = −
1− 𝑒−𝜎

4𝜎2𝑚
𝑒𝜎ℎ𝛽+𝐷 ·𝑒−𝜎ℎ𝛽+𝐿2𝑚−3(ℎ𝛽)+𝑀𝑚−2(ℎ𝛽)+𝑃𝑚−2(ℎ𝛽)+𝑑𝑒

−𝜎ℎ𝛽. (58)

Заметим, что величины 𝐷, 𝑀𝑚−2(ℎ𝛽), 𝑃𝑚−2(ℎ𝛽) и 𝑑 являются неизвестными в по-
следнем выражении для функции 𝑢𝑚(ℎ𝛽).

Теперь для 𝛽 = 𝑁 + 1, 𝑁 + 2, . . ., проводя аналогичные вычисления, получаем:

𝑢𝑚(ℎ𝛽) =
1− 𝑒−𝜎

4𝜎2𝑚
𝑒𝜎ℎ𝛽 −𝐷 · 𝑒−𝜎ℎ𝛽 −𝐿2𝑚−3(ℎ𝛽)−𝑀𝑚−2(ℎ𝛽) +𝑃𝑚−2(ℎ𝛽) + 𝑑𝑒−𝜎ℎ𝛽. (59)

Приводя подобные слагаемые в (58) и (59) и вводя следующие обозначения:

𝑑+𝐷 = 𝑑−,

𝑃𝑚−2(ℎ𝛽) +𝑀𝑚−2(ℎ𝛽) = 𝑃−
𝑚−2(ℎ𝛽),

𝑑−𝐷 = 𝑑+,

𝑃𝑚−2(ℎ𝛽)−𝑀𝑚−2(ℎ𝛽) = 𝑃+
𝑚−2(ℎ𝛽),

а также учитывая равенства (52), (58) и (59), находим:

𝑢𝑚(ℎ𝛽) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
−1−𝑒−𝜎

4𝜎2𝑚 𝑒𝜎ℎ𝛽 + 𝑑−𝑒−𝜎ℎ𝛽 + 𝐿2𝑚−3(ℎ𝛽) + 𝑃−
𝑚−2(ℎ𝛽)

при 𝛽 = −1,−2, . . . ,
𝑔𝑚(ℎ𝛽) при 𝛽 = 0, 1, . . . , 𝑁,
1−𝑒−𝜎

4𝜎2𝑚 𝑒𝜎ℎ𝛽 + 𝑑+𝑒−𝜎ℎ𝛽 − 𝐿2𝑚−3(ℎ𝛽) + 𝑃+
𝑚−2(ℎ𝛽)

при 𝛽 = 𝑁 + 1, 𝑁 + 2, . . . ,

(60)
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где 𝑑± и 𝑃±
𝑚−2(ℎ𝛽) — неизвестные величины. Эти неизвестные могут быть найдены,

например, из следующей системы уравнений:

𝐷𝑚(ℎ𝛽) * 𝑢𝑚(ℎ𝛽) = 0, 𝛽 = −1,−2, . . . ,−(𝑚− 1),

𝐷𝑚(ℎ𝛽) * 𝑢𝑚(ℎ𝛽) = 0, 𝛽 = 𝑁 + 1, 𝑁 + 2, . . . , 𝑁 + (𝑚− 1).

Теперь найдем аналитический вид коэффициентов 𝐴[𝛽], 𝛽 = 0, 1, . . . , 𝑁 . Использова-
ние формул (46) и (60) совместно со сверткой (51) дает:

𝐴[𝛽] = 𝐷𝑚(ℎ𝛽) * 𝑔𝑚 +
∞∑︁
𝛾=1

𝐷𝑚(ℎ𝛽 + ℎ𝛾)

[︃
− 1− 𝑒−𝜎

4𝜎2𝑚
𝑒𝜎ℎ𝛾 + 𝑑−𝑒−𝜎ℎ𝛾 +

+ 𝐿2𝑚−3(−ℎ𝛾) + 𝑃−
𝑚−2(−ℎ𝛾)− 𝑔𝑚(−ℎ𝛾)

]︃
+

+
∞∑︁
𝛾=1

𝐷𝑚(ℎ(𝛾 +𝑁 − 𝛽))

[︃
1− 𝑒−𝜎

4𝜎2𝑚
𝑒𝜎ℎ(𝑁+𝛾) + 𝑑+𝑒−𝜎ℎ(𝑁+𝛾) −

− 𝐿2𝑚−3(ℎ(𝑁 + 𝛾)) + 𝑃+
𝑚−2(ℎ(𝑁 + 𝛾))− 𝑔𝑚(ℎ(𝑁 + 𝛾))

]︃
. (61)

Для упрощения введем следующее обозначение:

𝑇 (ℎ𝛽) = 𝐷𝑚(ℎ𝛽) * 𝑔𝑚(ℎ𝛽). (62)

Тогда путем прямых вычислений с использованием теорем 2 и 3 и с учетом (40), из
равенства (61) мы получаем следующее утверждение.
Теорема 4. Коэффициенты оптимальных квадратурных формул вида (5) в гиль-
бертовом пространстве 𝑊 (𝑚,𝑚−1)

2,𝜎 (0, 1) имеют следующий вид:

𝐴[0] = 𝑇 (0) + 𝑎0 +
𝑚−1∑︁
𝑘=1

(︀
𝑎𝑘 + 𝑏𝑘𝜆

𝑁
𝑘

)︀
,

𝐴[𝛽] = 𝑇 (ℎ𝛽) +
𝑚−1∑︁
𝑘=1

(︁
𝑎𝑘𝜆

𝛽
𝑘 + 𝑏𝑘𝜆

𝑁−𝛽
𝑘

)︁
, 𝛽 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1,

𝐴[𝑁 ] = 𝑇 (1) + 𝑏0 +
𝑚−1∑︁
𝑘=1

(︀
𝑎𝑘𝜆

𝑁
𝑘 + 𝑏𝑘

)︀
,

где 𝑇 (ℎ𝛽) определяется формулой (62), а

𝑎0 =
2𝜎2𝑚−1

𝑞2𝑚−2

(−𝑒𝜎ℎ)
[︂
−1− 𝑒−𝜎

4𝜎2𝑚
𝑒−𝜎ℎ + 𝑑−𝑒𝜎ℎ + 𝐿2𝑚−3(−ℎ) + 𝑃−

𝑚−2(−ℎ)− 𝑔𝑚(−ℎ)
]︂
,

𝑎𝑘 =
2𝜎2𝑚−1𝐴𝑘

𝑞2𝑚−2𝜆𝑘

∞∑︁
𝛾=1

𝜆𝛾𝑘

[︃
− 1− 𝑒−𝜎

4𝜎2𝑚
𝑒−𝜎ℎ𝛾 + 𝑑−𝑒𝜎ℎ𝛾 +

+ 𝐿2𝑚−3(−ℎ𝛾) + 𝑃−
𝑚−2(−ℎ𝛾)− 𝑔𝑚(−ℎ𝛾)

]︃
,
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𝑏0 =
2𝜎2𝑚−1

𝑞2𝑚−2

(−𝑒𝜎ℎ)

[︃
1− 𝑒−𝜎

4𝜎2𝑚
𝑒𝜎ℎ(𝑁+1) + 𝑑+𝑒−𝜎ℎ(𝑁+1) −

− 𝐿2𝑚−3 (ℎ(𝑁 + 1)) + 𝑃+
𝑚−2 (ℎ(𝑁 + 1))− 𝑔𝑚 (ℎ(𝑁 + 1))

]︃
,

𝑏𝑘 =
2𝜎2𝑚−1𝐴𝑘

𝑞2𝑚−2𝜆𝑘

∞∑︁
𝛾=1

𝜆𝛾𝑘

[︃
1− 𝑒−𝜎

4𝜎2𝑚
𝑒𝜎ℎ(𝑁+𝛾) + 𝑑+𝑒−𝜎ℎ(𝑁+𝛾) − 𝐿2𝑚−3(ℎ(𝑁 + 𝛾)) +

+ 𝑃+
𝑚−2(ℎ(𝑁 + 𝛾))− 𝑔𝑚(ℎ(𝑁 + 𝛾))

]︃
,

𝑞2𝑚−2 — старший коэффициент, а 𝜆𝑘 — корни многочлена 𝑄2𝑚−2(𝑥), удовлетворяющие
условию |𝜆𝑘| < 1.

7 Заключение
По полученным результатам можно сделать следующее заключение. В данной

работе решена задача построения оптимальных квадратурных формул вида (5) в
смысле Сарда в пространстве 𝑊 (𝑚,𝑚−1)

2,𝜎 (0, 1). Во введении приведены актуальность
рассматриваемой задачи и обзор предыдущих результатов. В параграфе 2 обсуждена
постановка задачи оптимальных квадратурных формул. Чтобы решить поставлен-
ную задачу, в параграфе 3 найдена экстремальная функция функционала погреш-
ности ℓ квадратурной формулы (5). Для этого найдено обобщенное решение одно-
го линейного дифференциального уравнения с граничными условиями в простран-
стве 𝑊 (𝑚,𝑚−1)

2,𝜎 . Далее, используя экстремальную функцию, вычислен квадрат нормы
функционала погрешности для получения верхней оценки погрешности квадратур-
ной формулы (5). Получена система линейных алгебраических уравнений для коэф-
фициентов оптимальных квадратурных формул вида (5) в пространстве 𝑊 (𝑚,𝑚−1)

2,𝜎 .
В конце, используя дискретный аналог дифференциального оператора 𝑑2𝑚/𝑑𝑥2𝑚 −
− 𝜎2𝑑2𝑚−2/𝑑𝑥2𝑚−2, получены явные выражения для оптимальных коэффициентов.

Надо отметить, что в выражениях оптимальных коэффициентов пока остаются
параметры, которые следует определить. В следующих работах эти величины бу-
дут найдены. Также надо подчеркнуть, что при стремлении параметра 𝜎 к нулю
из результатов этой работы получается результат Соболева–Шадиметова–Кохлера,
полученный для оптимальных квадратурных формул в пространстве Соболева 𝐿(𝑚)

2 .
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Background: Approximate integration of functions with specific smoothness prop-
erties requires special mathematical approaches, notably the optimization of quadrature
formulas in the sense of Sard. Existing computational methods are primarily designed
for classical Banach or Hilbert spaces. However, modern applied problems often involve
functions from more complex functional classes that incorporate additional differential
characteristics and specialized parameters. Using traditional algorithms for such classes
significantly limits computational accuracy, creating a critical need for developing new,
adapted computational schemes.

Purpose: This study aims to develop and theoretically substantiate an analytical
method for constructing optimal quadrature formulas for a specialized functional space.
The primary focus is on minimizing the integration error by finding the exact values of
weight coefficients for a given class of integrands.

Method: The proposed approach is based on finding the extremal function of the
error functional for the considered quadrature. This problem is solved by constructing
a generalized solution to a linear differential equation supplemented with appropriate
boundary conditions. The main novelty lies in the analytical calculation of the error
functional’s squared norm, which reduces the original problem to a system of linear alge-
braic equations for the unknown weights. To solve it accurately, a specially constructed
discrete analogue of the differential operator is applied, strictly accounting for the inter-
nal specificity of the investigated space.

Results: Mathematical analysis yields explicit analytical expressions for the optimal
coefficients of the quadrature formulas. The derived exact relations significantly simplify
the practical implementation of the algorithm and completely avoid the computational
instability that inevitably arises during the numerical inversion of large matrices. The
calculated squared norm of the functional confirms the high reliability of the method
and guarantees the achievement of the minimum possible integration error for the entire
considered class of functions.

Implication: The obtained results significantly expand the existing theory of quadra-
ture formulas. It is proven that under the appropriate limit transition with respect to
the space’s weight parameter, the proposed analytical formulas strictly transform into the
well-known fundamental results of Sobolev, Shadimetov, and Kohler, previously obtained
for classical spaces.
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