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Классические квадратурные правила не всегда учитывают одновременно струк-

туру веса, геометрию узлов и функциональный класс подынтегральной функции,

поэтому актуально построение формул, оптимальных по норме функционала по-

грешности. Цель работы состоит в построении оптимальной в смысле Сарда квад-

ратурной формулы для интеграла с полиномиальным весом в пространстве диф-

ференцируемых функций с квадратично интегрируемой первой производной при

фиксированной системе узлов. Используется метод 𝜙-функций. Остаточный член

представляется через производную подынтегральной функции, после чего задача

минимизации нормы функционала погрешности распадается на независимые задачи

на каждом частичном отрезке. Постоянные интегрирования выбираются из условий

минимума соответствующих квадратичных функционалов. Получены явные выра-

жения для оптимальных коэффициентов на произвольной неравномерной сетке и их

упрощенная форма для равномерной сетки. Результаты численных экспериментов

сопоставлены с составной формулой трапеций на тех же узлах. Для нелинейных те-

стовых функций оптимальная формула дает меньшую абсолютную погрешность, а

для линейной функции воспроизводит значение интеграла с машинной точностью.

Экспериментальный порядок убывания погрешности близок ко второму. Получен-

ные коэффициенты непосредственно применимы на адаптивных и неравномерных

сетках и позволяют учитывать полиномиальный вес без предварительного преобра-

зования интеграла.
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1 Введение
Многие задачи математического моделирования, механики, физики и вычисли-

тельной техники приводят к интегральным и дифференциальным уравнениям или к
их системам. Решения таких уравнений часто выражаются через определенные инте-
гралы. В большинстве практически важных случаев эти интегралы не удается вычис-
лить точно, поэтому возникает задача построения приближенных формул, которые
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дают достаточно малую погрешность при ограниченном числе значений подынте-
гральной функции.

Задачу численного вычисления однократных и многократных интегралов обыч-
но связывают соответственно с квадратурными и кубатурными формулами. Клас-
сические формулы Грегори, Ньютона–Котеса, Симпсона, Эйлера, Гаусса, Чебышева,
Маркова и другие до сих пор широко используются в вычислительной практике. Вме-
сте с тем развитие теории численного интегрирования показало, что выбор узлов и
коэффициентов должен зависеть не только от алгебраической степени точности, но
и от функционального класса, которому принадлежит подынтегральная функция.
Поэтому в теории квадратурных и кубатурных формул сформировались несколько
основных подходов: алгебраический, вероятностный, теоретико-числовой и функци-
ональный.

В алгебраическом подходе узлы и коэффициенты выбираются так, чтобы фор-
мула была точной на заранее заданном конечномерном классе функций, например
на множестве алгебраических или тригонометрических многочленов. Вероятност-
ный подход связан главным образом с методом Монте-Карло и его модификациями.
Теоретико-числовой подход используется преимущественно при построении много-
мерных кубатурных формул. Настоящая работа относится к функциональному под-
ходу: здесь разность между интегралом и приближающей его линейной комбинацией
значений функции рассматривается как линейный функционал погрешности, а ка-
чество формулы оценивается нормой этого функционала в соответствующем функ-
циональном пространстве.

Основы функционального подхода к построению оптимальных квадратурных
формул были заложены в работах А. Сарда [1, 7], С.М. Никольского [2, 3] и С.Л.
Соболева [4]. В смысле Сарда оптимальность понимается как минимальность нор-
мы функционала погрешности по коэффициентам при фиксированных узлах, тогда
как в подходе Никольского рассматривается также оптимизация по узлам. Появле-
ние общей теории кубатурных формул и ее связь с функциональным анализом тесно
связаны с работами С.Л. Соболева [4, 5]. В одномерном случае задачи минимизации
нормы функционала погрешности в различных пространствах изучались многими
авторами; современные результаты и уточнения для оптимальных формул в смысле
Никольского можно найти, например, в [8].

При минимизации нормы функционала погрешности по коэффициентам при фик-
сированных узлах применяются три близких, но технически различных направления:
метод сплайнов, метод 𝜙-функций и метод Соболева. На основе сплайн-метода оп-
тимальные формулы исследовались в работах А. Сарда, Л.Ф. Мейерса, Г. Комана,
И.Дж. Шёнберга, С.Д. Силлимана и П. Коклера [9–11, 14–18]. Метод 𝜙-функций
использовался А. Гиззетти и А. Оссичини, Ф. Ланзарой, Т. Катинашем и Г. Ко-
маном при построении оптимальных квадратурных формул в пространствах типа
𝐿
(𝑚)
2 [12, 13, 19]. Метод Соболева и его развитие для пространств дифференцируе-

мых функций подробно изложены в [6, 20, 21]; близкие оптимальные квадратурные
формулы в смысле Сарда и их применения рассматривались также в работах [22–25].

Особый интерес представляют весовые интегралы, поскольку множитель 𝑥𝛼 ме-
няет вклад различных частей отрезка интегрирования и приводит к другой системе
оптимальных коэффициентов. Такие интегралы естественно возникают при вычис-
лении моментов, при аппроксимации интегральных преобразований, а также в зада-
чах, где подынтегральная функция имеет заданную весовую структуру. В отличие
от классических равномерных формул, для весовых интегралов важно учитывать
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одновременно геометрию узлов, показатель веса 𝛼 и норму пространства, в котором
оценивается функционал погрешности.

В данной статье изучается оптимальная квадратурная формула для интеграла

𝐼(𝑓) =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑥𝛼𝑓(𝑥) 𝑑𝑥, 𝛼 = 0, 1, 2, . . . ,

в пространстве 𝐿
(1)
2 (𝑎, 𝑏). Основная цель работы состоит в получении коэффициентов

квадратурной формулы методом 𝜙-функций при фиксированной системе узлов и в
получении явного представления нормы функционала погрешности. По постановке
задачи рассматриваемые формулы близки к исследованиям оптимальных квадра-
турных формул с параметрами [26], однако здесь основной акцент сделан на весовой

множитель 𝑥𝛼 и на реализацию метода 𝜙-функций в пространстве 𝐿
(1)
2 (𝑎, 𝑏). Получен-

ные формулы сопоставляются с составной формулой трапеций на тех же узлах, что
позволяет численно оценить эффективность оптимальной формулы для различных
подынтегральных функций.

2 Постановка задачи
Определение 1. Пространством 𝐿

(1)
2 (𝑎, 𝑏) будем называть класс абсолютно непре-

рывных на [𝑎, 𝑏] функций, производная первого порядка которых квадратично инте-

грируема на этом отрезке. Для функции 𝑓 ∈ 𝐿(1)
2 (𝑎, 𝑏) положим

‖𝑓‖
𝐿
(1)
2 (𝑎,𝑏)

=

(︂∫︁ 𝑏

𝑎

(𝑓 ′(𝑥))2 𝑑𝑥

)︂1/2

.

Пусть на отрезке [𝑎, 𝑏] задана система узлов

𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < · · · < 𝑥𝑁 = 𝑏.

Рассматривается задача приближенного вычисления весового интеграла

𝐼(𝑓) =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑥𝛼𝑓(𝑥) 𝑑𝑥, 𝛼 = 0, 1, 2, . . . .

Для этого строится квадратурная формула вида∫︁ 𝑏

𝑎

𝑥𝛼𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =
𝑁∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘𝑓(𝑥𝑘) +𝑅𝑁(𝑓), (1)

где 𝐶𝑘 — коэффициенты квадратурной формулы, а 𝑅𝑁(𝑓) — функционал погрешно-
сти.

Определение 2. Функционалом погрешности квадратурной формулы (1) называ-
ется линейный функционал

𝑅𝑁(𝑓) =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑥𝛼𝑓(𝑥) 𝑑𝑥−
𝑁∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘𝑓(𝑥𝑘).

Определение 3. Квадратурная формула (1) называется оптимальной в смысле Сар-

да в пространстве 𝐿
(1)
2 (𝑎, 𝑏), если при фиксированных узлах ее коэффициенты достав-

ляют минимум нормы функционала погрешности.
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3 Метод 𝜙-функций
Метод 𝜙-функций позволяет представить остаточный член через производную

𝑓 ′(𝑥) и затем выбрать коэффициенты так, чтобы верхняя оценка погрешности была
минимальной. Введем квадратурную сумму

𝑄𝑁(𝑓) =
𝑁∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘𝑓(𝑥𝑘).

На каждом частичном отрезке [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘] выберем функцию 𝜙𝑘 так, чтобы

𝜙′
𝑘(𝑥) = 𝑥𝛼.

Тогда

𝜙𝑘(𝑥) =
𝑥𝛼+1

𝛼 + 1
+𝐷𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁,

где 𝐷𝑘 — постоянные интегрирования. Интегрируя по частям, получаем∫︁ 𝑥𝑘

𝑥𝑘−1

𝑥𝛼𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝜙𝑘(𝑥𝑘)𝑓(𝑥𝑘)− 𝜙𝑘(𝑥𝑘−1)𝑓(𝑥𝑘−1)−
∫︁ 𝑥𝑘

𝑥𝑘−1

𝜙𝑘(𝑥)𝑓
′(𝑥) 𝑑𝑥.

Суммирование последних равенств по 𝑘 = 1, . . . , 𝑁 приводит к формулам

𝐶0 = −𝜙1(𝑥0), (2)

𝐶𝑘 = 𝜙𝑘(𝑥𝑘)− 𝜙𝑘+1(𝑥𝑘), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1, (3)

𝐶𝑁 = 𝜙𝑁(𝑥𝑁), (4)

и представлению остатка

𝑅𝑁(𝑓) = −
𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝑥𝑘

𝑥𝑘−1

𝜙𝑘(𝑥)𝑓
′(𝑥) 𝑑𝑥.

Из неравенства Коши–Буняковского следует

|𝑅𝑁(𝑓)| ⩽

(︃
𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝑥𝑘

𝑥𝑘−1

𝜙2
𝑘(𝑥) 𝑑𝑥

)︃1/2

‖𝑓‖
𝐿
(1)
2 (𝑎,𝑏)

.

Следовательно, при фиксированной сетке надо минимизировать величину

‖𝜙‖2𝐿2(𝑎,𝑏)
=

𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝑥𝑘

𝑥𝑘−1

(︂
𝑥𝛼+1

𝛼 + 1
+𝐷𝑘

)︂2

𝑑𝑥. (5)

4 Оптимальный выбор коэффициентов
Для каждого 𝑘 = 1, . . . , 𝑁 рассмотрим

𝐹𝑘(𝐷𝑘) =

∫︁ 𝑥𝑘

𝑥𝑘−1

(︂
𝑥𝛼+1

𝛼 + 1
+𝐷𝑘

)︂2

𝑑𝑥.

Условие минимума имеет вид

𝑑𝐹𝑘

𝑑𝐷𝑘

= 2

∫︁ 𝑥𝑘

𝑥𝑘−1

(︂
𝑥𝛼+1

𝛼 + 1
+𝐷𝑘

)︂
𝑑𝑥 = 0.

Отсюда

𝐷𝑘 = −
𝑥𝛼+2
𝑘 − 𝑥𝛼+2

𝑘−1

(𝛼 + 1)(𝛼+ 2)(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1)
. (6)
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Теорема 1. Пусть 𝛼 = 0, 1, 2, . . . и узлы 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < · · · < 𝑥𝑁 = 𝑏 фиксирова-
ны. Тогда оптимальная квадратурная формула (1) в пространстве 𝐿

(1)
2 (𝑎, 𝑏) имеет

коэффициенты

𝐶0 = −
𝑥𝛼+1
0

𝛼 + 1
+

1

(𝛼 + 1)(𝛼+ 2)

𝑥𝛼+2
1 − 𝑥𝛼+2

0

𝑥1 − 𝑥0
, (7)

𝐶𝑘 =
1

(𝛼 + 1)(𝛼+ 2)

(︂
𝑥𝛼+2
𝑘+1 − 𝑥

𝛼+2
𝑘

𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘
−
𝑥𝛼+2
𝑘 − 𝑥𝛼+2

𝑘−1

𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1

)︂
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1, (8)

𝐶𝑁 =
𝑥𝛼+1
𝑁

𝛼 + 1
− 1

(𝛼 + 1)(𝛼+ 2)

𝑥𝛼+2
𝑁 − 𝑥𝛼+2

𝑁−1

𝑥𝑁 − 𝑥𝑁−1

. (9)

Доказательство. Из (5) следует, что минимизация оценки нормы функционала по-
грешности распадается на независимые задачи минимизации 𝐹𝑘(𝐷𝑘) на каждом ча-
стичном отрезке. Вычисление производной 𝑑𝐹𝑘/𝑑𝐷𝑘 дает (6). Подставляя эти значе-
ния в (2)–(4), получаем (7)–(9).

Замечание 1. Формулы (7)–(9) справедливы для произвольной неравномерной сет-
ки. Поэтому их можно применять и тогда, когда распределение узлов выбирается с
учетом особенностей подынтегральной функции.

5 Равномерная сетка на отрезке [0, 1]
Рассмотрим частный случай 𝑎 = 0, 𝑏 = 1 и

𝑥𝑘 = 𝑘ℎ, ℎ =
1

𝑁
, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁.

Тогда из (7)–(9) получаем

𝐶0 =
ℎ𝛼+1

(𝛼 + 1)(𝛼+ 2)
,

𝐶𝑘 =
ℎ𝛼+1

(𝛼 + 1)(𝛼+ 2)

(︀
(𝑘 + 1)𝛼+2 − 2𝑘𝛼+2 + (𝑘 − 1)𝛼+2

)︀
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1,

𝐶𝑁 =
1

𝛼 + 1
− 1− (1− ℎ)𝛼+2

(𝛼 + 1)(𝛼+ 2)ℎ
.

Таким образом, в случае равномерной сетки коэффициенты зависят только от
параметра 𝛼, шага ℎ и номера узла.

6 Численные результаты
В этом разделе приведены численные эксперименты для значения 𝛼 = 3 на от-

резке [1, 2]. Узлы выбирались так же, как в Maple-программе, использованной для
проверки формул:

𝑥0 = 1, 𝑥𝑁 = 2, 𝑥𝑘 = 1 +
𝑘 + 0.35 sin 𝑘

𝑁
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1.

Такая сетка не является равномерной, но сохраняет порядок узлов и не приводит
к их сильному сгущению около одной точки. Для каждого 𝑁 = 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128
вычислялись значение оптимальной квадратурной суммы 𝑄𝑁 , значение составной
формулы трапеций 𝑇𝑁 на тех же узлах и абсолютные погрешности

𝐸opt
𝑁 = |𝐼 −𝑄𝑁 |, 𝐸tr

𝑁 = |𝐼 − 𝑇𝑁 |.
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Порядок сходимости в таблицах вычислялся по формуле

𝑝𝑁 = log2
𝐸𝑁/2

𝐸𝑁

.

Таблица 1 Результаты для 𝑓(𝑥) = 1/(1 + 𝑥), 𝐼 = 1.427868225225170.

𝑁 𝑄𝑁 𝐸opt
𝑁 𝑝opt𝑁 𝑇𝑁 𝐸tr

𝑁 𝑝tr𝑁

2 1.438535437991 0.010667212765797 – 1.476362870689 0.048494645463906 –
4 1.430212974634 0.002344749409019 2.185678 1.438665978028 0.010797752802699 2.167094
8 1.428527206429 0.000658981203838 1.831125 1.430728602545 0.002860377319911 1.916454
16 1.428029516213 0.000161290988308 2.030571 1.428572099268 0.000703874042703 2.022816
32 1.427908680211 0.000040454986016 1.995276 1.428044293832 0.000176068607209 1.999180
64 1.427878389280 0.000010164054664 1.992841 1.427912412984 0.000044187758629 1.994419
128 1.427870776672 0.000002551447259 1.994088 1.427879306497 0.000011081271817 1.995523

В первом примере оптимальная формула уже при малых 𝑁 дает меньшую по-
грешность, чем формула трапеций, а при дальнейшем удвоении числа узлов обе по-
грешности убывают устойчиво.
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Рис. 1 Абсолютные погрешности для 𝑓(𝑥) = 1/(1 + 𝑥).

Таблица 2 Результаты для 𝑓(𝑥) = exp(𝑥), 𝐼 = 20.214675854779400.

𝑁 𝑄𝑁 𝐸opt
𝑁 𝑝opt𝑁 𝑇𝑁 𝐸tr

𝑁 𝑝tr𝑁

2 20.563012084804 0.348336230024906 – 22.910562052526 2.695886197747010 –
4 20.309286194654 0.094610339874620 1.880411 20.887822207793 0.673146353013106 2.001767
8 20.246025660845 0.031349806065954 1.593541 20.426752178298 0.212076323518428 1.666337
16 20.222114195707 0.007438340927465 2.075404 20.265503562827 0.050827708047446 2.060896
32 20.216577723853 0.001901869073983 1.967563 20.227572244355 0.012896389575801 1.978648
64 20.215154725067 0.000478870287548 1.989711 20.217920994936 0.003245140156565 1.990615
128 20.214796514424 0.000120659644402 1.988692 20.215492463903 0.000816609123934 1.990563

Для функции 𝑓(𝑥) = exp(𝑥) различие между двумя формулами заметнее: опти-
мальная формула сохраняет меньшую абсолютную погрешность на всех рассмотрен-
ных сетках.
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Рис. 2 Абсолютные погрешности для 𝑓(𝑥) = exp(𝑥).

Таблица 3 Результаты для 𝑓(𝑥) = 5𝑥+ 3, 𝐼 = 42.250000000000000.

𝑁 𝑄𝑁 𝐸opt
𝑁 𝑝opt𝑁 𝑇𝑁 𝐸tr

𝑁 𝑝tr𝑁

2 42.250000000000 0.000000000000000 – 46.043409477848 3.793409477847900 –
4 42.250000000000 0.000000000000000 – 43.128291135110 0.878291135109677 2.110724
8 42.250000000000 0.000000000000000 – 42.507347268560 0.257347268560046 1.770983
16 42.250000000000 0.000000000000000 – 42.312652012393 0.062652012392739 2.038284
32 42.250000000000 0.000000000000000 – 42.265758401161 0.015758401161413 1.991240
64 42.250000000000 0.000000000000000 – 42.253961523610 0.003961523610400 1.991994
128 42.250000000000 0.000000000000000 – 42.250995149366 0.000995149365743 1.993070

В линейном случае оптимальная формула воспроизводит значение интеграла с
машинной точностью, тогда как формула трапеций также демонстрирует убывание
погрешности второго порядка.
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Рис. 3 Абсолютные погрешности для 𝑓(𝑥) = 5𝑥+ 3.

Из таблиц и графиков видно, что при увеличении числа узлов абсолютные по-
грешности обеих формул убывают примерно со вторым порядком. Для функций
𝑓(𝑥) = 1/(1 + 𝑥) и 𝑓(𝑥) = exp(𝑥) оптимальная формула дает меньшую погреш-
ность, чем формула трапеций, на всех рассмотренных сетках. Для линейной функ-
ции 𝑓(𝑥) = 5𝑥+3 оптимальная формула дает точное значение интеграла в пределах
машинной точности.
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7 Заключение
В работе рассмотрена квадратурная формула для весового интеграла∫︁ 𝑏

𝑎

𝑥𝛼𝑓(𝑥) 𝑑𝑥, 𝛼 = 0, 1, 2, . . . ,

в пространстве 𝐿
(1)
2 (𝑎, 𝑏) при фиксированных узлах 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < · · · < 𝑥𝑁 =

= 𝑏. Оптимальность формулы понимается в смысле Сарда, то есть минимизация
проводится по коэффициентам при заданной сетке. С помощью метода 𝜙-функций
остаточный член квадратурной формулы представлен в виде

𝑅𝑁(𝑓) = −
𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝑥𝑘

𝑥𝑘−1

𝜙𝑘(𝑥)𝑓
′(𝑥) 𝑑𝑥.

Для каждого частичного отрезка найден оптимальный параметр

𝐷𝑘 = −
𝑥𝛼+2
𝑘 − 𝑥𝛼+2

𝑘−1

(𝛼 + 1)(𝛼+ 2)(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1)
.

Подстановка этих значений дала явные формулы для коэффициентов 𝐶0, 𝐶1, . . . ,
𝐶𝑁 на произвольной неравномерной сетке. Численные эксперименты при 𝛼 = 3 по-
казывают второй порядок убывания погрешности при удвоении числа узлов. В рас-
смотренных примерах оптимальная формула эффективна для 𝑓(𝑥) = 1/(1 + 𝑥) и
𝑓(𝑥) = exp(𝑥), а для линейной функции 𝑓(𝑥) = 5𝑥+3 дает точное значение интегра-
ла.
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