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В статье исследуется динамика производных различного порядка уравнения
Фолкнера–Скэна (ФС) при наличии продольного градиента давления. Уравнение
ФС является нелинейным сингулярно возмущённым уравнением третьего порядка,
а исследование его решения и производных при различных значениях формпарамет-
ра 𝛽, связанного с градиентом давления, остаётся малоизученной областью. Первая
производная решения определяет профиль скорости основного потока в погранич-
ном слое и важна при исследовании гидродинамической устойчивости. Уравнение
ФС сводится к задаче Коши для трёх нелинейных обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений первого порядка, решаемой методом Рунге–Кутты четвёртого по-
рядка в векторной форме. Получены результаты для положительного, нулевого и
отрицательного градиентов давления. Показано, что при 𝛽 = 0 профиль совпадает
с профилем Блазиуса; при 𝛽 < 0 пограничный слой утолщается и возможен его от-
рыв; при 𝛽 > 0 толщина слоя уменьшается.

Ключевые слова: уравнения Фолкнера–Скэна, градиент давления, профиль ско-
рости.

Цитирование: Тиловов М.А.Численное исследование динамики производных раз-
личного порядка уравнения Фолкнера–Скэна в зависимости от градиента давле-
ния // Проблемы вычислительной и прикладной математики. – 2026. – № 3(73). –
С. 139-152.

DOI: https://doi.org/10.71310/pcam.3_73.2026.10

1 Введение
В статье [1] представлен численный метод решения уравнения Фолкнера–Скэна.

Метод основан на использовании координатного преобразования, позволяющего све-
сти физическую задачу, заданную на полубесконечной области, к задаче на фикси-
рованной вычислительной области. Далее, вводя подходящую замену переменных,
рассматриваемая задача решается методом пристрелки. Автор утверждает, что чис-
ленные решения хорошо согласуются с результатами, полученными другими авто-
рами. Применение метода конечных элементов для решения уравнения Фолкнера–
Скэна представлено в [2]. Метод основан на использовании координатного преобра-
зования, позволяющего отобразить полубесконечную область задачи на единичный
интервал [0, 1]. С помощью подходящей замены переменных преобразования краевая
задача третьего порядка далее приводится к системе дифференциальных уравнений
второго порядка и уравнения первого порядка. Затем уравнение второго порядка ап-
проксимируется методом Галеркина с кусочно-линейными элементами, а уравнение
первого порядка – с помощью центральной разностной схемы. По утверждению ав-
тора, полученные решения превосходно согласуются с результатами, полученными
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другими авторами. В статье [3] для уравнения Фолкнера–Скэна разработан новый
итерационный метод, основанный на его преобразовании в интегральное уравнение.
Численное решение интегрального уравнения разлагается в ряд, где в качестве ба-
зисных функции применяются сопряженные собственные функции. Предложенная
итерационная схема обладает быстрой сходимостью и позволяет эффективно нахо-
дить множественные решения уравнения Фолкнера–Скэна. Исследование нелиней-
ного уравнения пограничного слоя Фолкнера–Скэна, заданного на полубесконечной
области, осуществлено в [4]. Для численного решения рассматриваемого уравнения
предлагается итерационная конечно-разностная схема. Вычислительная итерацион-
ная процедура построена на основе квазилинеаризации Ньютона–Канторовича. Чис-
ленные расчёты, выполненные для различных значений параметров, демонстрируют
высокую точность и эффективность предложенного метода. Целью статьи [5] явля-
ется разработка новой стратегии численного решения задачи о вязком течении по-
граничного слоя вдоль плоской пластины при ненулевом градиенте давления для
вязкоупругой жидкости. Функция тока данной задачи удовлетворяет обобщенному
уравнению Фолкнера–Скэна. Сходимость итерационной схемы доказана на основе
принципа сжимающего отображения. В статье [6] впервые получены результаты ре-
шения уравнения Фолкнера–Скэна для гиперзвуковых сжимаемых течений. В ста-
тье [7] представлен численный метод решения уравнения Фолкнера–Скэна. Метод
основан на усечении полубесконечной области задачи до конечной области с после-
дующим разложением искомого приближенного решения по рядам Чебышева. С ис-
пользованием матричного представления функции и её производных исходная задача
сводится к системе алгебраических уравнений простым и эффективным образом.

В статье [8] исследуется генерация энтропии в стационарном двумерном вязком
несжимаемом течении Фолкнера–Скэна максвелловской наножидкости при вынуж-
денной конвекции над неподвижным клином, погружённым в пористую среду, с
температурно-зависимой вязкостью. Течение описывается нелинейными связанны-
ми дифференциальными уравнениями в частных производных, которые приводятся
к системе связанных нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений с
условиями прилипания, которые затем численно решаются с использованием пакета
MATLAB.

Новый численный обучающий подход, а именно метод наименьших квадратов
опорных векторов на основе рациональных функций Гегенбауэра, представлен в [9].
Предложенный подход позволяет преобразовать нелинейную модель высокого по-
рядка, заданную на полубесконечной области, в систему линейных и нелинейных
уравнений с ограничениями в виде равенств, что существенно снижает вычисли-
тельные затраты. В этой статье исследуются модели Блазиуса, Фолкнера–Скэна и
МГД-модели Фолкнера–Скэна, а также влияние различных параметров на их реше-
ния с целью подтверждения точности, корректности и эффективности предлагаемого
метода.

В статье [10] для решения уравнения Фолкнера–Скэна используются новые рацио-
нальные 𝛼-полиномы, содержащие вспомогательный параметр. Приближенное реше-
ние уравнения ищется в виде ряда по новым рациональным 𝛼-полиномам с неизвест-
ными коэффициентами. Для определения этих коэффициентов и вспомогательного
параметра, входящих в полиномы, применяется коллокационный метод с использо-
ванием точек Чебышева–Гаусса.

Обзор современных исследований, посвященных аналитическим, численным и
комбинированным методам решения нелинейной краевой задачи третьего порядка



Численное исследование динамики производных . . . 141

Фолкнера–Скэна, которая описывает безразмерное распределение скорости в лами-
нарном пограничном слое, представлен в [11]. В статье [12] рассматривается зада-
ча существования решений со свободными линиями тока для уравнения Фолкнера–
Скэна. Ранее такие решения были известны лишь для отрицательных значений пара-
метра градиента давления 𝛽. Все эти решения связаны с наличием скользящих ско-
ростей −1 < 𝑓 ′(0) < ∞ и возникают из тривиального решения 𝑓 = 𝜂. Однако в рас-
сматриваемой статье показано, что в положительной области параметра 1 < 𝛽 <∞,
непосредственно ниже интервала −1 < 𝑓 ′(0) <∞, существует дополнительная ветвь
решений со свободными линиями тока, соответствующая диапазону скользящих ско-
ростей −2 ⩽ 𝑓 ′(0) < −1.

В статье [13] рассматривается двумерное течение пограничного слоя жидкости
Карро, индуцированное нагретой наклонной плоской пластинкой. С использованием
автомодельного решения Фолкнера–Скэна исходные уравнения переноса приводятся
к системе обыкновенных дифференциальных уравнений, которая численно решает-
ся с помощью интеграционной схемы Рунге–Кутты пятого порядка в сочетании с
методом пристрелки.

Термосолютальные характеристики максвелловской жидкости при течении Фолкнера–
Скэна над клином исследованы в [14]. Учитывается влияние температурно-зависимых
вязкости и теплопроводности, а также эффектов теплового излучения и энергии ак-
тивации. С использованием автомодельных переменных исходная система уравне-
ний в частных производных приводится к системе обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений. Для численного решения нелинейных уравнений применяется пакет
MATLAB.

В статье [15] нелинейные обыкновенные дифференциальные уравнения, описы-
вающие течение жидкости в рамках модели Фолкнера–Скэна, численно исследуют-
ся с использованием метода квартных сплайнов. Для повышения эффективности и
точности решения применяется гибридная оптимизационная стратегия, сочетающая
глобальные поисковые алгоритмы на основе генетических алгоритмов и локальные
методы оптимизации. Использование концепции гибридизации позволяет оптимизи-
ровать полученные результаты и существенно ускорить сходимость предлагаемого
метода квартных сплайнов.

Исследование течения пограничного слоя для особого класса неньютоновских
жидкостей – пьезовязких жидкостей – вдоль растягивающегося клина (течение
Фолкнера–Скэна) осуществлено в [16]. Эти жидкости по своей природе являются
жидкостями Навье–Стокса с вязкостью, зависящей от давления. Рассматривается
двумерное стационарное течение, для которого вводятся автомодельные перемен-
ные, позволяющие свести исходную задачу к нелинейной краевой задаче третьего
порядка. Численное решение полученной задачи осуществляется с использованием
метода пристрелки в сочетании с методом Ньютона, что позволяет найти локальные
автомодельные решения. Установлено, что в зависимости от значений материальных
параметров влияние давления может приводить как к уменьшению, так и к увели-
чению толщины пограничного слоя по сравнению с ньютоновским случаем.

В статье [17] для численного моделирования сингулярно возмущенного уравнения
второго порядка применен спектральный метод по полиномам Чебышева второго
рода. Оценка скорости сходимости метода предварительного интегрирования для
приближенного решения уравнения Орра–Зоммерфельда изложена в [18].

Гидродинамическая устойчивость двухфазного потока Пуазейля со взвешенными
твёрдыми частицами с применением спектрального метода по полиномам Чебышева
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первого рода исследована в статье [19]. Показано, что частицы гасят турбулентные
пульсации и ламинаризуют течение. Исследование гидродинамической устойчивости
двухфазного потока газ–твердые частицы в пограничном слое спектрально-сеточным
методом является основной целью статьи [20].

В статье [21] рассматривается применение спектрального метода с полиномами
Чебышева второго рода для численного решения сингулярно возмущенного урав-
нения второго порядка. Численные и графические результаты иллюстрируют вы-
сокую точность и эффективность применяемого метода. Теоретическое обоснование
спектрально-сеточного метода для численного моделирования уравнения Бюргерса
изложено в [22].

В статье [23] предлагается дискретный вариант метода предварительного инте-
грирования с полиномами Чебышева первого рода для численного решения краевой
задачи неоднородного бигармонического уравнения. Численные расчёты, выполнен-
ные с использованием выбранных различных пробных функций, демонстрируют вы-
сокую точность и эффективность предлагаемого метода.

Применение непрерывного варианта метода предварительного интегрирования с
полиномами Чебышева первого рода для численного моделирования краевой зада-
чи для сингулярно возмущенного уравнения изложено в [23]. Высокая точность и
эффективность непрерывного варианта метода предварительного интегрирования
демонстрируются при решении конкретного неоднородного сингулярно возмущен-
ного уравнения. Показано, что приближенное решение сходится к точному решению
со скоростью геометрической прогрессии при незначительном увеличении числа ап-
проксимирующих полиномов.

В статье [24] исследуется динамика производных различного порядка для краевой
задачи сингулярно возмущенного уравнения четвертого порядка. Результаты срав-
нения с точным решением задачи показывают высокую точность и эффективность
применяемого метода при исследовании динамики производных.

2 Постановка задачи
При исследовании проблемы гидродинамической устойчивости для однофазных и

многофазных течений возникает другая самостоятельная задача — определение про-
филя скорости основного потока для этих течений, который является первой произ-
водной от решения уравнения Фолкнера–Скэна. При течении жидкости с большими
значениями числа Рейнольдса весь поток может быть разбит на две области: 1) об-
ласть, примыкающая к стенке, называемая «пограничным слоем», где влияние сил
вязкости столь же существенно, как и влияние других сил и 2) область пренебрежи-
мого влияния вязкости — «внешний поток» [25].

Рассмотрим стационарное двумерное ламинарное течение несжимаемой вязкой
жидкости в пограничном слое при наличии продольного градиента давления. Пред-
полагается, что течение развивается вдоль плоской поверхности, а вне пограничного
слоя скорость основного (невязкого) потока задаётся степенным законом по продоль-
ной координате 𝑥 в виде

𝑈𝑒(𝑥) = 𝐾𝑥𝑚, (1)

где 𝐾 > 0 — постоянная величина, а параметр 𝑚 характеризует влияние градиента
давления на течение. При этих предположениях уравнения пограничного слоя для
двумерного несжимаемого течения включают уравнение неразрывности

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝜗

𝜕𝑦
= 0, (2)
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и уравнение импульса в продольном направлении

𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜗

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑈𝑒(𝑥)

𝑑𝑈𝑒(𝑥)

𝑑𝑥
+ 𝜈

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
, (3)

где 𝑢(𝑥, 𝑦) и 𝜗(𝑥, 𝑦) — компоненты скорости вдоль осей 𝑥 и 𝑦, соответственно, а 𝜈
— кинематическая вязкость жидкости. Член 𝑈𝑒(𝑥) 𝑑𝑈𝑒(𝑥)/𝑑𝑥 в правой части уравне-
ния импульса обусловлен продольным градиентом давления, который определяется
внешним невязким течением и связан с ним через уравнение Эйлера.

Для автоматического выполнения уравнения неразрывности вводится функция
тока 𝜓(𝑥, 𝑦), определяемая соотношениями:

𝑢 =
𝜕𝜓

𝜕𝑦
, 𝜗 = − 𝜕𝜓

𝜕𝑥
. (4)

Показано, что при степенном законе изменения внешней скорости (1) уравнения
пограничного слоя допускают подобное решение. В этой связи вводится безразмерная
переменная подобия

𝜂 = 𝑦

√︂
(𝑚+ 1)𝑈𝑒(𝑥)

2𝜈𝑥
= 𝑦

√︂
(𝑚+ 1)𝐾

2𝜈
𝑥

𝑚−1
2 , (5)

а функцию тока выбирают в виде

𝜓(𝑥, 𝑦) =

√︂
2𝜈𝑥𝑈𝑒(𝑥)

𝑚+ 1
𝑓(𝜂) =

√︂
2𝜈𝐾

𝑚+ 1
𝑥

𝑚+1
2 𝑓(𝜂), (6)

где 𝑓(𝜂) — неизвестная безразмерная функция. Такой выбор переменных обеспечи-
вает сведение исходной системы уравнений в частных производных к обыкновенному
дифференциальному уравнению.

Используя выражение (6) для функции тока, получаем компоненты скорости в
виде

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑈𝑒(𝑥)𝑓
′(𝜂), (7)

𝜗(𝑥, 𝑦) =

√︃
𝜈𝑈𝑒(𝑥)

2𝑥(𝑚+ 1)
[(𝑚+ 1)𝑓(𝜂)− 𝜂𝑓 ′(𝜂)] , (8)

где штрих означает дифференцирование по переменной 𝜂. Подстановка выражений
(7)–(8) в уравнение импульса пограничного слоя (3) приводит к полному устранению
зависимости от координат 𝑥 и 𝑦, в результате чего исходное уравнение в частных про-
изводных сводится к нелинейному обыкновенному дифференциальному уравнению
третьего порядка

𝑓 ′′′ + 𝑓𝑓 ′′ + 𝛽
(︀
1− (𝑓 ′)2

)︀
= 0, (9)

где параметр

𝛽 =
2𝑚

𝑚+ 1
, (10)

называется параметром Фолкнера–Скэна и характеризует влияние продольного гра-
диента давления на течение.

Граничные условия для уравнения (9) следуют из физических условий течения в
пограничном слое. На поверхности выполняются условия прилипания и непроница-
емости, что даёт

𝑓(0) = 0, 𝑓 ′(0) = 0, (11)
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а при удалении от поверхности скорость стремится к скорости внешнего потока, что
приводит к условию

𝑓 ′(𝜂)→ 1 при 𝜂 →∞. (12)

Таким образом, уравнение Фолкнера–Скэна (9) с граничными условиями (11)–(12)
представляет собой наиболее общее подобное решение стационарных двумерных
уравнений пограничного слоя для несжимаемой вязкой жидкости при степенном за-
коне изменения скорости внешнего потока и включает в качестве частных случаев
классическое решение Блазиуса при 𝑚 = 0, а также течение в окрестности точки
торможения при 𝑚 = 1.

Понимание физического смысла каждого граничного условия является принципи-
ально важным для корректного моделирования течения жидкости. Первое граничное
условие 𝑓(0) = 0 на стенке непосредственно означает отсутствие протекания жидко-
сти через твёрдую границу; иными словами, нормальная составляющая скорости на
стенке равна нулю. Это обеспечивает сохранение массы и предотвращает проникно-
вение жидкости в твёрдую поверхность или выход из неё. Второе граничное условие
𝑓 ′(0) = 0 на стенке представляет собой проявление условия прилипания, которое
является краеугольным камнем механики вязких жидкостей. Оно означает, что ча-
стицы жидкости, находящиеся в непосредственном контакте со стенкой, имеют ту
же скорость, что и сама стенка; в случае неподвижной стенки касательная составля-
ющая скорости жидкости на стенке равна нулю. Это отражает действие вязких сил,
обусловливающих прилипание жидкости к поверхности. Наконец, граничное условие
𝑓 ′(𝜂) → 1 при 𝜂 → ∞ является существенным внешним условием, указывающим на
то, что на достаточном удалении от стенки, где вязкие эффекты становятся прене-
брежимо малыми, скорость жидкости плавно переходит в скорость невозмущённого
внешнего потока. Тем самым обеспечивается корректное сопряжение решения урав-
нений пограничного слоя с внешней невязкой областью течения.

Система уравнений в частных производных (2)–(3) сводится к одному нелинейно-
му обыкновенному дифференциальному уравнению третьего порядка — уравнению
Фолкнера–Скэна (9), определяющему автомодельное решение стационарных двумер-
ных уравнений пограничного слоя. В уравнении Фолкнера–Скэна безразмерный па-
раметр 𝛽 количественно характеризует влияние продольного градиента давления,
создаваемого внешним (невязким) потоком, на течение в пограничном слое. Фор-
мально параметр 𝛽 определяется соотношением

𝛽 =
2𝑚

𝑚+ 1
,

где 𝑈𝑒(𝑥) = 𝐾𝑥𝑚 — скорость внешнего потока.
При 𝛽 = 0 уравнение переходит в уравнение Блазиуса, описывающее течение над

плоской пластиной при нулевом градиенте давления. При 𝛽 > 0 течение ускоряет-
ся, что приводит к благоприятному градиенту давления

(︀
𝑑𝑃
𝑑𝑥
< 0
)︀
, в результате чего

пограничный слой утончается и отрыв потока откладывается. Напротив, при 𝛽 < 0
течение замедляется, формируя неблагоприятный градиент давления

(︀
𝑑𝑃
𝑑𝑥
> 0
)︀
, ко-

торый способствует утолщению пограничного слоя и может приводить к отрыву по-
тока от поверхности — критическому явлению в аэродинамике. Значение параметра
𝛽 также напрямую связано с физической геометрией угла клина в рассматриваемой
задаче.

В совокупности нелинейное уравнение Фолкнера–Скэна (9) и соответствующий
ему набор граничных условий (11) образуют полную краевую задачу. Численное или
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аналитическое решение данной системы является принципиально важным, посколь-
ку оно определяет поведение двумерного стационарного ламинарного несжимаемого
течения жидкости в пограничном слое, развивающемся над клинообразным препят-
ствием. Полученное решение даёт ключевое представление о распределениях скоро-
сти и структуре линий тока, характерных для таких течений.

Присущая уравнению Фолкнера–Скэна нелинейность в сочетании с соответству-
ющими граничными условиями создаёт существенные трудности при получении его
численного решения в виде краевой задачи. Среди различных численных методов
наибольшее распространение получил метод пристрелки. Однако данный метод чув-
ствителен к проблемам сходимости, особенно при наличии сильной нелинейности или
при рассмотрении широкого диапазона параметров. Подобные трудности со сходимо-
стью зачастую удаётся преодолеть за счёт тщательного выбора достаточно малого
шага численного интегрирования, что приводит к чрезмерному увеличению числа
арифметических операций. Основная идея метода пристрелки заключается в преоб-
разовании исходной двухточечной краевой задачи в эквивалентную задачу с началь-
ными условиями. Это достигается путём задания неизвестного граничного условия
для производной на стенке (𝜂 = 0), которое обычно интерпретируется как безраз-
мерное касательное напряжение:

𝑑2𝑓

𝑑𝜂2
= 𝛼 при 𝜂 = 0, (13)

где 𝛼 является предполагаемым «параметром пристрелки». Полученная задача Коши
затем численно интегрируется от 𝜂 = 0 до достаточно большого значения 𝜂 = 𝜂∞.
Далее данный процесс повторяется итерационно с корректировкой значения 𝛼 на
каждом шаге до тех пор, пока численное решение с требуемой точностью не удо-
влетворит исходному внешнему граничному условию при 𝜂 = 𝜂∞, что обеспечивает
сходимость к истинному решению краевой задачи.

3 Метод решения
В данном разделе рассматривается задача численного решения уравнения Фолк-

нера–Скэна, описывающего течение пограничного слоя при наличии градиента дав-
ления. Данное уравнение представляет собой нелинейное обыкновенное дифферен-
циальное уравнение третьего порядка и формулируется в виде следующей краевой
задачи:

𝑓 ′′′ + 𝑓𝑓 ′′ + 𝛽
(︀
1− (𝑓 ′)2

)︀
= 0, 𝜂 ∈ [0,∞). (14)

Граничные условия имеют вид:

𝑓(0) = 0, 𝑓 ′(0) = 0, 𝑓 ′(∞) = 1. (15)

Для проведения численных вычислений бесконечный интервал интегрирования
[0,∞) заменяется достаточно большим, но конечным интервалом. Таким образом,
вместо исходного интервала используется интервал [0, 𝜂max], при этом внешнее гра-
ничное условие аппроксимируется следующим образом:

𝑓 ′(𝜂max) ≈ 1.

Для применения численных методов, в частности алгоритма Рунге–Кутты, си-
стему обыкновенных дифференциальных уравнений необходимо привести к системе
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обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка. С этой целью вво-
дятся следующие вспомогательные переменные:

𝑑1(𝜂) = 𝑓(𝜂), 𝑑2(𝜂) = 𝑓 ′(𝜂), 𝑑3(𝜂) = 𝑓 ′′(𝜂).

В результате исходное уравнение (14) приводится к следующей системе нелиней-
ных обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка:⎧⎪⎨⎪⎩

𝑑′1 = 𝑑2,

𝑑′2 = 𝑑3,

𝑑′3 = −𝑑1𝑑3 − 𝛽(1− 𝑑22).
(16)

Начальные условия для системы обыкновенных дифференциальных уравнений
(16) задаются следующим образом:

𝑑1(0) = 0, 𝑑2(0) = 0, 𝑑3(0) = 𝑠. (17)

Здесь 𝑠 = 𝑓 ′′(0) является неизвестным параметром, который определяется с по-
мощью метода пристрелки. Суть данного метода заключается в том, что выбирается
начальное приближённое значение параметра 𝑠, после чего система интегрируется с
использованием алгоритма Рунге–Кутты на интервале от 𝜂 = 0 до 𝜂 = 𝜂max. В зависи-
мости от того, насколько полученное решение удовлетворяет внешнему граничному
условию 𝑓 ′(𝜂max) ≈ 1, значение параметра 𝑠 итерационно корректируется. Процесс
продолжается до тех пор, пока внешнее граничное условие не будет выполнено с
требуемой точностью.

Если систему обыкновенных дифференциальных уравнений (16) записать в
векторно-функциональной форме, то она принимает вид:

F(𝜂,d) =

⎡⎣ 𝑑2
𝑑3

−𝑑1𝑑3 − 𝛽(1− 𝑑22)

⎤⎦ , d =

⎡⎣𝑑1𝑑2
𝑑3

⎤⎦ , (18)

то есть d′(𝜂) = F(𝜂,d). Для численного интегрирования данной системы может быть
использован метод Рунге–Кутты четвёртого порядка точности. Интервал интегри-
рования [0, 𝜂max] разбивается равномерной сеткой:

𝑡𝑛 = 𝑛ℎ, 𝑛 = 0, 1, . . . , 𝑁, 𝑁ℎ = 𝜂max,

где ℎ = 𝜂max/𝑁 — шаг сетки. Алгоритм метода Рунге–Кутты для решения данной
системы имеет следующий вид:

k1 = F(𝑡𝑛,d𝑛), k2 = F

(︂
𝑡𝑛 +

ℎ

2
,d𝑛 +

ℎ

2
k1

)︂
,

k3 = F

(︂
𝑡𝑛 +

ℎ

2
,d𝑛 +

ℎ

2
k2

)︂
, k4 = F(𝑡𝑛 + ℎ,d𝑛 + ℎk3) ,

d𝑛+1 = d𝑛 +
ℎ

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) , 𝑛 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1.
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4 Обсуждение результатов

Ниже в таблице 1 приведены результаты численного решения уравнения Фолкнера–
Скэна для различных значений параметра градиента давления 𝛽. Численные расчё-
ты выполнены с использованием алгоритма Рунге–Кутты на равномерной сетке по
переменной подобия 𝜂 на интервале [0, 𝜂max], разбитом на 𝑁 = 25 равных шагов.

В таблице представлены значения функций 𝑓(𝜂), 𝑓 ′(𝜂) и 𝑓 ′′(𝜂), которые соответ-
ственно характеризуют профиль функции тока, распределение продольной скорости
и величину касательного напряжения в пограничном слое. Начальные значения вто-
рой производной 𝑓 ′′(𝜂) выбраны в соответствии с данными, приведёнными в источ-
нике [25].

Таблица 1. Численные значения функций 𝑓(𝜂), 𝑓 ′(𝜂) и 𝑓 ′′(𝜂) при различных
значениях 𝛽

Анализ табличных данных показывает, что параметр 𝛽 оказывает существенное
влияние на структуру течения в пограничном слое. В частности, при 𝛽 = 0 получен-
ные результаты соответствуют классическому решению Блазиуса для течения над
плоской пластиной при отсутствии градиента давления.



148 Тиловов М.А.

При положительных значениях параметра 𝛽 наблюдается более быстрое фор-
мирование скоростного профиля и ускоренное убывание функции 𝑓 ′′(𝜂), что свиде-
тельствует о наличии благоприятного градиента давления и уменьшении толщины
пограничного слоя.

В случае отрицательных значений 𝛽 отмечается замедленный рост функции 𝑓 ′(𝜂)
и более медленное уменьшение 𝑓 ′′(𝜂), что указывает на влияние неблагоприятного
градиента давления и тенденцию к утолщению пограничного слоя.

Рис. 1 Профили функций 𝑓(𝜂), 𝑓 ′(𝜂), 𝑓 ′′(𝜂) и 𝑓 ′′′(𝜂) для различных значений параметра 𝛽

На рис. 1 представлены профили функций 𝑓(𝜂), 𝑓 ′(𝜂), 𝑓 ′′(𝜂) и 𝑓 ′′′(𝜂), полученные
в результате численного решения уравнения Фолкнера–Скэна для различных значе-
ний параметра градиента давления 𝛽. Из графиков видно, что изменение параметра
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𝛽 существенно влияет на структуру пограничного слоя и характер распределения
скорости в безразмерной координате 𝜂.

Рис. 2 Профили основной скорости 𝑓 ′(𝜂) = 𝑈(𝜂) для различных значений параметра дав-
ления 𝛽

На рис. 2 показаны профили функции 𝑓 ′(𝜂), полученные в результате численного
решения уравнения Фолкнера–Скэна для различных значений параметра давления
𝛽.

Представленные профили основной безразмерной скорости соответствуют извест-
ным результатам теории ламинарного пограничного слоя и наглядно отражают влия-
ние продольного градиента давления, характеризуемого параметром 𝛽, на структуру
течения. В условиях неблагоприятного градиента давления (𝛽 < 0) имеет место утол-
щение пограничного слоя и усиление предпосылок к отрыву потока, тогда как при
благоприятном градиенте давления (𝛽 > 0) наблюдается интенсификация основно-
го течения и уменьшение толщины пограничного слоя. Тем самым подтверждается
адекватность численного моделирования на основе уравнения Фолкнера–Скэна.

5 Заключение
В заключении можно отметить следующие основные моменты. Исследована фи-

зическая сущность уравнения Фолкнера–Скэна и установлено, что первая производ-
ная от решения этого уравнения определяет профиль скорости основного течения
в пограничном слое. Уравнение Фолкнера–Скэна сведено к задаче Коши для систе-
мы трех нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка.
Для численного решения этой задачи применен метод Рунге–Кутты четвертого по-
рядка точности. Исследована динамика решения и производных различного порядка
для уравнения Фолкнера–Скэна в зависимости от характерного формпараметра 𝛽,
который выражает градиент давления в пограничном слое. Полученные численные
и графические результаты показывают, что при нулевом градиенте давления (𝛽 =
= 0) профиль скорости основного потока совпадает с профилем скорости Блазиуса
для пограничного слоя; при отрицательных градиентах давления (𝛽 > 0) толщина
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пограничного слоя уменьшается; при положительных градиентах давления (𝛽 < 0)
пограничный слой утолщается, возможен отрыв пограничного слоя от тела и появ-
ление возвратного течения, направленного против основного потока.
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This paper studies the dynamics of derivatives of various orders of the Falkner–Skan
(FS) equation in the presence of a longitudinal pressure gradient. The FS equation is a
nonlinear singularly perturbed third-order equation, and the behaviour of its solution and
derivatives for various values of the form parameter 𝛽, which is related to the pressure
gradient, remains largely unexplored. The first derivative determines the velocity profile
of the main flow in the boundary layer and is important for hydrodynamic stability
analysis. The FS equation is reduced to a Cauchy problem for three nonlinear first-order
ordinary differential equations, solved by the fourth-order Runge–Kutta method in vector
form. Results are obtained for positive, zero, and negative pressure gradients. At 𝛽 = 0

the profile coincides with the Blasius profile; for 𝛽 < 0 the boundary layer thickens and
may separate; for 𝛽 > 0 its thickness decreases.
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