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Статья посвящена постановке плоских задач теории упругости в напряжени-
ях и их численному решению методом конечных элементов Галёркина. На основе
уравнений равновесия, геометрических соотношений и физических законов упруго-
сти сформулирована система дифференциальных уравнений, описывающая напря-
жённое состояние упругой среды в плоской постановке. Метод Галёркина позволяет
получить слабую форму краевой задачи и перейти к дискретной модели. Постро-
ены билинейные формы и локальные матрицы конечных элементов, необходимые
для формирования глобальной системы алгебраических уравнений. Для практиче-
ской реализации созданы программы на языках C++ и FreeFEM++. Достоверность
подхода подтверждена на классической задаче Кирша о распределении напряжений
вокруг кругового отверстия в упругой пластине: результаты обеих программ хорошо
согласуются между собой и с известными аналитическими решениями, что подтвер-
ждает корректность постановки и применимость метода.
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1 Введение
Прочность и долговечность механических конструкций и инженерных сооруже-

ний прежде всего зависят от их геометрической структуры и условий нагружения. В
прикладной механике отверстия, полости и другие геометрические неоднородности
являются неотъемлемой частью конструктивных элементов, причём именно в этих
областях возникают неравномерное распределение напряжений и локальные зоны
разрушения. Явление концентрации напряжений имеет фундаментальное значение в
теории упругости и играет важную роль при определении прочности и надёжности
конструкций.

Одной из классических задач плоской теории упругости является задача опре-
деления распределения напряжений в пластинке с круглым отверстием в центре,
решённая G. Kirsch [1]. Это решение впоследствии стало широко известным под на-
званием “задача Кирша” и было принято в качестве одной из основных задач при
оценке допускаемых напряжений. С помощью решения задачи Кирша были подробно
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исследованы максимальные напряжения, возникающие вблизи отверстия, и характер
их распределения [1, 2].

Теоретические основы теории упругости подробно изложены в фундаменталь-
ных трудах таких учёных, как Nowacki [3], Timoshenko - Goodier [4], Филоненко-
Бородич [5], Лехницкий [6], где приведены общие уравнения, граничные условия и
классические решения для изотропных и анизотропных сред. В этих работах задачи
теории упругости в основном ставятся в перемещениях, а напряжения и деформации
определяются как вторичные величины с помощью известных соотношений Гука и
Коши [3, 6].

Вместе с тем известно, что во многих прикладных задачах, основанных на переме-
щениях, вычисление напряжений осуществляется с определёнными погрешностями
аппроксимации [7]. По этой причине важное значение приобретает идея постанов-
ки задач теории упругости непосредственно в напряжениях. Исследования в дан-
ном направлении впервые были начаты в работах Бельтрами и Митчелла. В даль-
нейшем они получили развитие в трудах Победри [8], Бородачёва [9], Кучера [10],
Markenscoff [11], Георгиевского и других исследователей. Задачи, поставленные от-
носительно напряжений, как правило, включают уравнения равновесия, уравнения
Бельтрами-Митчелла и соответствующие граничные условия [10–12].

Теоретические основы уравнений Бельтрами-Митчелла и их формы в различных
системах координат подробно проанализированы в работах Patnaik [13], Андриано-
ва [14], Лурье и Белова [15]. Эти уравнения обеспечивают взаимную согласованность
компонентов напряжений и служат для непосредственного определения поля напря-
жений в задачах плоской и пространственной теории упругости. Важное место при
постановке задач в напряжениях занимают также подходы, основанные на функциях
напряжений Эри и Максвелла.

Для реальных конструкций со сложной геометрией, неравномерным нагружением
и граничными условиями нахождение аналитических решений, как правило, связано
с трудностями и во многих случаях оказывается невозможным. Поэтому в теории
упругости широко применяются такие методы, как метод конечных разностей, ме-
тод конечных элементов и метод граничных элементов. В настоящее время при ре-
шении задач прикладной механики широко используется метод конечных элементов
(МКЭ). Метод конечных элементов основан на сведении дифференциальной зада-
чи к вариационной задаче. При применении метода конечных элементов требуется
выполнение условий симметричности и положительной определённости дифферен-
циального оператора. Выполнение этих условий играет важную роль при построе-
нии квадратичного функционала Лагранжа, а также в обеспечении существования и
единственности решения. Обычно при переходе от граничных задач к вариационным
возникают определённые трудности. Однако вопрос перехода от дифференциальных
задач, поставленных в перемещениях, к вариационной задаче в литературе освещён
достаточно полно.

В последние годы в решении задач прикладной механики всё более широкое раз-
витие получает применение метода конечных элементов в рамках метода Галёрки-
на [7]. Особенно эффективным этот подход оказывается при численном решении диф-
ференциальных уравнений, поставленных относительно напряжений.

Основная сущность метода Галёркина заключается в проверке условия орто-
гональности заданного дифференциального оператора к полной системе базисных
функций, удовлетворяющих граничным условиям [7]. Если дифференциальный опе-
ратор удовлетворяет условиям симметричности и положительной определённости,
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то функционал, полученный из условия ортогональности, совпадает с квадратич-
ным функционалом Лагранжа. Разбиение рассматриваемой области на треугольные
и другие по форме “конечные элементы”, а также построение полиномов Лагранжа
различных порядков на основе условия интерполяции позволяют получить полную и
ортогональную систему базисных функций. Изложенный метод конечных элементов
Галёркина (МКЭГ) позволяет получать численные решения высокой точности для
сложных областей [7].

Классическая задачи Кирша [1] и её численные решения рассмотрены в работах
Rezini, Khaldi, Rahmani [16], где они сопоставлены с аналитическими решениями [16].
Кроме того, исследования, посвящённые изучению краевых задач теории упругости
и термоупругости, изотропных и анизотропных тел относительно напряжений рас-
смотрены в работах Халджигитова и других [22–24].

Настоящая работа посвящена постановке плоских задач теории упругости отно-
сительно напряжений в рамках уравнений Бельтрами-Митчелла, и их численному
решению с помощью метода конечных элементов Галёркина. В качестве примера
рассмотрена известная задача Кирша [1] о пластинке с круговой полостью в центре
и получено её численное решение методом МКЭГ. На основе сопоставления получен-
ных решений с численными результатами, полученными в среде FreeFEM 4.15++
и на языке программирования C++, показаны применимость метода Галеркина в
сочетании с методом конечных элементов для решения модельных уравнений тео-
рии упругости относительно напряжений, корректность численного метода решения
и достоверность полученных результатов.

2 Плоская задача теории упругости в напряжениях
Известно, что краевая задача теории упругости в напряжениях состоит из трех

уравнений равновесия [7]:
𝜎𝑖𝑗,𝑗 +𝑋𝑖 = 0, (1)

шести уравнений Бельтрами-Мичелля [8]

∇2𝜎𝑖𝑗 +
1

1 + 𝜈
𝑆,𝑖𝑗 = −(𝑋𝑖,𝑗 +𝑋𝑗,𝑖)−

𝜈

1− 𝜈
𝛿𝑖𝑗𝑋𝑘,𝑘, 𝑆 = 𝜎𝑘𝑘, (2)

с соответствующими граничными условиями

𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗

⃒⃒
Σ
= 𝑆𝑖, (3)

𝜎𝑖𝑗,𝑗
⃒⃒
Σ
= 0, (4)

где 𝜎𝑖𝑗 – тензор напряжений, 𝑋𝑖 – объемные силы, 𝑆𝑖 – поверхностная нагрузка, Σ
– поверхность объема 𝑉 , состоящая из двух частей Σ1,Σ2, 𝑛𝑖 – компоненты внешней
нормали к поверхности Σ, 𝜈 – коэффициент Пуассона, ∇2 – оператор Лапласа.

Заметим, что условие (4) получено рассмотрением уравнений равновесия на гра-
нице заданной области [8]. Уравнения (1-4) представляют краевую задачу теории
упругости в напряжениях.

В случае плоского напряженного состояния и при отсутствии массовых сил урав-
нения (1-2) имеют вид

𝜕𝜎11
𝜕𝑥

+
𝜕𝜎12
𝜕𝑦

= 0,

𝜕𝜎21
𝜕𝑥

+
𝜕𝜎22
𝜕𝑦

= 0,

(5)
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∇2𝜎12 +
1

1 + 𝜈

𝜕

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝜎11 + 𝜎22) = 0. (6)

Из уравнений (5-6), взяв соответствующие производные по 𝑥 и 𝑦, можно получить
систему дифференциальных уравнений второго порядка.

𝜕2𝜎11
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝜎12
𝜕𝑥𝜕𝑦

= 0,

𝜕2𝜎21
𝜕𝑦𝜕𝑥

+
𝜕2𝜎22
𝜕𝑦2

= 0,

(7)

∇2𝜎12 +
1

1 + 𝜈

𝜕

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝜎11 + 𝜎22) = 0. (8)

Граничные условия на Γ имеют следующий вид:

(𝜎11𝑛1 + 𝜎12𝑛2)
⃒⃒
Γ
= 𝑆1, (𝜎21𝑛1 + 𝜎22𝑛2)

⃒⃒
Γ
= 𝑆2,(︂

𝜕𝜎11
𝜕𝑥

+
𝜕𝜎12
𝜕𝑦

)︂ ⃒⃒⃒⃒
Γ

= 0,

(︂
𝜕𝜎21
𝜕𝑥

+
𝜕𝜎22
𝜕𝑦

)︂ ⃒⃒⃒⃒
Γ

= 0.
(9)

Уравнения (7-9) представляют собой плоскую задачу теории упругости в напря-
жениях. Эти уравнения конечно-разностным методом в прямоугольных областях
были решены в работах [22–24]. В случае сложных областей, применение метода
конечных элементов, сталкиваются с трудностями, связанными с переходом вариа-
ционной задаче т.е. определением квадратичного функционала относительно напря-
жений. Применение метода конечных элементов в сочетании с методом Галеркина
позволяют решать задачи теории упругости, сформулированные относительно на-
пряжений.

3 Метод конечных элементов Галёркина для плоской задачи в
напряжениях
Рассмотрим метод Галеркина применительно к уравнениям (7-8). Пусть эти урав-

нения рассматривается в прямоугольной области с граничными условиями (9). Пред-
положим, что краевую задачу (7-9) можно записать в виде следующего операторного
уравнения

𝐿𝜎 = 𝐹, (10)

где 𝐿 – дифференциальный оператор, описывающий левую часть системы уравнений
(7-9), 𝜎 = {𝜎11, 𝜎22, 𝜎12}𝑇 , 𝐹 – вектор поверхностных и объёмных сил.

Обычно в методе Галеркина решение уравнения ищется в виде следующего ряда
[7]

𝜎 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖𝜙𝑖, (11)

где 𝜙𝑖 – полная система базисных функций. Предположим, что первая из базисных
функций, то есть 𝜙1, удовлетворяет граничным условиям (9), а остальные – одно-
родным граничным условиям [3].

Подставим решение (11) в уравнение (10), умножим полученное выражение на
базисные функции и проинтегрируем по области, в которой рассматривается задача
т.е. ∫︁

Ω

𝐿𝜎 · 𝜙𝑖𝑑Ω = 0, 𝑖 = 1, . . . 𝑛. (12)
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Последнее выражение представляет собой систему алгебраических уравнений от-
носительно коэффициентов 𝑎𝑖. Поскольку 𝜙𝑖 – образуют полную систему базисных
функций, при достаточно больших значениях 𝑛 приближённое решение с высокой
точностью стремится к точному решению [21].

В уравнении (12) оператор 𝐿𝜎 содержит вторые производные, и в результате од-
нократного интегрирования по частям подынтегральное выражение приводится к
произведениям первых производных от 𝜎 и 𝜙𝑖. Обычно такие интегралы называют
билинейными функционалами [21].

Обычно для каждого конечного элемента базисные функции определяются из
условия интерполяции, при этом решение ищется в полиномиальной форме [7]. Для
треугольного элемента линейная базисная функция имеет следующий вид

𝑁𝑖(𝑥, 𝑦) =
1

2𝐴
(𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑥+ 𝑐𝑖𝑦), 𝑖 = 1, . . . 3. (13)

Здесь 𝐴 – площадь треугольного конечного элемента, 𝑎𝑖, 𝑏𝑖, 𝑐𝑖 – постоянные, опре-
деляемые относительно узловых значений искомых функций [7]. В этом случае ком-
поненты напряжений в треугольных конечных элементах имеют следующий вид

𝜎11(𝑥, 𝑦) =
3∑︁

𝑖=1

𝑁𝑖(𝑥, 𝑦)𝜎
(𝑖)
11 ,

𝜎22(𝑥, 𝑦) =
3∑︁

𝑖=1

𝑁𝑖(𝑥, 𝑦)𝜎
(𝑖)
22 ,

𝜎12(𝑥, 𝑦) =
3∑︁

𝑖=1

𝑁𝑖(𝑥, 𝑦)𝜎
(𝑖)
12 .

(14)

Эти выражения представляют разложение (11) для треугольного конечного эле-
мента. Здесь 𝜎(𝑖)

𝑝𝑞 – неизвестные величины в 𝑖 – м узле элемента, 𝑁𝑖(𝑥, 𝑦) – базисные
функции, которые играют важную роль при построении локальной и глобальной
матриц жёсткости.

Предположим, что область Ω, в которой рассматривается задача (7-9), разбита на
конечные элементы треугольной формы. Построим локальные матрицы жёсткости
для одного конечного элемента. Для этого умножим первое уравнение системы (7)1
на [𝑁 ] = [𝑁1, 𝑁2, 𝑁3] и проинтегрируем по частям [17]:∫︁

Ω𝑒

[𝑁 ]𝑇
(︂
𝜕2𝜎11
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝜎12
𝜕𝑥𝜕𝑦

)︂
𝑑Ω =

=

∫︁
Ω𝑒

[︂{︂
𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜕𝜎11
𝜕𝑥

[𝑁 ]𝑇
)︂
− 𝜕[𝑁 ]𝑇

𝜕𝑥

𝜕𝜎11
𝜕𝑥

}︂
+

{︂
𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝜕𝜎12
𝜕𝑥

[𝑁 ]𝑇
)︂
− 𝜕[𝑁 ]𝑇

𝜕𝑦

𝜕𝜎12
𝜕𝑥

}︂]︂
𝑑Ω =

=

∫︁
𝜕Ω𝑒

(︂
𝜕𝑁

𝜕𝑥
[𝑁 ]𝑇{𝜎11}𝑛1 +

𝜕𝑁

𝜕𝑥
[𝑁 ]𝑇{𝜎12}𝑛2

)︂
𝑑𝑠−

−
∫︁
Ω𝑒

(︂
𝜕[𝑁 ]𝑇

𝜕𝑥

𝜕𝜎11
𝜕𝑥

+
𝜕[𝑁 ]𝑇

𝜕𝑦

𝜕𝜎12
𝜕𝑥

)︂
𝑑Ω = 0.
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∫︁
𝜕Ω𝑒

𝜕𝑁

𝜕𝑥
[𝑁 ]𝑇𝑆1𝑑𝑠−

∫︁
Ω𝑒

[︂
𝜕[𝑁 ]𝑇

𝜕𝑥

𝜕𝑁

𝜕𝑥
{𝜎11}+

𝜕[𝑁 ]𝑇

𝜕𝑦

𝜕𝑁

𝜕𝑥
{𝜎12}

]︂
𝑑Ω =

∫︁
𝜕Ω𝑒

𝜕𝑁

𝜕𝑥
[𝑁 ]𝑇𝑆1𝑑𝑠−

−
(︂
𝜕[𝑁 ]𝑇

𝜕𝑥

𝜕𝑁

𝜕𝑥
{𝜎11}+

𝜕[𝑁 ]𝑇

𝜕𝑦

𝜕𝑁

𝜕𝑥
{𝜎12}

)︂
𝐴 = 0,

где [𝑁 ]𝑇 – столбец. С учётом выражения (14) и граничных условий (9) уравнение
(7)1 принимает следующий вид:(︂

𝜕[𝑁 ]𝑇

𝜕𝑥

𝜕𝑁

𝜕𝑥
{𝜎11}+

𝜕[𝑁 ]𝑇

𝜕𝑦

𝜕𝑁

𝜕𝑥
{𝜎12}

)︂
𝐴 =

∫︁
𝜕Ω𝑒

𝑆1[𝑁 ]𝑇
𝜕𝑁

𝜕𝑥
𝑑𝑠. (15)

Умножив уравнения (7)2 и (8) на [𝑁 ] = [𝑁1, 𝑁2, 𝑁3] и выполнив те же преобразо-
вания, что и выше, можно получить следующие уравнения:(︂

𝜕[𝑁 ]𝑇

𝜕𝑥

𝜕𝑁

𝜕𝑦
{𝜎21}+

𝜕[𝑁 ]𝑇

𝜕𝑦

𝜕𝑁

𝜕𝑦
{𝜎22}

)︂
𝐴 =

∫︁
𝜕Ω

𝑆2[𝑁 ]𝑇
𝜕𝑁

𝜕𝑦
𝑑𝑠, (16)

(︂[︂
𝜕[𝑁 ]𝑇

𝜕𝑥

𝜕𝑁

𝜕𝑥
+
𝜕[𝑁 ]𝑇

𝜕𝑦

𝜕𝑁

𝜕𝑦

]︂
{𝜎12}+

+
1

1 + 𝜈

𝜕[𝑁 ]𝑇

𝜕𝑦

𝜕𝑁

𝜕𝑥
{𝜎11}+

1

1 + 𝜈

𝜕[𝑁 ]𝑇

𝜕𝑥

𝜕𝑁

𝜕𝑦
{𝜎22}

)︂
𝐴 =

=
𝜈

1 + 𝜈

∫︁
𝜕Ω

[𝑁 ]𝑇
𝜕𝑁

𝜕𝑥
{𝜎12}𝑛1𝑑𝑠+

𝜈

1 + 𝜈

∫︁
𝜕Ω

[𝑁 ]𝑇
𝜕𝑁

𝜕𝑦
{𝜎12}𝑛2𝑑𝑠.

(17)

Систему уравнений (15-17) можно записать в матричном виде:

𝐾𝜎 = 𝐹, (18)

где 𝐾 – матрица жёсткости, 𝜎 – вектор узловых значений напряжений, 𝐹 – вектор
узловых значений поверхностной нагрузки.

Матрица жёсткости (18) для одного конечного элемента имеет вид:

𝐾(𝑒) =

⎡⎣𝐾𝑖𝑖 𝐾𝑖𝑗 𝐾𝑖𝑘

𝐾𝑗𝑖 𝐾𝑗𝑗 𝐾𝑗𝑘

𝐾𝑘𝑖 𝐾𝑘𝑗 𝐾𝑘𝑘

⎤⎦ , (19)

𝜎 = [𝜎𝑚
11, 𝜎

𝑚
22, 𝜎

𝑚
12]

𝑇 , 𝐹 = [𝑓𝑚
1 , 𝑓

𝑚
2 , 𝑓

𝑚
3 ]𝑇 ,

где

𝐾𝑚𝑛 =

⎡⎣𝑘𝑚𝑛
11 𝑘𝑚𝑛

12 𝑘𝑚𝑛
13

𝑘𝑚𝑛
21 𝑘𝑚𝑛

22 𝑘𝑚𝑛
23

𝑘𝑚𝑛
31 𝑘𝑚𝑛

32 𝑘𝑚𝑛
33

⎤⎦ , 𝑚, 𝑛 ∈ {𝑖, 𝑗, 𝑘},
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𝑘𝑚𝑛
11 =

𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥
𝐴, 𝑘𝑚𝑛

12 = 0, 𝑘𝑚𝑛
13 =

𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑦

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥
𝐴,

𝑘𝑚𝑛
21 = 0, 𝑘𝑚𝑛

22 =
𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑦

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑦
𝐴, 𝑘𝑚𝑛

23 =
𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑦
𝐴,

𝑘𝑚𝑛
31 =

1

1 + 𝜈

𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑦

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥
𝐴, 𝑘𝑚𝑛

32 =
1

1 + 𝜈

𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑦
𝐴,

𝑘𝑚𝑛
33 =

(︂
𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑥

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑥
+
𝜕𝑁𝑚

𝜕𝑦

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑦

)︂
𝐴,

𝑓𝑚
1 =

∫︁
𝜕Ω

𝜕𝑁

𝜕𝑥
[𝑁 ]𝑇𝑆1𝑑𝑠, 𝑓𝑚

2 =

∫︁
𝜕Ω

𝜕𝑁

𝜕𝑦
[𝑁 ]𝑇𝑆2𝑑𝑠,

𝑓𝑚
3 =

𝜈

1 + 𝜈

∫︁
𝜕Ω

𝜕𝑁

𝜕𝑥
[𝑁 ]𝑇{𝜎12}𝑛1𝑑𝑠+

𝜈

1 + 𝜈

∫︁
𝜕Ω

𝜕𝑁

𝜕𝑦
[𝑁 ]𝑇{𝜎12}𝑛2𝑑𝑠.

Используя матрицы (19), полученные для одного конечного элемента, можно по-
строить глобальную матрицу жёсткости для всей области. В результате получаем
систему линейных уравнений относительно узловых значений компонент тензора на-
пряжений. Решая эту систему уравнений методом Гаусса, могут быть найдены чис-
ленные результаты [18].

При численном решении задач прикладной механики целесообразно использо-
вать язык программирования FreeFEM++, предназначенный для решения диффе-
ренциальных уравнений методом конечных элементов. Основу FreeFEM++ состав-
ляет язык программирования C++, дополненный алгоритмами метода конечных
элементов. Для численного решения дифференциальных уравнений в FreeFEM++
необходимо предварительно перейти от дифференциальной задачи к вариационной
постановке и построить соответствующий функционал. В FreeFEM++ данный функ-
ционал требуется задавать в билинейной форме с использованием метода Галёркина.
С практической точки зрения построение билинейного функционала для системы
дифференциальных уравнений можно выполнить в следующем порядке:

– умножить каждое дифференциальное уравнение на соответствующую базисную
функцию и проинтегрировать по частям по заданной области;

– при этом, необходимо учесть в интеграле граничные условия и равенство нулю
базисных функций на границе области;
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– найти сумму интегралов, полученных для каждого дифференциального урав-
нения.

Ниже приведены билинейные формы-функционалы, полученные для краевой за-
дачи (7–9):

Φ =

∫︁
Ω

⎡⎢⎢⎣
𝜕𝜎11
𝜕𝑥

𝜕𝜎̄11
𝜕𝑥

+
𝜕𝜎22
𝜕𝑦

𝜕𝜎̄22
𝜕𝑦

+
𝜕𝜎12
𝜕𝑥

𝜕𝜎̄12
𝜕𝑥

+
𝜕𝜎12
𝜕𝑦

𝜕𝜎̄12
𝜕𝑦

+

+
𝜕𝜎11
𝜕𝑥

𝜕𝜎̄12
𝜕𝑦

+
𝜕𝜎22
𝜕𝑦

𝜕𝜎̄12
𝜕𝑥

+
1

1 + 𝜈

(︂
𝜕𝜎11
𝜕𝑥

𝜕𝜎̄12
𝜕𝑦

+
𝜕𝜎22
𝜕𝑦

𝜕𝜎̄12
𝜕𝑥

)︂
⎤⎥⎥⎦ 𝑑Ω. (20)

Для численного решения задачи с использованием FreeFEM++ требуется разбить
область на конечные элементы и, с учётом билинейной формы и граничных условий,
написать программу на C++.

4 Задача Кирша
В предыдущих параграфах были сформулированы плоские краевые задачи тео-

рии упругости в напряжениях. Для численного решения этих задач применяем метод
конечных элементов Галеркина. Для обоснования справедливости применения мето-
да МКЭ Галеркина для решения краевых задач теории упругости в напряжениях, в
качестве примера рассмотрим известную задачу Кирша.

Как известно, задача Кирша представляет растяжение бесконечной или доста-
точно большой упругой пластинки размерами (2𝑙, 2ℎ) с круглой полостью радиуса 𝑟,
расположенной в центре (рис.1). Предполагается, что пластина изготовлена из од-
нородного, изотропного и линейно-упругого материала, и требуется определить её
напряжённое состояние.

Рис. 1 Растяжение пластины с круглим отверстием в центре

На рисунке 2 представлено разбиение пластины с круглым отверстием с 𝑁 тре-
угольными конечними элементами и узлами. Дискретизация области на треугольные
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конечные элементы произведена с помощью пакета FreeFEM, причем вблизи отвер-
стия сетка сгущена для более точного учета концентрации напряжений. Далее по
координатам узловых точек построенной сетки был реализован численный алгоритм
решения задачи.

Рис. 2 Разбиение на конечные элементы треугольной формы

При этом граничные условия имеют следующий вид:

𝑥 = ±𝑙 : 𝜎11 = 𝑆, 𝜎12 = 0, 𝜎22 = 0,

𝑦 = ±ℎ : 𝜎22 = 0, 𝜎12 = 0, 𝜎22 = 0,

𝑟 = 𝑎 : 𝜎𝑟𝑟(𝑟 = 𝑎, 𝜃) = 0, 𝜎𝑟𝜃(𝑟 = 𝑎, 𝜃) = 0,

(21)

где 𝜃 – угол, отсчитываемый от оси 𝑥 от центра окружности, 𝑆 = 1.
Глобальная матрица, образованная с помощью локальной матрицы жесткости

(19), была решена численно методом Гаусса на алгоритмическом языке C++. На рис.
3a. показано распределение напряжения 𝜎11 в пластине с центральным отверстием.
А на рис. 3b показано распределение напряжения 𝜎11 по численному решению задачи
Кирша с помощью FreeFEM++, используя билинейный функционал (20).

а) b)

Рис. 3 a – распределение напряжения 𝜎11 по методу МКЭ Галеркина, b – распределение
напряжения 𝜎11 по пакету FreeFEM++
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Как видно из рисунков 3 𝑎, 𝑏, при приложении равномерной нагрузки с двух бо-
ковых сторон максимальное напряжение в верхней и нижней точках отверстия на-
блюдается именно по компоненте 𝜎11, и его значение равно 3𝑆. По мере удаления от
окружности значение напряжения становится равным нагрузке, заданной на грани-
це. Аналогичное сравнение проведено для напряжений 𝜎22 на рис. 4 a, b.

а)
b)

Рис. 4 a – распределение напряжения 𝜎22 по методу МКЭ Галеркина, b – распределение
напряжения 𝜎22 по пакету FreeFEM++

а) b)

Рис. 5 a – распределение напряжения 𝜎12 по методу МКЭ Галеркина, b – распределение
напряжения 𝜎12 по пакету FreeFEM++

На рисунках 4a и 5a, представлены результаты, полученные на C++ по решению
систему линейных уравнений с матрицей жёсткости K (18) построенных методом
конечных элементов Галёркина. На рисунках 𝑏 приведены результаты, полученные
по FreeFEM++ с использованием функционала (20) построенного на основе метода
Галёркина.

В таблице 1 сопоставлены численные значения напряжения 𝜎11, в узловых точ-
ках, наиболее близких к центральной линии параллельной оси OX проходящей через
центр отверстия, полученные на основе программ написанных на языках программи-
рования C++ и FreeFEM++, соответственно. На третьей строчке приведены также
результаты решения задачи Кирша сформулированной относительно перемещений
по FreeFEM++.
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Таблица 1. Значения напряжений 𝜎11 на центральной линии параллельной оси
OX.

(x,y) (0.1; 0) (0.128;0.037) (0.133; 0.0) (0.168;0.009) (0.336;0.013) (0.411;0.0) (0.5; 0.0)
C++ 0 0.139 0.167 0.200 0.803 0.919 1

FreeFEM 0 0.130 0.159 0.188 0.783 0.902 1
В

переме-
щениях

0.005 0.148 0.185 0.219 0.811 0.891 0.989

Как видно из таблицы 1, значения напряжения 𝜎11, полученные тремя способами
очень близки, что показывают на справедливость полученных численных результа-
тов.

Рис. 6 Сравнение значений напряжений 𝜎11 полученных по C++ и FreeFEM+

На рис.6 проведено сравнение значений 𝜎11 в точках, расположенных по близости
центральной линии, проходящей по центру отверстия начиная с точки пересечения
до конца правой границы. Из рисунка видно, что кривые по построенные численным
результатам задачи, полученные тремя методами, почти совпадают.

Сравнением графиков и численных результатов, полученных различными метода-
ми, обеспечивается адекватность построенных математических моделей относитель-
но напряжений, и справедливость применения метода конечных элементов Галеркина
для их численного решения.

5 Заключение
В настоящей работе была рассмотрена краевая задача теории упругости, сформу-

лированная непосредственно в напряжениях, и предложен эффективный численный
подход к её решению на основе метода конечных элементов Галёркина. Исходная
математическая модель построена на базе уравнений равновесия и уравнений сов-
местности Бельтрами-Митчелла, что позволило получить систему дифференциаль-
ных уравнений второго порядка относительно компонент тензора напряжений. Такая
постановка задачи даёт возможность непосредственно исследовать поле напряжений
без использования промежуточных переменных перемещений, что имеет важное зна-
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чение при анализе напряжённого состояния конструкционных элементов со сложной
геометрией и неоднородными условиями нагружения.

Для численного решения сформулированной краевой задачи применён метод Га-
лёркина, позволяющий перейти от исходной дифференциальной постановки к ва-
риационной форме. На основе данного подхода были построены соответствующие
билинейные функционалы и получены локальные матрицы жёсткости конечных эле-
ментов, которые далее использовались для формирования глобальной системы ал-
гебраических уравнений. Дискретизация рассматриваемой области произведена с ис-
пользованием треугольных конечных элементов, а аппроксимация искомых функций
осуществлена с помощью линейных базисных функций.

В качестве тестового примера для проверки корректности рассмотренной матема-
тической модели и численного метода была рассмотрена классическая задача Кирша
о растяжении упругой пластинки с круговым отверстием в центре. Численное ре-
шение данной задачи было получено методом конечных элементов Галёркина. Для
реализации алгоритма разработаны программные средства на языке программиро-
вания C++, а также на языке FreeFEM++ (язык С++ интегрированный методом
конечных элементов) предназначенном для решения дифференциальных уравнений
математической физики. Проведённое сравнение результатов, полученных с исполь-
зованием разработанной программы на C++ и FreeFEM++, показало их высокую
степень согласованности. Полученные распределения напряжений хорошо согласу-
ются как между собой, так и с известными теоретическими закономерностями для
задачи Кирша. Это подтверждает корректность предложенной постановки краевой
задачи в напряжениях и эффективность применения метода конечных элементов
Галёркина для её численного решения.

Результаты проведённого исследования демонстрируют практическую примени-
мость предложенного подхода для анализа напряжённого состояния упругих тел.
Разработанная методика может быть использована при решении более сложных за-
дач механики сплошных сред, включая статические и динамические задачи теории
упругости и пластичности, а также с учетом температуры и свойств анизотропии
материалов при различных граничных условиях.
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