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В данной статье приводится численное решение граничной обратной задачи для
уравнения релаксационной фильтрации в пористых средах при упругом режиме.
Для решения задачи применен маршевый метод Де Сузы. Показано, что с увеличе-
нием расстояния между точкой измерения «начальных данных» и границей обла-
сти, погрешность результатов увеличивается. Для получения устойчивых решений
использованы шаговые регуляризации и сглаживающие сплайны.
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1 Введение
Движение жидкостей в пористой среде описывается законом фильтрации, связы-

вающим между собой скорость фильтрации и градиент давления. При фильтрации
обычных жидкостей это, как правило, стационарная зависимость, обусловленная вяз-
кими и вязкопластичными свойствами жидкостей и их взаимодействием с породой
пористой среды. При фильтрации многих высоковязких однородных жидкостей и их
смесей с газами наблюдаются релаксационные явления, которые в конечном итоге
приводят к неравновесности фильтрационного потока [1].

Релаксационная теория фильтрации жидкости впервые исследованы в работах [2,
3]. В литературах [4, 5] было описано дальнейщее развитие этой теории.

В работе [3] рассматриваются нестационарные задачи фильтрации при упругом
режиме [6] в предположении отставания градиента давления от скорости фильтра-
ции. Тогда закон Дарси принимает вид

𝑣 = −𝑘

𝜇

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜆

𝜕2𝑝

𝜕𝑥𝜕𝑡

)︂
, (1)

где 𝑣 - скорость фильтрации, 𝑘 - коэффициент проницаемости, 𝜇 - коэффициент
вязкости, 𝑝(𝑥, 𝑡) - текущее давление (МПа), 𝜆 - релаксационное время градиента
давления, 𝑥 - координата, 𝑡 - время.

В работе [3] также с использованием (1) на основе теории упругого режима [6]
выведено уравнение пьезопроводности

𝜕𝑝

𝜕𝑡
= κ

(︂
𝜕2𝑝

𝜕𝑥2
+ 𝜆

𝜕3𝑝

𝜕𝑥2𝜕𝑡

)︂
, κ =

𝑘

𝜇 (𝑚𝛽ф + 𝛽с)
, (2)
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где κ - коэффициент пьезопроводности, 𝑚 - пористость, 𝛽ф, 𝛽с - коэффициенты
сжимаемости жидкости и пласта соответственно.

В работе [2] обобщен закон (1) с учетом запаздывания скорости фильтрации

𝑣 + 𝜆𝑣
𝜕𝑣

𝜕𝑡
= −𝑘

𝜇

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜆𝑝

𝜕2𝑝

𝜕𝑥𝜕𝑡

)︂
, (3)

где 𝜆𝑣 - время релаксации скорости фильтрации.
В [2] на основе закона (3) выведено уравнение нестационарной фильтрации

𝜕𝑝

𝜕𝑡
+ 𝜆𝑣

𝜕2𝑝

𝜕𝑡2
= κ

(︂
𝜕2𝑝

𝜕𝑥2
+ 𝜆𝑝

𝜕3𝑝

𝜕𝑥2𝜕𝑡

)︂
. (4)

Теоретические основы некорректных задач было рассмотрен в работе [9]. Обычно
для решения математических задач рассматриваются прямые задачи. При этом ре-
шение определяется из уравнений с частными производными, которые дополняются
определенными краевыми и начальными условиями. В обратных задачах некоторые
из этих условий могут быть неизвестными, т.е. начальные условия, граничные ре-
жимы, коэффициенты и правые части уравнений. Обратные задачи имеют 4 вида:
коэффициентные, граничные, эволюционные (ретроспективные) и геометрические.
Они обычно являются некорректными. Для приближенного решения нужно приме-
нять методы регуляризации [10]

В [11] изложены методы исследования и решения обратных и некорректных задач
линейной алгебры, интегральных и операторных уравнений, интегральной геомет-
рии, спектральных обратных задач и обратных задач рассеяния. Коэффициентные
обратные задачи упругого режима фильтрации флюидов в пористых и трещиновато-
пористых средах в области нефтегазодобычи рассмотрены в [12]. В [13] изложены
построения и обоснования регуляризирующих градиентных алгоритмов в области
решения некорректно поставленных задач - итерационной регуляризации. В рабо-
те [?] решалась обратная коэффициентная задача для релаксационной фильтрации
жидкости в пористых средах. В [19] поставлена и численно решена обратная зада-
ча по определению коэффициента релаксации в упрощенной модели релаксационной
фильтрации однородной жидкости в трещиновато-пористых средах. В работе [20]
численно решена граничная обратная задача фильтрации жидкости в пористых сре-
дах в упругом режиме.

В данной работе решается граничная обратная задача релаксационной фильтра-
ции для уравнения (2).

2 Постановка граничной обратной задачи
Рассмотрим гранично-обратную задачу для уравнения релаксационной фильтра-

ции. Известно в точке 𝑥 = 𝐿 граничные условия и в точке 𝑥 = 𝑑, 𝑑 ∈ (0, 𝐿) заданы
значения давления жидкости, а также начальное распределение давления 𝑝 (𝑥, 0) =
= 𝑝0 где 𝑝0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Это подстановка может быть интерпретирована как определе-
ние характерных параметров в нефтедобывающей скважине ДС (Рис. 1) на основе
значений, полученных на наблюдательной скважине – НС. Задача сводится к опре-
делению поля давления области (0, 𝑑) и ДС (𝑥 = 0) на основе измерений давления в
НС (𝑥 = 𝑑). Требуется найти давление жидкости в ДС.

На основе модели [3] пусть нам дано уравнение релаксационной фильтрации

𝜕𝑝

𝜕𝑡
= κ

(︂
𝜕2𝑝

𝜕𝑥2
+ 𝜆

𝜕3𝑝

𝜕𝑥2𝜕𝑡

)︂
, κ =

𝑘

𝜇 (𝑚𝛽ф + 𝛽с)
, 𝑡 ∈ (0, 𝑡𝑚] , 0 < 𝑥 < 𝐿 (5)
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и дополнительные условия

𝑝 (𝑥, 0) = 𝑝0, 𝑥 ∈ (0, 𝐿] , (6)

𝑝 (𝑑, 𝑡) = 𝑧 (𝑡) , 𝑡 ∈ (0, 𝑡𝑚] , (7)

𝑝 (𝐿, 𝑡) = 𝑝0, 𝑡 ∈ (0, 𝑡𝑚] , (8)

где 𝑝 - текущее давление (МПа); 𝑡 - время; 𝑥 - координата; 𝜆 - релаксационное вре-
мя градиента давления; 𝑡𝑚 - время, в течение которого исследуется процесс; κ –
коэффициент пьезопроводности; 𝑘 - коэффициент проницаемости; 𝜇 - коэффициент
вязкости; 𝑚 - пористость; 𝛽ф, 𝛽с - коэффициенты сжимаемости жидкости и пласта
соответственно.

Рис. 1 Схема расположения добывающей и наблюдательной скважин (ДС, НС).

Для решения обратной задачи подробно напишем дополнительные данные, т.е.
𝑧 (𝑡) в (7). Для этого в [0, 𝐿] для (5) решим прямую задачу. Поэтому граничное усло-
вие пишется следующим образом:

𝑣 (0, 𝑡) = 𝑣0 = −𝑘

𝜇

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜆

𝜕2𝑝

𝜕𝑥𝜕𝑡

)︂
, 𝑡 ∈ [0, 𝑡𝑚] , (9)

где 𝑣 - скорость фильтрации.

3 Численное решение задачи

3.1 Численное решение прямой задачи

Для решения прямых задач (5), (6), (8), (9) применим метод конечных разностей
[14]. Для начала определяем область 𝐷, т.е. 𝐷 = 𝐷1 ∪ 𝐷2 = {0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑑, 0 ⩽ 𝑡 ⩽
𝑡𝑚} ∪ {𝑑 ⩽ 𝑥 < ∞, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑡𝑚}, затем вводим туда сетку

𝜔ℎ𝜏 = {(𝑥𝑖, 𝑡𝑗) , 𝑥𝑖 = 𝑖ℎ, 𝑥𝑛 = 𝑛ℎ = 𝑑, 𝑡𝑗 = 𝑗𝜏,

ℎ =
𝐿

𝑁
, 𝜏 =

𝑡𝑚
𝑀

, 𝑖 = 0, 1, ..., 𝑛, 𝑛+ 1, ..., 𝑁 ; 𝑗 = 0,𝑀}
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где 𝐿 - некоторая характерная длина пласта, которая принимается так, чтобы гра-
ница возмущенной зоны не доходила до 𝑥 = 𝐿. Сначала аппроксимируем задачи (5),
(6), (8), (9):

𝑝𝑗+1
𝑖 − 𝑝𝑗𝑖

𝜏
=

= κ

[︃
𝑝𝑗+1
𝑖+1 − 2𝑝𝑗+1

𝑖 + 𝑝𝑗+1
𝑖−1

ℎ2
+

𝜆

𝜏

(︃
𝑝𝑗+1
𝑖+1 − 2𝑝𝑗+1

𝑖 + 𝑝𝑗+1
𝑖−1

ℎ2
−

𝑝𝑗𝑖+1 − 2𝑝𝑗𝑖 + 𝑝𝑗𝑖−1

ℎ2

)︃]︃
,

𝑗 = 0, 1, ...,𝑀 − 1, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁 − 1, (10)

𝑝0𝑖 = 𝑝0, 𝑖 = 0, 1, ..., 𝑁, (11)

𝑣0 = −𝑘

𝜇

[︃
𝑝𝑗+1
0 − 𝑝𝑗+1

1

ℎ
+

𝜆

𝜏

(︃
𝑝𝑗+1
0 − 𝑝𝑗+1

1

ℎ
− 𝑝𝑗0 − 𝑝𝑗1

ℎ

)︃]︃
, 𝑗 = 0, 1, ...,𝑀 − 1, (12)

𝑝𝑗+1
𝑁 = 𝑝0, 𝑗 = 0, 1, ...,𝑀 − 1. (13)

Напишем разностное уравнение (10) следующим образом:

κ
ℎ2

(𝜏 + 𝜆) 𝑝𝑗+1
𝑖−1 −

[︂
2κ
ℎ2

(𝜏 + 𝜆) + 1

]︂
𝑝𝑗+1
𝑖 +

κ
ℎ2

(𝜏 + 𝜆) 𝑝𝑗+1
𝑖+1 =

= −𝑝𝑗𝑖 +
κ𝜆
ℎ2

(︀
𝑝𝑗𝑖+1 − 2𝑝𝑗𝑖 + 𝑝𝑗𝑖−1

)︀
,

что приводит к системе линейных уравнений

𝐴𝑝𝑗+1
𝑖−1 − 𝐶𝑝𝑗+1

𝑖 +𝐵𝑝𝑗+1
𝑖+1 = −𝐹 𝑗

𝑖 , 𝑖 = 0, 1, ..., 𝑁 − 1, 𝑗 = 0, 1, ...,𝑀 − 1, (14)

где

𝐴 = 𝐵 =
κ (𝜏 + 𝜆)

ℎ2
, 𝐶 =

2κ
ℎ2

(𝜏 + 𝜆) + 1, 𝐹 𝑗
𝑖 = 𝑝𝑗𝑖 −

κ𝜆
ℎ2

(︀
𝑝𝑗𝑖+1 − 2𝑝𝑗𝑖 + 𝑝𝑗𝑖−1

)︀
.

Система (14) при (11), (12), (13) решается методом прогонки.
Уравнения (12) можно написать следующим образом:

−𝑣0𝜇ℎ

𝑘
=

(︂
1 +

𝜆

𝜏

)︂
𝑝𝑗+1
0 −

(︂
1 +

𝜆

𝜏

)︂
𝑝𝑗+1
1 − 𝜆

𝜏

(︀
𝑝𝑗0 − 𝑝𝑗1

)︀
,

отсюда находим 𝑝𝑗+1
0 т.е.

𝑝𝑗+1
0 = 𝑝𝑗+1

1 − 𝑣0𝜇ℎ𝜏

𝑘 (𝜏 + 𝜆)
− 𝜆

𝜏 + 𝜆

(︀
𝑝𝑗1 − 𝑝𝑗0

)︀
.

Здесь определяем коэффициенты прогонки т.е.

𝑝𝑗+1
0 = 𝛼1𝑝

𝑗+1
1 + 𝛽1,

𝛼1 = 1, 𝛼𝑖+1 =
𝐵

𝐶 − 𝐴𝛼𝑖

, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁 − 1, (15)

𝛽1 = − 𝑣0𝜇ℎ𝜏

𝑘 (𝜏 + 𝜆)
− 𝜆

𝜏 + 𝜆

(︀
𝑝𝑗1 − 𝑝𝑗0

)︀
, 𝛽𝑖+1 =

𝐴𝛽𝑖 + 𝐹 𝑗
𝑖

𝐶 − 𝐴𝛼𝑖

, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁 − 1, (16)
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и вычисляем значение давления

𝑝𝑗+1
𝑁 = 𝑝0,

𝑝𝑗+1
𝑖 = 𝛼𝑖+1𝑝

𝑗+1
𝑖+1 + 𝛽𝑖+1, 𝑖 = 𝑁 − 1, 𝑁 − 2, ..., 1, 0. (17)

Для численного решения задачи (5), (6), (8), (9) использованы следующие зна-
чения исходных данных: 𝐿 = 200м, 𝑇 = 7200с, 𝑘 = 1 · 10−12м2, κ = 1 · 10−1м2/𝑐,
𝑝0 = 25МПа·с, 𝜇 = 0.1 · 10−8МПа·с, 𝑣0 = 1 · 10−4м/с, 𝜆 = 1000с.

3.2 Численное решение граничной обратной задачи

В качестве исходных данных для обратной задачи принимаются значения давле-
ния в точке 𝑑, т.е. 𝑧 (𝑡𝑗) = 𝑝𝑗𝑛. Чтобы оценить влияние ошибок в исходных данных на
решение обратной задачи функции 𝑧 (𝑡) «зашумляем» следующим образом

𝑧𝛿 (𝑡) = 𝑧 (𝑡) + 2𝛿

(︂
𝜎 (𝑡)− 1

2

)︂
,

где 𝛿 - погрешность, 𝜎 (𝑡) - равномерно распределенная случайная величина на отрез-
ке [0, 1]. На Рис. 2 представлены графики функций 𝑧𝛿 (𝑡) при различных значениях
𝑑 и 𝛿.
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Рис. 2 Графики функций 𝑧 (𝑡).

Рис. 3 Шаблон схемы Де Сузы, где требуется найти искомое значение давления.
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Метод Де Суза используется для вычисления обратных задач математической
физики [9]. В нём используется чисто неявная разностная аппроксимация уравнения
(5), которое решается методом прогонки.

Чтобы решить обратную задачу воспользуемся шаблоном Де Сузы (Рис. 3). Из
уравнения (10) находим 𝑝𝑗+1

𝑖−1 т.е.

𝑝𝑗+1
𝑖−1 =

(︂
2 +

ℎ2

κ (𝜏 + 𝜆)

)︂
𝑝𝑗+1
𝑖 − 𝑝𝑗+1

𝑖+1 −
ℎ2𝑝𝑗𝑖

κ (𝜏 + 𝜆)
+

κ𝜆
κ (𝜏 + 𝜆)

(︀
𝑝𝑗𝑖+1 − 2𝑝𝑗𝑖 + 𝑝𝑗𝑖−1

)︀
, (18)

или можно написать следующим образом

𝑝𝑗+1
𝑖−1 =

𝐶

𝐴
𝑝𝑗+1
𝑖 − 𝑝𝑗+1

𝑖+1 −
𝐹 𝑗
𝑖

𝐴
, 𝑖 = 𝑛, 𝑛− 1, ..., 1, 𝑗 = 0, 1, ...,𝑀 − 1. (18′)

Отсюда можно найти значение давления в ДС.

4 Результаты и обсуждение
Теперь будем обсуждать результаты обратной задачи. Чтобы получить более точ-

ные результаты применили сглаживающий сплайн и шаговую регуляризацию. Сгла-
живающий параметр в сплайновой интерполяции — это настраиваемый параметр,
который контролирует компромисс между точностью аппроксимации и гладкостью
интерполированной кривой. Он определяет степень сглаживания, применяемого к
данным [15–17]. Значение smoothing parameter (параметр сглаживания) зависит от
требуемого уровня сглаживания данных. Оно контролирует величину сглаживания и
может быть выбрано в зависимости от конкретных требований и предпочтений. Зна-
чение smoothing parameter должно быть положительным числом. Чем больше значе-
ние smoothing parameter, тем более гладким будет результат сглаживания. Однако,
слишком большое значение может привести к потере важных деталей в данных [18].

На рис. 4 представлены результаты расчетов точных и приближенных решений
𝑝(𝑡, 0) при 𝛿 = 0 и различных значениях 𝑑. Из рис. 4 видно, что точные и прибли-
женные решения обратной задачи при 𝛿 = 0 и различных значениях 𝑑 полностью
совпадают.
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Рис. 4 Результаты решения обратной задачи при 𝛿 = 0, 𝜏1 = 2𝜏 : (𝑎) при 𝑑 = 50m; (𝑏) при
𝑑 = 60m; (𝑐) при 𝑑 = 80m; (𝑑) при 𝑑 = 100m.



42 Холияров Э.Ч., Тураев Д.Ш., Буриев Ж.Н.

На рис. 5-7 представлены результаты расчетов при различных значениях 𝛿.

На рис. 5 представлены результаты расчетов точных и приближенных решений
𝑝(𝑡, 0) при 𝛿 = 0, 001 и различных значениях 𝑑. Из рис. 5 видно, что точные и при-
ближенные решения обратной задачи при 𝛿 = 0, 001 и с увеличением значения 𝑑
возмущение приближенных решений возрастает.
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Рис. 5 Результаты решения обратной задачи при 𝛿 = 0.001, 𝜏1 = 2𝜏 : (𝑎) при 𝑑 = 50m; (𝑏)
при 𝑑 = 60m; (𝑐) при 𝑑 = 80m; (𝑑) при 𝑑 = 100m.

На рис. 6 представлены результаты расчетов 𝑝(𝑡, 0) при 𝛿 = 0, 01 и различных
значениях 𝑑. Из рис. 7 видно, что возмущение приближенных решений еще больше
возрастает чем 𝛿 = 0, 001.
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Рис. 6 Результаты решения обратной задачи при 𝛿 = 0.01, 𝜏1 = 2𝜏 : (𝑎) при 𝑑 = 50m; (𝑏)
при 𝑑 = 60m; (𝑐) при 𝑑 = 80m; (𝑑) при 𝑑 = 100m.
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На рис. 7 представлены результаты расчетов 𝑝(𝑡, 0) при 𝛿 = 0, 02 и различных
значениях 𝑑. Из рис. 9 видно, что возмущение приближенных решений еще больше
возрастает чем 𝛿 = 0, 01.
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Рис. 7 Результаты решения обратной задачи при 𝛿 = 0.02, 𝜏1 = 2𝜏 : (𝑎) при 𝑑 = 50m; (𝑏)
при 𝑑 = 60m; (𝑐) при 𝑑 = 80m; (𝑑) при 𝑑 = 100m.

На рис. 8-10 представлены результаты расчетов при различных значениях 𝛿 с
использованием шаговой регуляризации и сглаживающих сплайнов.

На рис. 8 представлены результаты расчетов точных и приближенных решений
𝑝(𝑡, 0) при 𝛿 = 0, 001 и различных значениях 𝑑 с использованием шаговой регуляри-
зации и сглаживающих сплайнов.

Из рис. 8 видно, что точные и приближенные решения обратной задачи при 𝛿 =
= 0, 001 и различных значениях 𝑑 с помощью шаговой регуляризации и сглаживаю-
щих сплайнов при определенных значениях получены более устойчивые решения.
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Рис. 8 Результаты решения обратной задачи со сглаживающим сплайном при 𝛿 = 0.001,
𝜏1 = 2𝜏 : (𝑎) при 𝑑 = 50m, smoothing parameter = 2; (𝑏) при 𝑑 = 60m, smoothing parameter =
13.5; (𝑐) при 𝑑 = 80m, smoothing parameter = 780; (𝑑) при 𝑑 = 100m, smoothing parameter =
51000.
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На рис. 9 представлены результаты расчетов 𝑝(𝑡, 0) при 𝛿 = 0, 01 и различных
значениях 𝑑. Из рис. 9 видно, что с помощью шаговой регуляризации и сглажива-
ющих сплайнов при определенных значениях получены более устойчивые решения.
Однако, в больших значениях 𝑑 не удалось полностью восстановить граничное реше-
ние.
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Рис. 9 Результаты решения обратной задачи со сглаживающим сплайном при 𝛿 = 0.01, 𝜏1 =
= 2𝜏 : (𝑎) при 𝑑 = 50m, smoothing parameter = 190; (𝑏) при 𝑑 = 60m, smoothing parameter =
1930; (𝑐) при 𝑑 = 80m, smoothing parameter = 50000; (𝑑) при 𝑑 = 100m, smoothing parameter
= 3600000.

На рис. 10 представлены результаты расчетов 𝑝(𝑡, 0) при 𝛿 = 0, 02 и различных
значениях 𝑑. В больших значениях 𝑑 не удалось полностью восстановить граничное
решение.
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Рис. 10 Результаты решения обратной задачи со сглаживающим сплайном при 𝛿 = 0.02,
𝜏1 = 2𝜏 : (𝑎) при 𝑑 = 50m, smoothing parameter = 768.8; (𝑏) при 𝑑 = 60m, smoothing parameter
= 7681.1; (𝑐) при 𝑑 = 80m, smoothing parameter = 270000; (𝑑) при 𝑑 = 100m, smoothing
parameter = 14000000.
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5 Заключение
Поставлена и численно решена граничная обратная задача релаксационной филь-

трации в пористой среде. Для решения поставленной задачи применен маршевый
метод Де Сузы. Дополнительная информация для решения обратной задачи подго-
товлена с помощью квазиреального вычислительного эксперимента, т.е. решением
прямой задачи методом конечных разностей. На исходные данные внесены возмуще-
ния со случайными погрешностями. В случае с возмущенными исходными данны-
ми искомое решение давления дается с ошибками соответствующими порядкам воз-
мущения. Чтобы исправить такое положение одновременно использованы шаговые
регуляризации и сглаживающие сплайны. При необходимых значениях параметра
регуляризации и сплайнов можно получить достаточно устойчивое решение.
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