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В работе в рамках неконсервативной постановки квазиодномерных линеаризо-
ванных уравнений сохранения массы и импульса исследуются переходные процессы
в элементарном рельефном участке трубопровода, возникающие при скачкообразном
изменении граничных скоростей несжимаемой жидкости. Для определения осред-
нённой скорости потока получено неполное телеграфное уравнение, решение кото-
рого найдено методом разделения переменных. Распределение давления вычислено
путём интегрирования исходной системы уравнений с использованием найденного
выражения для скорости потока. Выполнены численные эксперименты при постоян-
ных значениях функций, входящих в начальные и граничные условия. Исследованы
режимы течения, соответствующие постоянному, увеличивающемуся и уменьшаю-
щемуся среднему давлению на рассматриваемом участке трубопровода. Показаны
особенности распространения ударных волн как с учётом силы трения, так и без её
учёта.
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1 Введение
В инженерной практике расчеты трубопроводов обычно основаны на установив-

шемся потоке, однако анализ нестационарных режимов позволяет выявить уязвимые
участки системы [1]. Одной из таких задач является исследование переходных про-
цессов, где одновременно учитываются скорость потока и скорость распространения
малых возмущений в системе «трубопровод – среда».

Процессы возникновения и распространения волн возмущений рассматриваются
на основе квазиодномерных уравнений Н.Е. Жуковского [2, 3]. Эта модель учитывает
как гидродинамическую скорость жидкости, так и скорость возмущений, и служит
базой для теоретических и экспериментальных исследований волн сжатия и разре-
жения в трубопроводах.

Исследование волн сжатия и разрежения имеет важное значение как для науки,
так и для инженерной практики. Многократное воздействие подобных волн может
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приводить к нарушению целостности трубопровода. Так, запуск и остановка насос-
ных агрегатов сопровождаются возникновением значительных колебаний давления,
способных вызвать разрушительные последствия [4].

Изучение закономерностей ударных волн представляет большой интерес, но
усложняется скачкообразными изменениями параметров. В теории это создает труд-
ности с применением функции Хевисайда [5], введением бегущих волн и созданием
численных методов [6, 7]. На практике же требуется разработка малоинерционных
измерительных систем на базе компьютерных технологий [8, 9, 15].

С учетом этих особенностей рассматривается элементарный рельефный участок
quvuri, где на концах заданы законы изменения скорости от времени. Изменение
плотности жидкости и деформация тонкостенной трубы учтены через скорость рас-
пространения малых возмущений давления, а само давление определяется градиен-
том скорости по длине. Начальные распределения скорости и ее производной извест-
ны. Задача решается методом Фурье в рамках квазиодномерной обобщенной модели
Н.Е. Жуковского.

Предложен общий подход, учитывающий силы трения, гравитацию и локальную
инерцию при переменных скоростях на входе и выходе. Численные результаты полу-
чены для постоянных значений в начальных и граничных условиях. Главное отличие
от известных аналогов — дополнительный учет рельефа трассы прокладки трубопро-
вода.

2 Постановка и метод решения задачи
Нестационарное течение жидкости в элементарном участке трубопровода при

определяется системой уравнений [2, 10, 11]:⎧⎪⎨⎪⎩
−𝜕𝑃
𝜕𝑥

= 𝜌

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 2𝑎𝑢

)︂
,

−𝜕𝑃
𝜕𝑡

= 𝜌𝑐2
𝜕𝑢

𝜕𝑥
.

(1)

Здесь 𝑃 (𝑥, 𝑡) = 𝑝(𝑥, 𝑡) + 𝜌𝑔𝑦(𝑥) – полное гидростатическое давление, представля-
ющее меру потери энергии жидкости; 𝑝(𝑥, 𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡) – средние по сечению 𝑥 значения
давления и скорости потока в момент времени 𝑡; 𝑎 = 𝜆𝑢*

4𝐷
; 𝑢* – характерная скорость

процесса; 𝜆 – коэффициент сопротивления трения; 𝑐 =
(︀
𝜌0
𝑘
+ 𝐷𝜌0

𝐸𝛿

)︀−1/2
– скорость зву-

ка; 𝜌0, 𝐷 – плотность жидкости и диаметр трубопровода; 𝑘, 𝐸 – модули упругости
транспортируемой жидкости и трубы; 𝛿 – толщина трубы [10].

Исключение полного напора 𝑃 (𝑥, 𝑡) при постоянном значении площади попереч-
ного сечения трубы 𝑓 = 𝜋𝐷2/4 позволяет построить отдельное уравнение относи-
тельно скорости:

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ 2𝑎

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑐2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
.

Это – неполное телеграфное уравнение [11].
Рассматривается вариант начальных условий:

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢(0)(𝑥),
𝜕𝑢(𝑥, 0)

𝜕𝑡
= 𝑢(1)(𝑥).

Граничные условия заданы в виде

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(0)(𝑡), 𝑢(𝑙, 𝑡) = 𝑢(1)(𝑡).
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Согласно этим данным и первому уравнению исходной системы начальным усло-
вием для полного напора служит

𝑃 (𝑥, 0) = 𝑝00 − 𝜌
∫︁ 𝑥

0

[︀
𝑢(1)(𝜂) + 2𝑎𝑢(0)(𝜂)

]︀
𝑑𝜂,

где 𝑝00 – начальное давление во входном сечении.
Для приведения граничных условий к однородному виду введём новую искомую

функцию 𝑢(𝑥, 𝑡), определяемую следующим соотношением:

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐶0(𝑡) + 𝑥𝐶1(𝑡) + 𝑤(𝑥, 𝑡),

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
+ 2𝑎

𝜕𝑤

𝜕𝑡
= 𝑐2

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
−𝐻(𝑡)− 𝑥𝑅(𝑡).

Для определения множителя в виде собственной функции от времени имеем урав-
нение

𝑌 ′′
𝑛 (𝑡) + 2𝑎𝑌 ′

𝑛(𝑡) + 𝑐2𝜆2𝑛𝑌𝑛(𝑡) = 0. (2)

Подстановка выражения 𝑌𝑛(𝑡) = 𝑒𝑠𝑛𝑡 в это уравнение приведет к характеристиче-
скому уравнению

𝑠2𝑛 + 2𝑎𝑠𝑛 + 𝑐2𝜆2𝑛 = 0.

Дискриминант данного уравнения составляет

𝐷𝑛 = 𝑎2 − 𝑐2𝜆2𝑛,

а решениями квадратного уравнения будут:

(𝑠𝑛)1,2 = −𝑎±
√︀
𝐷𝑛.

С учетом этих возможных вариантов 𝐷𝑛 > 0, 𝐷𝑛 = 0 и 𝐷𝑛 < 0 для 𝑌𝑛(𝑡) получим
решение [14–16, 18]:

𝑌𝑛(𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑒−𝑎𝑡

(︀
𝐴𝑛ch

√
𝐷𝑛𝑡+𝐵𝑛sh

√
𝐷𝑛𝑡

)︀
, при 𝐷𝑛 > 0,

𝑒−𝑎𝑡(𝐴𝑛 +𝐵𝑛𝑡), при 𝐷𝑛 = 0,

𝑒−𝑎𝑡
(︁
𝐴𝑛 cos

√︀
|𝐷𝑛|𝑡+𝐵𝑛 sin

√︀
|𝐷𝑛|𝑡

)︁
, при 𝐷𝑛 < 0.

Соответственно, общее решение однородного уравнения составляет

𝑈(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑌𝑛(𝑡) sin𝜆𝑛𝑥.

Переходим к реализации граничных условий общего решения однородного урав-
нения.

Из первого начального условия (при 𝑡 = 0) следует:
∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛 sin𝜆𝑛𝑥 = 𝑢(0)(𝑥)− 𝐶0(0)− 𝑥𝐶1(0).

Умножим сторон этого уравнения на sin𝜆𝑚𝑥𝑑𝑥 и интегрируем от нуля до 𝑙. В
результате получим

𝐴𝑛‖𝑋𝑛(𝑥)‖2 = 𝑊𝑛 − 𝐶0(0)𝑆𝑛 − 𝐶1(0)𝐾𝑛,
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где

𝑊𝑛 =

∫︁ 𝑙

0

𝑢(0)(𝑥) sin𝜆𝑛𝑥𝑑𝑥,

𝑆𝑛 =

∫︁ 𝑙

0

sin𝜆𝑛𝑥𝑑𝑥 =
𝑙

𝑛𝜋
[1− (−1)𝑛],

𝐾𝑛 =

∫︁ 𝑙

0

𝑥 sin𝜆𝑛𝑥𝑑𝑥 =
𝑙2

𝑛𝜋
(−1)𝑛+1.

Отсюда определим

𝐴𝑛 =
2

𝑙
[𝑊𝑛 − 𝐶0(0)𝑆𝑛 − 𝐶1(0)𝐾𝑛].

Второе начальное условие связано с производной от функции 𝑈(𝑥, 𝑡) по времени
при 𝑡 = 0. Находим

𝑌 ′
𝑛(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑒−𝑎𝑡
[︁
(−𝑎𝐵𝑛 +

√︀
𝐷𝑛𝐴𝑛)sh

√︀
𝐷𝑛𝑡+

+ (−𝑎𝐴𝑛 +
√︀
𝐷𝑛𝐵𝑛)ch

√︀
𝐷𝑛𝑡

]︁
,

при 𝐷𝑛 > 0,

𝑒−𝑎𝑡 [−𝑎(𝐴𝑛 +𝐵𝑛𝑡) +𝐵𝑛] , при 𝐷𝑛 = 0,

𝑒−𝑎𝑡
[︁
(−𝑎𝐵𝑛 −

√︀
|𝐷𝑛|𝐴𝑛) sin

√︀
|𝐷𝑛|𝑡+

+ (−𝑎𝐴𝑛 +
√︀
|𝐷𝑛|𝐵𝑛) cos

√︀
|𝐷𝑛|𝑡

]︁
,

при 𝐷𝑛 < 0.

Вычислим

𝑌 ′
𝑛(0) =

⎧⎪⎨⎪⎩
−𝑎𝐴𝑛 +

√
𝐷𝑛𝐵𝑛, при 𝐷𝑛 > 0,

−𝑎𝐴𝑛 +𝐵𝑛 = −𝑎𝐴𝑛 + 𝛾𝑛𝐵𝑛, при 𝐷𝑛 = 0,

−𝑎𝐴𝑛 +
√︀
|𝐷𝑛|𝐵𝑛, при 𝐷𝑛 < 0,

где

𝛾𝑛 =

⎧⎪⎨⎪⎩
√
𝐷𝑛, при 𝐷𝑛 > 0,

1, при 𝐷𝑛 = 0,√︀
|𝐷𝑛|, при 𝐷𝑛 < 0.

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐶0(𝑡) + 𝑥𝐶1(𝑡) +
∞∑︁
𝑛=1

[𝑌𝑛(𝑡) + 𝐿𝑛(𝑡)] sin𝜆𝑛𝑥.

Решение задачи относительно давления находим, интегрируя исходную систему
квазиодномерных уравнений.

В первом шаге решения 𝑃 (𝑥, 𝑡) обратимся ко второму уравнению 𝜕𝑃
𝜕𝑡

= −𝜌𝑐2 𝜕𝑢
𝜕𝑥

исходной системы.
Находим

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
= 𝐶1(𝑡) +

∞∑︁
𝑛=1

𝜆𝑛 [𝑌𝑛(𝑡) + 𝐿𝑛(𝑡)] cos𝜆𝑛𝑥.
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В результате интегрирования второго уравнения исходной системы получим фор-
мулу для давления:

𝑃 (𝑥, 𝑡) = −𝜌𝑐2
[︃
𝐶

(0)
1 (𝑡) +

∞∑︁
𝑛=1

𝜆𝑛
[︀
𝑌 (0)
𝑛 (𝑡) + 𝐿(0)

𝑛 (𝑡)
]︀
cos𝜆𝑛𝑥

]︃
+ 𝑝г(𝑥).

Здесь ∫︁ 𝑡

0

𝐶1(𝜃)𝑑𝜃 = 𝐶
(0)
1 (𝑡) и

∫︁ 𝑡

0

𝐿𝑛(𝜃)𝑑𝜃 = 𝐿(0)
𝑛 (𝑡),

𝑌 (0)
𝑛 (𝑡) =

∫︁ 𝑡

0
𝑌𝑛(𝜃)𝑑𝜃 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

𝑐2𝜆2
𝑛

[︁
(−𝐴𝑛𝑎−𝐵𝑛

√︀
𝐷𝑛)(𝑒

−𝑎𝑡ch
√︀

𝐷𝑛𝑡− 1)+

+(−𝐴𝑛

√︀
𝐷𝑛 −𝐵𝑛𝑎)𝑒

−𝑎𝑡sh
√︀

𝐷𝑛𝑡
]︁
,

при 𝐷𝑛 > 0,

𝐴𝑛
1− 𝑒−𝑎𝑡

𝑎
+𝐵𝑛

(︂
𝑡𝑒−𝑎𝑡

𝑎
+

1− 𝑒−𝑎𝑡

𝑎2

)︂
, при 𝐷𝑛 = 0,

1

𝑐2𝜆2
𝑛

[︁
(−𝐴𝑛𝑎−𝐵𝑛

√︀
|𝐷𝑛|)(𝑒−𝑎𝑡 cos

√︀
|𝐷𝑛|𝑡− 1)+

+(𝐴𝑛

√︀
|𝐷𝑛| −𝐵𝑛𝑎)𝑒

−𝑎𝑡 sin
√︀
|𝐷𝑛|𝑡

]︁
,

при 𝐷𝑛 < 0.

Надо определить значение 𝑝г(𝑥) – постоянного интегрирования по времени. Для

определения его обратимся к первому уравнению −𝜕𝑃
𝜕𝑥

= 𝜌

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 2𝑎𝑢

)︂
исходной

системы.
Вычислим

𝜕𝑃 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
= 𝜌𝑐2

∞∑︁
𝑛=1

𝜆2𝑛
[︀
𝑌 (0)
𝑛 (𝑡) + 𝐿(0)

𝑛 (𝑡)
]︀
sin𝜆𝑛𝑥+ 𝑝′г(𝑥)

и
𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝐶 ′

0(𝑡) + 𝑥𝐶 ′
1(𝑡) +

∞∑︁
𝑛=1

[𝑌 ′
𝑛(𝑡) + 𝐿′

𝑛(𝑡)] sin𝜆𝑛𝑥.

При 𝑡 = 0 члены, выделенные верхним индексом (0) и заглавными буквами, пре-
вращаются в нуль. В связи с этим для определения значения интеграла получим
равенство:

𝑝00 − 𝜌
∫︁ 𝑥

0

[︀
𝑢(𝑡)(𝜂) + 2𝑎𝑢(0)(𝜂)

]︀
𝑑𝜂 =

= −𝜌 [𝐶 ′
0(𝑡) + 2𝑎𝐶0(𝑡)]𝑥− 𝜌 [𝐶 ′

1(𝑡) + 2𝑎𝐶1(𝑡)]
𝑥2

2
+ 𝜌

∫︁ 𝑥

0

𝐸(𝜂)𝑑𝜂.

Отсюда находим значение интеграла и вставим в формулу для давления:

𝑃 (𝑥, 𝑡) = 𝑝00 − 𝜌
∫︁ 𝑥

0

[︀
𝑢(𝑡)(𝜂) + 2𝑎𝑢(0)(𝜂)

]︀
𝑑𝜂−

−𝜌𝑐2
{︃
𝐶

(0)
1 (𝑡) +

∞∑︁
𝑛=1

𝜆𝑛
[︀
𝑌 (0)
𝑛 (𝑡) + 𝐿(0)

𝑛 (𝑡)
]︀
cos𝜆𝑛𝑥

}︃
.

Здесь 𝐶(0)
1 (𝑡) = 1

𝑙

∫︀ 𝑡

0

[︀
𝑢(1)(𝜃)− 𝑢(0)(𝜃)

]︀
𝑑𝜃.
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В данной работе представлен формальный подход к решению поставленной за-
дачи. В ходе вывода решения предполагалось, что соответствующие производные и
интегралы по переменным и являются известными. Однако при выполнении вычис-
лений основное внимание уделяется задачам, связанным с переходными процессами.
Для каждого рассматриваемого случая отдельно приводятся конкретные значения
соответствующих производных и интегралов.

3 Обсуждение результатов
В варианте I расчёты выполнялись при условиях 𝑢00 = 0 м/c, 𝑢(0) = 𝑢(1) = 5 м/c.

То есть в изначально покоящемся участке под действием высокого давления 7.0 МПa
через входное сечение поступает жидкость со скоростью 5 м/c, а через выходное
сечение начинается отбор жидкости с той же скоростью. При этом масса жидкости
на участке считается постоянной.

Рис. 1 Графики скорости по длине участка, полученные в первых десяти шагах времени с
интервалом 𝑙/(10𝑐). 𝑙 = 1200 м, 𝐷 = 0.2 м, 𝜆 = 0.018, 𝑢* = 5 м/c, 𝑐 = 1200 м/c, 𝑢00 = 0 м/c,
𝑢(0) = 𝑢(1) = 5 м/c, 𝑝00 = 7.00 MПa

На рис. 1 приведены кривые распределения скорости для различных момен-
тов времени первого условного периода. В рассматриваемом случае условный пе-
риод процесса по соответствующему параметру составляет 𝑙/𝑐. Нижние кривые при
𝑡𝑐/(10𝑙) = 0, 5, 10, 15, 20 отражают первую половину данного периода.

Рис. 2 График изменения скорости по длине за 1 сек. Остальные данные см. рис. 1
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Процесс увеличения скорости начинается одновременно с двух концов участка:
от нулевого значения до 5 м/с. Волны постепенно распространяются навстречу друг
другу. При 𝑡𝑐/(10𝑙) = 25 происходит их взаимодействие, в результате чего форми-
руется практически прямая линия с постоянной скоростью 5 м/с. Вместе с тем при
приближении к центральной части участка наблюдается снижение определяющей
скорости. Суперпозиция этих импульсов приводит скорость к новому значению, ко-
торое оказывается меньше 2 · 5 м/с = 10 м/с. После этого волны сжатия и разреже-
ния продолжают распространяться к концам участка. При этом вновь наблюдается
уменьшение величины скачка скорости до определённого уровня.

Достигнув концы участка, волны переворачиваются и стремятся обратно к вза-
имной встрече. В отличие от первых четырех нижних графиков, здесь в нижних
звеньях скорость имеет уже не нулевое, а приблизительно единичное значение. При
возвращении волн повторяется процесс, но с меньшим наибольшим значением. И т.д.
В нечетных условных периодах преобразуется верхняя огибающая линия кривых
давления, а в четных – нижняя огибающая. Это суждение подтверждается также
графиками рис. 3, которые представляют результатов изменения скорости по вре-
мени для сечений 𝑥 = 24, 600, 912 и 1176 м. Здесь можно наблюдать за характером
постепенного перехода к режиму с постоянной скоростью 5 м/c .

Рис. 3 Графики скорости потока в различных сечениях участка. Данные см. рис. 1

Рис. 4 Сравнение результатов изменения скорости со временем на расстоянии 𝑥 = 1176 м
согласно аналитическому решению и расчету по Comsol Multiphysics. Данные см. рис. 1
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На рис. 4 приведены графики временного изменения скорости потока в сечении
𝑥 = 1176 м, полученные согласно аналитическому решению и расчета по Comsol
Multiphysics. Как и на рис. 2, учет первых 1000 членов функционального ряда реше-
ния Фурье обеспечивает скачкообразных переходов через волны уплотнения и разря-
жения. В то же время расчеты в среде Comsol Multiphysics с тем же шагом времени
приводит образованию осцилляций при переходе через скачков.

При использовании более крупного интервала времени (рис. 5) проявляется экс-
поненциальное убывание амплитуды давления. При этом предельные значения дав-
ления в концах и середине участка согласуются новыми значениями скорости потока.
В середине участка установилось значение, которое было принято в начале процесса.

Рис. 5 Изменение давления по времени в различных сечениях трубопровода. Данные см.
рис. 1

Представлены результаты расчёта распределения скорости при начальных усло-
виях: 𝑢00 = 0 м/с, входная скорость в переходном режиме составила 𝑢(0) = 5 м/с,
выходная скорость — 𝑢(1) = 0 м/с (вариант I), при этом вдоль участка давление
оставалось постоянным и равным 𝑝00 = 7.00 МПа.

Рис. 6 Графики скорости по длине участка, полученные в 0, 5,. . . , 50-м шагах времени с
интервалом 𝑙/(10𝑐). 𝑙 = 1200 м, 𝐷 = 0.2 м, 𝜆 = 0.018, 𝑢* = 5 м/c, 𝑐 = 1200 м/c, 𝑢00 = 𝑢(1) =
= 0 м/c, 𝑢(0) = 5 м/c, 𝑝00 = 7.00 MПa
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На рис. 6 показаны кривые распределения скорости по длине участка, полученные
0, 5, . . . , 50-м для временных шагов при интервале 𝑙/(50𝑐). Разрывы скорости соответ-
ствуют волновым фронтам на графиках по мере их распространения слева направо.
Первая кривая отражает начальный момент, когда во входном сечении скорость рав-
на 5 м/с, тогда как в остальной части участка она равна нулю. Далее наблюдается
резкое уменьшение и перераспределение скорости: в левой части она изменяется, то-
гда как в правой зоне сохраняется исходное значение. Таким образом, во времени
на правой стороне участка волновой процесс сохраняет первоначальное состояние.
Уменьшение верхней огибающей кривых скорости связано с влиянием силы трения.
При этом поведение графиков показывает, что в противоположных направлениях
формируются волны разрежения. Верхняя огибающая температуроподобной функ-
ции практически не изменяется, тогда как нижняя огибающая имеет отрицательный
наклон, что указывает на рост скорости в противоположном направлении.

Рис. 7 Графики скорости по длине участка в 50, 55 . . . 100-х шагах времени с интервалом
𝑙/(10𝑐). Остальные данные см. рис. 6

Рис. 8 График изменения скорости по длине за 1 сек согласно аналитическому решению и
расчету по Comsol Multiphysics. Остальные данные см. рис. 6
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Рис. 9 График изменения скорости по длине за 2 сек согласно аналитическому решению и
расчету по Comsol Multiphysics. Остальные данные см. рис. 6

На рисунках 2, 8, 9 представлено распределение скорости по длине в моменты
времени 1 и 2 с. На данных графиках приведено сопоставление предложенного ана-
литического решения с результатами, полученными численным методом. Красная
линия соответствует аналитическому решению, найденному методом Фурье. Синяя
линия отображает результат численного расчета по явной схеме, выполненного в
программном комплексе COMSOL Multiphysics. При их сравнении выявлено, что в
численном решении в области скачка скорости возникают колебания (осцилляции).
Результаты для обоих методов получены при одинаковых граничных условиях и с
идентичным шагом по времени.

Как показали расчеты, в первой половине условного периода 2𝑙/𝑐 предыдущая
нижняя огибающая кривых остается без изменения (рис. 6 и 10), а upper (верхняя)
огибающая перестраивается. Во второй половине условного периода наблюдается об-
ратная картина (рис. 7). В целом, наблюдается тенденция перехода к конечному
состоянию, когда входная скорость составляет 𝑢(0), а выходная – 𝑢(1). Данная тен-
денция более ярко выражена в изменениях скорости по времени в разных сечениях
(𝑥 = 24, 600, 912 и 1176 м) на участке с общей длиной 1200 м (рис. 11). Здесь верх-
няя кривая соответствует первому внутреннему узлу расчета (𝑥 = 24 м), а нижняя
– к последнему внутреннему узлу (𝑥 = 1176 м).

Рис. 10 Графики скорости в первой половине второго условного периода. Данные см. рис.
6
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Верхние ступеньки в графиках соответствуют зонам волны уплотнения, а нижние
– зонам волн разряжения. В первом внутреннем узле график скорости без нижней
ступеньки, а в последнем внутреннем узле – без верхней ступеньки, т.к. между этими
и граничными узлами скорость терпит разрыв. Значение скорости в верхних сту-
пеньках с истечением времени снижается, а на нижних – возрастает. При больших
значениях времени скорость убывает линейным законом от 𝑢(0) в начале участке до
𝑢(1) в конце участка.

Рис. 11 Графики скорости потока в различных сечениях участка. Данные см. рис. 6

На рис. 11 приведены графики изменения скорости потока во времени в раз-
личных сечениях участка. По абсциссе расположены номера шагов с интервалом
𝜏 = 𝑙/(50𝑐), т.е. каждый 100 шагов представляет условный период процесса 𝑇 = 2𝑙/𝑐.

Верхняя кривая получена для сечения 𝑥 = 24 м. В целом она постепенно убыва-
ет. Локальные минимумы, достигающиеся в кратных условному периоду значениях
времени, постепенно возрастают.

Рис. 12 600𝑚 длины графика изменения скорости со временем. Данные см. рис. 6

Нижняя кривая соответствует расстоянию 1176 м, т.е. эта близкая к конце участ-
ка точка. Она постепенно возрастает. А её локальные максимумы соответствуют точ-
кам (𝑛+ 0.5)𝑇 . Левые склоны локальных максимумов соответствуют волнам уплот-
нения, а правые – волнам разряжения. В промежуточных кривых такая закономер-
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ность остается в силе. Но для них образуются верхние ступеньки, которые сохраня-
ются в течении времени от достижения прямой и обратной волн.

Во всех вариантах относительно скорости потока получены периодические реше-
ния. При 𝑢(0) ̸= 𝑢(1) получили решения с периодом 2𝑐/𝑙, а при 𝑢(0) = 𝑢(1) – с пери-
одом 𝑐/𝑙. В случае 𝑎 ̸= 0 эти величины составляли условные период, выражающие
характер изменения показателей в участке. При этом ступеньки в графиках скоро-
сти, отделяемые скачками скорости и граничными условиями, получились строго
горизонтальными. Т.е. интервал изменения скорости при скачках остается одинако-
вый при распространении односторонних возмущений. При встрече волн уплотне-
ния и разряжения, образованных одинаковыми граничными скоростями, наблюдает-
ся мгновенная взаимная компенсация и опрокидывания волн, которые продолжают
распространяться дальше без потерь (рис. 13).

Рис. 13 Графики скорости во времени в разных сечениях участка при 𝑎 = 0, 𝑢00 =
= 5 м/c, 𝑢(0) = 𝑢(1) = 4 м/c

Как видно из рисунка, при переходе к новому значению скорости с обеих сторон
участка интервал изменения скорости строго составляет. Амплитуда изменений ско-
рости при односторонних возмущениях находится в интервале с длиной. Типичные
для такого случая графики приведены рис. 14.

Рис. 14 Изменения скорости потока по времени в одном периоде в различных сечениях.
𝑎 = 0, 𝑢00 = 𝑢(0) = 5 м/c, 𝑢(1) = 4 м/c
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Постоянство значений в ступеньках графиков остается в силе и для результатов
расчета по давлению. Периодичность решения по давлению наблюдается при проис-
ходит повсеместное возрастание давления в конце каждого периода (рис. 15).

Рис. 15 Повсеместное возрастание давления при 𝑎 = 0, 𝑢00 = 𝑢(0) = 5 м/c, 𝑢(1) = 4 м/c

При наблюдается противоположный эффект. Но в обоих случаях при исключении
члена со множителем получается одинаковое решение для отдельно взятых периодов.

4 Заключение
Решение для скорости потока получено методом Фурье в виде функционального

ряда; распределение давления определено путем интегрирования исходной системы
уравнений на основе найденного выражения для скорости. Для сценариев с постоян-
ными значениями граничных условий разработан алгоритм и проведены численные
эксперименты с варьированием фактора силы трения.

Исследованы закономерности переходных процессов в условиях линеаризованно-
го квадратичного закона сопротивления при постоянной, линейно возрастающей и
линейно убывающей массе жидкости на расчетном участке. Выявлены особенности
динамики распространения и отражения одно- и двусторонних возмущений скорости,
обуславливающих перестройку полей скорости и давления под воздействием новых
граничных условий и формирование характерных огибающих кривых.

На основе полученного аналитического решения выведено выражение для пол-
ного напора, трансформирующееся в классическое давление для горизонтального
профиля трубопровода. Установлено, что положительная разность между входной и
выходной скоростями приводит к монотонному возрастанию давления на исследуе-
мом участке, тогда как отрицательная разность вызывает его монотонное снижение.
При этом скорость изменения среднего давления определяется величиной разности
входной и выходной скоростей, вследствие чего задачу целесообразно рассматривать
на малых временных интервалах.

Полученные результаты соответствуют развитому турбулентному режиму тече-
ния в трубопроводе круглого поперечного сечения. Для трубопроводов иной формы
вместо диаметра может использоваться удвоенный эквивалентный радиус.
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