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В работе построена квазиодномерная математическая модель стационарного про-
цесса теплоотдачи от тонкого прямоугольного ребра, установленного на цилиндри-
ческом трубопроводе параллельно его образующей. В отличие от классических по-
становок, на обоих основаниях ребра заданы граничные условия третьего рода, учи-
тывающие теплообмен с теплоносителем и окружающей средой, а также теплопере-
дачу через боковые поверхности ребра. Получено аналитическое решение уравнения
теплопроводности, описывающее распределение температуры по высоте ребра. Чис-
ленно проанализировано влияние высоты и толщины ребра и теплофизических ха-
рактеристик материала на температурное поле. Показано, что увеличение толщины
ребра замедляет убывание температуры по высоте и увеличивает общее количество
отводимого тепла. Предложены формула для эффективности оребрения и форму-
ла для путевого изменения температуры теплоносителя. Результаты подтверждают
адекватность модели и применимы при оценке эффективности оребрения теплооб-
менных поверхностей.
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1 Введение
Интенсификация процессов тепло-и и массообмена является одной из ключевых

задач современной теплотехники и энергетического машиностроения. Математиче-
скому моделированию и способам расчета процессов тепло- и массопереноса посвя-
щены работы [1–6]. Разработаны различные варианты уравнения теплопередачи по
закону Фурье, когда поток тепла пропорционален градиенту температуры и уравне-
ние имеет параболический тип, и для экстремальных условий, которые образуются
под воздействием аномальных возмущений: химического лазера, электрической или
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газовой сварки и описываются уравнениями гиперболического типа с учетом релак-
сационных свойств процесса [7]. Получены аналитические решения задач теплопере-
дачи при различных комбинациях граничных условий и в различных ортогональных
пространственных координатах [1, 2, 8, 9].

Для энергетики, химической промышленности и систем водяного/воздушного
отопления процессы теплопередачи организуются с помощью текущих теплоноси-
телей в условиях свободной или вынужденной конвекции [1, 10–12]. К сожалению,
учет конвективного теплообмена требует обращению к системе нелинейных трехмер-
ных уравнений Навье-Стокса, которые практически не поддаются аналитическому
решению в турбулентном режиме течения. В связи с этим разработан инженерный
вариант расчета – квазиодномерный подход описания гидродинамики потока, сопро-
вождающегося процессом теплопередачи [12–15].

Часто используемым результатом данного инженерного подхода является фор-
мула Шухова [15–18]. Она получена с учетом среднего значения коэффициента теп-
лоотдачи в системе теплоноситель-трубопровод-теплоизоляция-окружающая среда
и среднего значения внешнего диаметра трубопровода. В литературных источниках
можно найти также различных модификаций формулы Шухова [19].

Повышение эффективности теплоотдачи в теплообменных аппаратах позволяет
снизить энергетические затраты, уменьшить массогабаритные характеристики обо-
рудования и повысить его эксплуатационную надежность. Одним из наиболее распро-
странённых способов интенсификации теплообмена является применение оребрённых
поверхностей, обеспечивающих увеличение площади теплообмена между теплоноси-
телем и окружающей средой.

Особый практический интерес представляют продольные тонкостенные ребра,
устанавливаемые на поверхности трубопроводов и теплообменных элементов. Такие
ребра широко применяются в теплообменниках, энергетических установках, систе-
мах охлаждения и нагрева, а также в химической и нефтегазовой промышленности.
Эффективность оребрения в значительной степени определяется геометрическими
параметрами ребер, теплофизическими свойствами материала и условиями теплооб-
мена на границах контакта с теплоносителем и окружающей средой.

В классических работах [1, 2, 6, 9, 17], где обсуждаются задачи оребрения, про-
цесс теплопередачи в ребрах, как правило, описывается в рамках квазиодномерного
подхода, при котором распределение температуры по толщине ребра считается одно-
родным. При этом на основании ребра обычно задаётся постоянная температура, а
на противоположном конце принимается условие теплоизоляции. Однако подобные
упрощения существенно ограничивают область применимости получаемых результа-
тов и не всегда адекватно отражают реальные условия эксплуатации теплообменных
устройств.

Вопросам интенсификации теплообмена в ребристо-трубчатых аппаратах посвя-
щено множество современных исследований. В обзорной работе [20] подробно рас-
смотрены различные механизмы повышения эффективности теплоотдачи в подобных
системах. Значительная часть современных изысканий опирается на методы вычис-
лительной гидродинамики (CFD). Так, авторы работ [21] и [24] проводят детальный
параметрический анализ влияния геометрических характеристик ребер на общую
производительность теплообменников. Отдельный практический интерес представ-
ляет исследование [22], в котором выполнено численное моделирование процессов
теплообмена и перепада давления в теплообменнике типа «труба в трубе» с пря-
моугольными ребрами, что геометрически тесно перекликается с рассматриваемой
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нами задачей. Кроме того, для описания подобных процессов успешно применяют-
ся квазиодномерные математические модели; например, в работе [23] аналогичный
подход использован для оценки эффективности теплопередачи в закрытых системах
охлаждения.

В настоящей работе, опираясь на основы теории теплопередачи и на квазиодно-
мерный подход, предлагается математическая модель теплоотдачи от тонкого пря-
моугольного ребра, установленного цилиндрическому трубопроводу и ориентирован-
ного параллельно его образующей. На обоих основаниях ребра заданы граничные
условия третьего рода. Такая постановка задачи позволяет учесть теплообмен как с
теплоносителем, так и с окружающей средой, а также теплопередачу через боковые
поверхности ребра. Решение такой задачи позволяет анализировать влияние геомет-
рических параметров ребра и теплофизических характеристик материала на распре-
деление температуры по высоте ребра, на эффективность теплоотдачи и составить
простую зависимость для путевого изменения температуры жидкого теплоносителя
в условиях оребрения круглого трубопровода-теплообменника.

Полученные результаты могут быть использованы при проектировании и оптими-
зации оребрённых теплообменных поверхностей, а также при оценке эффективности
различных конструктивных решений в теплообменных аппаратах.

2 Задача теплопередачи по тонкому прямоугольному ребру,
установленному в цилиндрическую трубу и параллельного
образующей трубы
В работах [1, 2, 6, 9] представлены результаты математического моделирования

процесса теплоообмена в различных тонкостенных ребрах. Общий подход в этих ра-
ботах можно назвать квазиодномерным, т.к. распределение температуры по толщине
теплообменника принимается однородным. При этом двумерная задача представля-
ется в одномерной форме.

В упомянутых работах рассмотрены и решены задачи при фиксированном значе-
нии температуры на основании ребра, на верхнем основании принимали условие теп-
лоизоляции, а теплоотдача в окружающую среду происходит только через боковые
поверхности ребра. Адекватность такой модели можно улучшить, учитывая тепло-
отдачу ребра через верхнее основание. А также можно расширить область примене-
ния результатов, если учитывать теплопередачу на нижнем основании ребра. С этой
точки зрения ниже рассматривается процесс теплообмена в тонком прямоугольном
ребре, установленном в цилиндрический трубопровод грани которого параллельны
образующей цилиндрической трубы (рис. 1).

При формулировке и решении задачи исходим из квазиодномерного подхода, по-
лагая толщина пластины, из чего изготовлено ребро, намного меньше диаметра тру-
бы 2𝛿 << 𝐷, длины ребра 2𝛿 << 𝑙 и его высоты 2𝛿 << 𝐻.

Составим условия и квазиодномерное уравнение стационарного процесса тепло-
передачи по ребру. Введем ось координат 𝑧, которая начинается от уровня контакта
жидкость – ребро и кончается на уровне верхнего контакта ребро – окружающая
среда. Температуру в сечении обозначим через 𝑇 (𝑧). Коэффициент теплопроводно-
сти материала ребра составляет 𝜆, а температура рабочей жидкости составляет 𝑇.
Теплоотдача жидкости при 𝑥 = 0 описывается следующим условием:

−𝜆𝑑𝑇 (0)
𝑑𝑧

= 𝛼1 [𝑇 − 𝑇 (0)] ,

где 𝛼1 – коэффициент теплоотдачи от теплоносителя к теплообменнику.
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Рис. 1 Представление тонкостенного ребра с длиной 𝑙, высотой 𝐻 и толщиной 2𝛿, парал-
лельного к образующей круглого цилиндра

Поток тепла по высоте 0 < 𝑧 < 𝐻 ребра описывается по закону Фурье:

𝑄 (𝑧) = −2𝑙𝛿𝜆𝑑𝑇 (𝑧)
𝑑𝑧

.

Здесь 2𝑙𝛿 – площадь поперечного сечения ребра.
При этом происходит теплоотдача через боковые поверхности:

𝑑𝑄 (𝑧) = 2𝑙𝛼 (𝑇 − 𝑇𝑜𝑐) .

Здесь 𝛼 – коэффициент в законе Ньютона – Рихмана для границы между тепло-
обменником и окружающей средой.

Тогда баланс тепла в сечении 𝑥 описывается уравнением

−2𝑙𝛿
∫︁ 𝑧

0

𝑑

𝑑𝜂

(︂
𝜆
𝑑𝑇

𝑑𝜂

)︂
𝑑𝜂 + 2𝑙𝛼

∫︁ 𝑧

0

(𝑇 − 𝑇𝑜𝑐) 𝑑𝜂 = 0,

или

−2𝑙𝜆
∫︁ 𝑧

0

[︂
𝑑2𝑇

𝑑𝜂2
− 𝛼

𝜆𝛿
(𝑇 − 𝑇𝑜𝑐)

]︂
𝑑𝜂 = 0.

Значение данного интеграла будет равно нулю, если в произвольном сечении
подынтегральное выражение равняется нулю. Т.е. при 0 < 𝑧 < 𝐻:

𝑑2𝑇 (𝑧)

𝑑𝑧2
=

𝛼

𝜆𝛿
[𝑇 (𝑧)− 𝑇𝑜𝑐] .

На верхней границе 𝑥 = 𝐻 также учитывается теплообмен с окружающей средой

𝜆
𝑑𝑇 (𝐻)

𝑑𝑧
= −𝛼 [𝑇 (𝐻)− 𝑇𝑜𝑐] .

Данная постановка задачи отличается от известных задач тем, что (а) на границе
𝑥 = 0 учитывается теплообмен с теплоносителем, в то время в перечисленных выше
работах на этой границе задано значение температуры; (б) на границе 𝑥 = 𝐻 в
упомянутых выше работах принято условие теплоизоляции, а нашем случае учтена
теплопередача в окружающую среду.
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Для решения задачи о теплопередаче по высоте ребра вводится избыточная тем-
пература

𝜃(𝑧) = 𝑇 (𝑧)− 𝑇𝑜𝑐,
и задача перепишется относительно избыточной температуры:

𝑧 = 0 :
𝑑𝜃(0)

𝑑𝑧
= 𝑘1 [𝜃(0)− 𝑇 + 𝑇𝑜𝑐] ,

0 < 𝑧 < 𝐻 :
𝑑2𝜃(𝑧)

𝑑𝑧2
−𝑚2 𝜃(𝑧) = 0,

𝑧 = 𝐻 :
𝑑𝜃(𝐻)

𝑑𝑧
= −𝑘2𝜃(𝐻).

Здесь и далее пользуемся обозначениями 𝑘1 = 𝛼1

𝜆
, 𝑘2 = 𝛼

𝜆
, 𝑚 =

√︀
𝛼
𝜆𝛿

.
Так как 𝑚2 > 0, то решение задачи ищется в виде

𝜃(𝑧) = 𝐶1𝑒
𝑚𝑧 + 𝐶2𝑒

−𝑚𝑧,

которое однозначно удовлетворяет уравнению при 0 < 𝑧 < 𝐻.
Для определения неизвестных коэффициентов 𝐶1 и 𝐶2 обратимся к граничным

условиям, которые при подстановке выражения 𝜃(𝑧) приобретают вид:{︃
𝐶1𝑚− 𝐶2𝑚 = 𝑘1(𝐶1 + 𝐶2 − 𝑇ж + 𝑇ос),

𝐶1𝑚𝑒
𝑚𝐻 − 𝐶2𝑚𝑒

−𝑚𝐻 = −𝑘2(𝐶1𝑒
𝑚𝐻 + 𝐶2𝑒

−𝑚𝐻).

Отсюда находили значения неизвестных коэффициентов:

𝐶2 =
(𝑚+ 𝑘2)𝑘1(𝑇𝑜𝑐 − 𝑇)

(𝑚− 𝑘1)(𝑚− 𝑘2)𝑒−2𝑚𝐻 − (𝑚+ 𝑘1)(𝑚+ 𝑘2)
,

𝐶1 =
(𝑚− 𝑘2)𝑒−2𝑚𝐻𝑘1(𝑇𝑜𝑐 − 𝑇)

(𝑚− 𝑘1)(𝑚− 𝑘2)𝑒−2𝑚𝐻 − (𝑚+ 𝑘1)(𝑚+ 𝑘2)
.

Решение по избыточной температуре имеет вид:

𝜃(𝑧) =

[︀
(𝑚− 𝑘2)𝑒−2𝑚𝐻𝑒𝑚𝑧 + (𝑚+ 𝑘2)𝑒

−𝑚𝑧
]︀

(𝑚− 𝑘1)(𝑚− 𝑘2)𝑒−2𝑚𝐻 − (𝑚+ 𝑘1)(𝑚+ 𝑘2)
𝑘1(𝑇𝑜𝑐 − 𝑇).

Тогда распределение температуры по высоте ребра описывается формулой

𝑇 (𝑧) = 𝜃(𝑧) + 𝑇𝑜𝑐 =
𝑘1 (𝑇𝑜𝑐 − 𝑇)

(𝑚− 𝑘1)(𝑚− 𝑘2)𝑒−2𝑚𝐻 − (𝑚+ 𝑘1)(𝑚+ 𝑘2)
×

×
[︀
(𝑚− 𝑘2)𝑒−2𝑚𝐻𝑒𝑚𝑧 + (𝑚+ 𝑘2)𝑒

−𝑚𝑧
]︀
+ 𝑇𝑜𝑐.

3 Эффективность оребрения
Эффективность ребра определяется как отношение величины теплоотдачи от

оребренной поверхности к величине теплоотдачи той же поверхности без ребра [2].
Полученный выше результат использовали при составлении формулы эффективно-
сти оребрения круглого теплообменника с общей длиной 𝐿, в которой только часть
с длиной 𝑙 оребрена 𝑛 одинаковыми ребрами:

𝜉𝑛 =
𝑛𝑄𝑝1 +𝑄2(𝑛)

𝑄𝑇

,
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где

𝑄𝑝1 =
2𝛼𝑙𝑘1

[︀
𝑚−𝑘2
𝑚

(𝑒−𝑚𝐻 − 𝑒−2𝑚𝐻)− 𝑚+𝑘2
𝑚

(𝑒−𝑚𝐻 − 1) + 4𝛿𝑚𝑒−𝑚𝐻
]︀

(𝑚+ 𝑘1)(𝑚+ 𝑘2)− (𝑚− 𝑘1)(𝑚− 𝑘2)𝑒−2𝑚𝐻
(𝑇ж − 𝑇ос)

– теплоотдача одного ребра с длиной 𝑙;

𝑄2(𝑛) = [𝜋(𝐷 + 2𝛿𝑇 )𝐿− 2𝑛𝛿𝑙] (𝑇 − 𝑇𝑜𝑐)

– теплоотдача свободной от ребер наружной поверхности теплообменника;

𝑄𝑇 = 𝛼𝜋 (𝐷 + 2𝛿𝑇 )𝐿(𝑇 − 𝑇𝑜𝑐)

– теплоотдача круглого теплообменника без ребер.
Как видно из результата, эффективность оребрения не зависит от разности тем-

ператур теплоносителя и окружающей среды (𝑇−𝑇𝑜𝑐), а является функцией геомет-
рических и телофизических показателей трубопровода и ребра.

3.1 Обобщение формулы Шухова для оребренного трубопровода
На основе результатов теплопередачи оребренного круглого трубопровода с 𝑛 реб-

рами составлено квазиодномерное уравнение путевого изменения температуры жид-
кого теплоносителями 𝑇 (𝑥):

𝑑𝑇жс(𝑥)

𝑑𝑥
= −𝑎 [𝑇жс(𝑥)− 𝑇ос] ,

где 𝑇𝑜𝑐 – температура окружающей среды,

𝑎 =
𝑛𝐵 + 𝛼 [𝜋 (𝐷 + 2𝛿𝑇 )− 2𝑛𝛿]

𝑀𝑐𝐵
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

𝐷, 𝛿𝑇 – внутренний диаметр и толщина трубопровода-теплообменника,𝑀, 𝑐𝐵 – мас-
совый расход и удельная теплоемкость жидкого теплоносителя.

При известном значении температуры теплоносителя 𝑇 (0) на входе в участок
получена формула путевого изменения температуры теплоносителя:

𝑇 (𝑥) = 𝑇𝑜𝑐 + (𝑇 (0)− 𝑇𝑜𝑐) 𝑒−𝑎𝑥,

которая удобна для инженерных расчетов.

4 Результаты и их обсуждение
Составлена программа, позволяющая получить численные результаты по распре-

делению температуры по высоте ребра, по эффективности ребра (ребер) и по путево-
му изменению температуры теплоносителя, и с ее помощью проведен вычислитель-
ный эксперимент.

На рис. 2 и 3 приведены графики изменения температуры по высоте ребра с тол-
щиной 2 и 6 мм и длинами от 1 см до 10 см. Ребро изготовлено из алюминия с
коэффициентом теплопроводности 𝜆 = 202.0 Вт/(м · К). Температура теплоносите-
ля – 65∘C, а температура окружающей среды –20∘C. Коэффициент теплоотдачи от
теплоносителя к ребру – 3500.0 Вт/(м2К) [6], коэффициент теплоотдачи от ребра в
окружающую среду – 17.5 Вт/(м2К) [19].

Графики рис. 2 и 3 получились убывающими. Условия третьего рода на основа-
ниях ребра при увеличении высоты ребра привели к уменьшению температуры на



56 Эргашев Д.Й., Хужаев Ж.И., Ахмаджонов С.С.

этих границах. Этот факт обоснуется тем, с увеличением высоты ребра возрастает
тепловое его сопротивление. В результате пристеночном тепловом пограничном слое
увеличивается перепад температуры.

Как показали результаты, толщина ребра служит своеобразной мерой теплоемко-
сти ребра. В связи с этим при большей толщине ребра температура по высоте ребра
убывает медленнее, о чем свидетельствует рис. 3.

Рис. 2 Графики изменения температуры в рёбрах с толщиной 𝛿 = 2 мм при высотах
𝐻 = 1, 2, 3, . . . , 9 и 10 см (графики расположились сверху вниз).
𝜆 = 202.0 Вт/(м ·К), 𝛼1 = 3500.0 Вт/(м2 ·К), 𝛼 = 17.5 Вт/(м2 ·К), 𝑇ж = 65.0∘C, 𝑇ос = 20.0∘C

Рис. 3 Графики изменения температуры в рёбрах с толщиной 𝛿 = 6 мм при высотах
𝐻 = 1, 2, 3, . . . , 9 и 10 см. Остальные данные см. рис. 2

Для проверки адекватности полученных результатов было проведено сравнение
результатов аналитического решения и трехмерного численного решения, получен-
ного в программе Comsol Multiphysics. При этом количество контрольных объемов
составляло 482725. Реализована 𝑘 − 𝜀 модель турбулентности. Для обеспечения точ-
ности расчета 0.001 потребовалось время более 2.5 часа. Полученные результаты
практически полностью совпадали.

На рис. 4 приведены кривые эффективности оребрения с одним и тремя ребрами.
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Рис. 4 Графики изменения эффективности одного ребра с постоянной высотой (𝐻 =
= 0.001, 0.02, . . . 0.10 м) в зависимости от толщины ребра. 𝑇ос = 20∘C, 𝑇ж = 65∘C, 𝛼1 =
= 3500 Вт м−2 К−1, 𝛼 = 17.5 Вт м−2 К−1, 𝜆 = 202 Вт м−1 К−1, 𝐷 = 0.03 м

Рис. 5 Графики изменения эффективности трех ребер. Данные см. рис. 4

Проведены расчеты по путевому изменению температуры теплоносителя в зави-
симости от отдельных факторов – высоты, широту и количества ребер, диаметра и
толщины трубопровода, а также от скорости теплоносителя. На рис. 6 приведены
графики путевого изменения температуры теплоносителя при различных скоростях
потока в оребренном (сплошные линии) и неоребренном (прерывистые линии) тру-
бопроводе.

5 Заключение
В данной работе на основе квазиодномерного подхода разработана математиче-

ская модель стационарного процесса теплопередачи в тонкостенном, установленном
в круглый трубопровод прямоугольном ребре и получено аналитическое решение за-
дачи.

Расчеты показали монотонное убывание температуры по высоте ребра, причём с
увеличением его высоты возрастает тепловое сопротивление, что приводит к умень-
шению температуры на нижнем и верхнем основаниях ребра. Толщина ребра яв-
ляется важным параметром, характеризующим его тепловую инерционность: при
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Рис. 6 Путевое изменение температуры теплоносителя при скоростях потока 𝑢 = 0.2
(кривые 1 и 5), 0.5 (2 и 6), 1 (3 и 7) и 2 (4 и 8) м/с. 𝐻 = 5.0 см

увеличении толщины убывание температуры по высоте происходит медленнее, а ин-
тенсивность теплоотдачи в окружающую среду возрастает.

Расчетами установлено, что эффективность оребрения начинает проявляться, ес-
ли высота ребра больше чем толщины трубопровода-теплообменника. Многократное
увеличение эффективности теплообменника можно достигать с выбором количества,
высоты и толщины ребер. При больших высотах эффективность ребра экспоненци-
ально стремится к критическому значению.

Получена обобщенная формула Шухова для путевого изменения температуры
рабочей жидкости по длине участка круглого трубопровода, который имеет 𝑛 пря-
моугольных ребер, параллельных образующей цилиндрической поверхности. Досто-
верность данной формулы доказывается тем, что при высоте ребра, равной толщине
стенки трубопровода, формула повторяет классическую формулу Шухова. Результа-
тами вычислительного эксперимента доказали, что самым весомым фактором оказа-
лись скорость потока и числа ребер. При уменьшении первого и увеличении второго
показателях путевое падение температуры будет интенсивным.

Успехом данной работы является построение инженерного способа расчета трех-
мерного объекта – путевого изменения температуры жидкого теплоносителя в рам-
ках квазиодномерных подходов к описанию тепло- и массообменных процессов.

Результаты расчётов и сравнение их результатами трехмерного моделирования в
программе Comsol Multiphysics подтверждают, что предложенная модель адекватно
отражает реальные процессы теплопередачи в оребрённых теплообменных поверх-
ностях и результаты работы могут быть использованы для анализа теплообмена в
рёбрах, выполненных из различных материалов.
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This paper develops a quasi-one-dimensional mathematical model of steady-state heat
transfer from a thin rectangular fin installed on a cylindrical pipeline parallel to its
generatrix. Unlike classical formulations, third-kind boundary conditions are specified
at both fin bases, accounting for heat exchange with the coolant and the environment,
as well as heat transfer through the fin’s lateral surfaces. An analytical solution of the
heat-conduction equation describing the temperature distribution along the fin height is
obtained. The influence of fin height and thickness and of the material’s thermophysical
properties on the temperature field is analyzed numerically. Increasing the fin thickness
is shown to slow the temperature decrease along the height and to raise the total heat
removed. Formulas for the finning efficiency and for the streamwise change of the coolant
temperature are proposed. The results confirm the model’s validity and its applicability
for evaluating the finning efficiency of heat-exchange surfaces.
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