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В статье рассмотрены гибридные CPU-GPU параллельные реализации алгорит-

мов численного решения для эредитарного модельного уравнения объемной активно-

сти радона. Тестовый пример представляет собой прямую задачу Коши для нелиней-

ного дробно-дифференциального уравнения с оператором Герасимова-Капуто пере-

менного порядка и переменными коэффициентами. Важность разработки произво-

дительных алгоритмов решения прямых задач модели объемной активности радона

обусловлена их использованием при решении соответствующих обратных задач на

основе данных мониторинга радона с целью решения практических задач по иден-

тификации некоторых параметров геологической среды. На основе данных о сред-

нем времени выполнения тестовой задачи даны асимптотические оценки сложности

последовательных и предложенных параллельных алгоритмов. Показано, исполь-

зование гибридных параллельных CPU-GPU алгоритмов дают прирост производи-

тельности до 17 раз и могут дать существенное преимущество при решении задач

с большим объёмом экспериментальных данных, за счёт использования узла GPU.

Также показано, что асимптотически точные оценки сложности: по памяти для всех

гибридных алгоритмов порядка Θ(𝑛2); для гибридной реализации нелокальной яв-

ной схемы порядка Θ(𝑛); для гибридной реализации нелокальной неявной схемы

порядка Θ(𝑛2).
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1 Введение
В современной науке большое внимание уделено математическому моделирова-

нию процессов в насыщенных средах в задачах экономики, биологии, геофизики и
сейсмологии и др. Мониторинг изменения концентрации радиоактивного газа радона,
как известно из работ [1, 2] и многих других, может считаться хорошим индикатором
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процессов, в том числе аномальных, в геологической среде (геосреде), предшествую-
щих землетрясениям. Особенно это важно для Камчатки, расположенной в одном из
наиболее сейсмоопасных регионов Земли. Однако механизмы возникновения таких
аномалий всё ещё малоизученны, а прямые наблюдения невозможны. Это обуслав-
ливает важность таких задач математического моделирования в области геофизики.

Опуская подробности, связанные с мониторингом, исследованиями радона как
предвестника и моделированием различных процессов, прямо или косвенно с ним
связанных, с которыми можно ознакомиться в [3–5] и др. исследованиях по теме,
отметим только два момента, необходимые для понимания объекта исследований
автора. Во-первых, сбор экспериментальных данных по радону осуществляется по-
средством прибора с газоразрядным счетчиком 𝛽-распада в накопительной камере,
поэтому далее, говоря о радоне, будет иметься в виду ОАР (объемная активность
радона) в накопительной камере. Во-вторых, процесс массопереноса радона по сво-
ей природе является нелокальным и обладает свойствами, для описания которых
классической диффузии ОДУ недостаточно. Поэтому автором с коллегами в рабо-
те [3] предлагаются новые математические (эредитарные) модели ОАР, но с учётом
нелокальности по времени, что приводит к эффекту наследственности (памяти, эре-
дитарности) [6] в динамике переноса радона [7].

Математический аппарат эредитарных моделей ОАР опирается на дробное ис-
числение, теория которого изучена достаточно хорошо [8–10]. В качестве дробной
производной рассматриваются операторы типа Герасимова-Капуто [11, 12] как по-
стоянного 0 < 𝛼 < 1 порядка, так и переменного 0 < 𝛼(𝑡) < 1 порядка [13].
Предложенные в [3] новые модели ОАР прошли апробацию на экспериментальных
данных ОАР с пунктов мониторинга подпочвенных газов на острове Сахалин и на
Петропавловск-Камчатском геодинамическом полигоне. Показано [3], что эредитар-
ная 𝛼-модель ОАР может хорошо описывать не только процессы накопления при
определенном выборе параметров, но и спада. Также показано, что эредитарная 𝛼(𝑡)-
модель ОАР может описывать сложное аномальное поведения ОАР со временем за
счет большой гибкости в выборе функций, входящих в модельные уравнения.

Но в упомянутых работах параметры моделей ОАР подбирались вручную путём
сопоставления модельных кривых с обработанными экспериментальными данными,
визуальным оценкам при наложении и оценке степени подобия по 𝑅 — коэффициен-
ту корреляции Пирсона и 𝑅2 – коэффициенту детерминации [14]. Это обуславлива-
ет важность решения обратных задач [15] для имеющихся математических моделей
динамики переноса радона на основе данных по ОАР, проблему, часто возникаю-
щую при работе с геологическими данными. Поэтому авторами в работах [16, 17]
формулируется и решается обратная задача с целью идентификации оптимальных
значений параметров для эредитарной 𝛼-модели ОАР или вида 𝛼(𝑡) функции [18]
в эредитарной 𝛼(𝑡)-модели ОАР. Решаются данные обратные задачи алгоритмом на
основе итерационного метода Левенберга-Марквардта, где возникает необходимость
циклического пересчета решения прямой задачи при разных значениях параметров
эредитарной модели ОАР и сопоставлении результатов с экспериментальными дан-
ными. При этом прямая задача может иметь достаточно высокую вычислительную
сложность как при увеличении 𝑁 размера входных данных, например, вслед за из-
менением частоты дискретизации экспериментальных данных, так и при выборе ме-
тода решения. В качестве методов решения выступают известные численные мето-
ды, нелокальные: EFDS (явная конечно-разностная схема) и IFDS-MNM (неявная
конечно-разностная схема, решаемая модифицированным методом Ньютона).
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Что касается подобных исследований, то в статьях [19, 20] исследуются вопро-
сы ускорения вычислений при моделировании некоторых диффузионных процессов
на основе нелокальной по пространственным переменным дробной производной ти-
па Герасимова-Капуто и её некоторых подвидов. Авторы предлагают для ускорения
снижать вычислительную точность ещё на этапе построения аппроксимации дробной
производной. Показано, что при использовании таких подходов можно в разы уско-
рить вычисление. В работе автора [21] представлен вариант параллельной гибридной
реализации EFDS на GPU и приведены оценки эффективности, но на персональной
супер ЭВМ и с другим тестовым примером. Для повышения производительности
вычислений организуется предварительное вычисление значений всех параметров и
функций на расчётной сетке, однако EFDS имеет неустранимую последовательную
часть в алгоритме, что при увеличении 𝑁 делает параллельные алгоритмы EFDS
неэффективными. Всё это обуславливает важность разработки и анализа эффек-
тивных алгоритмов решения прямых задач математического моделирования ОАР с
учетом наследственности. Поэтому в данном исследовании рассматриваются оцен-
ки вычислительной сложности для параллельных гибридных CPU-GPU реализаций
методов (EFDS-hybrid, IFDS-MNM-hybrid), исполняемых одновременно как на CPU
(центральный процессор), так и на GPU (графический ускоритель).

2 Тестовый пример
Рассмотрим эредитарную 𝛼(𝑡) – модель ОАР из работы [3] для описания аномаль-

ного импульса (всплеска) ОАР в виде задачи Коши:

𝜕
𝛼(𝑡)
0,𝑡 𝐴(𝑡) = −𝑎(𝑡)𝐴(𝑡)2 − 𝑏(𝑡)𝐴(𝑡) + 𝑐(𝑡), 𝐴(𝑡) =

𝐴(𝑡)

𝐴𝑚𝑎𝑥

, 𝐴(𝑡0) =
𝐴0

𝐴𝑚𝑎𝑥

, (1)

где 𝐴(𝑡) – ОАР в безразмерном виде; 𝐴(𝑡) – ОАР; 𝐴𝑚𝑎𝑥 – максимальное значение
ОАР, наблюдаемое в данных; 𝐴0 – ОАР в начальный момент времени; 𝑎(𝑡) – функция,
связанная с выходом радона из камеры; 𝑐(𝑡) – функция, связанная с поступлением

радона в камеру. 𝜕
𝛼(𝑡)
0,𝑡 𝐴(𝑡) =

1

Γ(1− 𝛼(𝑡))

∫︁ 𝑡

0

˙̄𝐴(𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼(𝑡)
– член модели, описывающий

задержку в переносе радона, являющийся дробным оператором типа Герасимова-
Капуто [11, 12] переменного порядка 0 < 𝛼(𝑡) < 1. Для упрощения в (1) и далее
опустим не нужные размерности величин, за исключением 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇̇ ] – время процесса
в [c]; где 𝑡0 и 𝑇̇ > 0 – начальный и конечный моменты времени. Независимо от схемы,
численное решение рассматривается в равномерной сеточной области:

ℎ = 𝑇̇ /𝑁, ̂︀Ω = {(𝑡𝑖 = 𝑖ℎ) : 0 ⩽ 𝑖 < 𝑁} ,
𝐴(𝑡) = 𝐴𝑖, 0 < 𝐴𝑖 < 1, 𝑎(𝑡) = 𝑎𝑖, 𝑐(𝑡) = 𝑐𝑖, 𝛼(𝑡) = 𝛼𝑖.

(2)

Задачу (1) в области (2) будем рассматривать при следующих значениях парамет-
ров, как в (3), но при разном числе 𝑁 , кратном 100. Это сделано для наглядности,
упрощения построения графиков и удобства работы с оценками.

𝑇̇ = 22, 𝐴0 = 0, 𝐴𝑚𝑎𝑥 = 1, 𝜆0 = 0.05,

𝛼(𝑡) = 0.99
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𝑇
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(︂
3𝜋 𝑡

𝑇

)︂2
)︃)︃

, 𝑏(𝑡) = 𝜆0,

𝑎(𝑡) = −2𝜆0 + 12𝜆0

(︃
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(︂
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𝑇
− 𝜋

11

)︂2

+ 2 cos

(︂
𝜋 𝑡

𝑇

)︂2
)︃
,
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𝑐(𝑡) = 12𝜆0

(︃
(𝑇 − 𝑡)

𝑇
sin

(︂
3𝜋 𝑡

𝑇

)︂2

+
12(𝑇 − 𝑡)

10 𝑇
sin

(︂
2𝜋 𝑡

𝑇

)︂2
)︃
. (3)

Пример результатов решения прямой задачи математического моделирования по
IFDS-MNM, как в работе [3] при 𝑁 = 132, представлены ниже на (рис. 1), а результат
по EFDS будет аналогичен.

Рис. 1 a,б,в) параметры из (3); г) результаты моделирования (1): 1–модельная кривая, 2–
обработанные экспериментальные данные ОАР

3 Гибридные реализации алгоритмов
Все упоминаемые в данной статье алгоритмы и функции интегрированы в про-

граммный комплекс FEVO v1.0, разработанный в рамках гранта «Разработка про-
граммного комплекса для моделирования и анализа объемной активности радона как
предвестника сильных землетрясений Камчатки» для решения прямых и обратных
задач моделирования динамики ОАР. В качестве основного языка программирования
в программном комплексе FEVO v1.0 выбран язык С по стандарту C99 благодаря его
универсальности, широким возможностям для работы с памятью за счёт концепции
указателей [22].

Как в случае EFDS, так и IFDS-MNM осуществляется предварительное парал-
лельное вычисление всех возможных значений [23], которые можно вычислить до на-
чала основного цикла, осуществляющего решение модельного уравнения. Но в IFDS-
MNM нет неустранимой последовательной части алгоритма, поэтому он прекрасно
поддается распараллеливанию, причём как на CPU, так и на GPU. В этом разделе
представим параллельные алгоритмы, реализующие численные методы, в виде блок-
схем: IFDS-MNM-hybrid (рис. 2) и EFDS-hybrid (рис. 3), написанных на псевдокоде
на основе С и его надстройки CUDA С. Некоторые тривиальные операции не приво-
дятся на блок-схемах, так например: cudaMalloc() – функции для выделения RAM
GPU, большая часть вызовов cudaFree() – для освобождения RAM GPU, кроме
тех, что важны для эффективной организации вычислений. Подробнее об организа-
ции гибридных параллельных вычисления для EFDS можно узнать из работы [21].
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При реализации гибридных параллельных алгоритмов важным пунктом является
организация работы с RAM GPU таким образом, чтобы свести число операций ко-
пирования между RAM CPU и RAM GPU к необходимому минимуму. Например,
вычисление на GPU значений функции 𝛼(𝑡) на всей сетке из 𝑁 узлов и сохранение
этих данных в RAM GPU до получения итогового результата.

Рис. 2 Блок-схема параллельного гибридного CPU-GPU алгоритма IFDS-MNM-hybrid
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Рис. 3 Блок-схема параллельного гибридного CPU-GPU алгоритма EFDS-hybrid

4 Методика оценки сложности алгоритма на основе среднего
времени выполнения
Оценки сложности параллельных гибридных алгоритмов (EFDS-hybrid, IFDS-

MNM-hybrid), а также их последовательных (EFDS, IFDS-MNM) версий будем про-
водить на основе информации о времени выполнения их программных реализаций
на языке С, интегрированных в программный комплекс FEVO v1.0. Т. к. при раз-
ных численных экспериментах будут получаться немного различные результаты по
𝑇 – времени выполнения в [сек.], а количество экспериментов конечно, то 𝑇 мож-
но считать случайной величиной с некоторой функцией распределения, для которой
математическое ожидание (среднее значение) дискретной случайной величины:

𝑇𝑝,𝑔(𝑁) =
1

𝐿

𝐿∑︁
𝑖=1

𝑇 𝑖
𝑝,𝑔(𝑁), (4)

где 𝑁 – число узлов (2), т. е. размер входных данных; 𝑝 – число потоков CPU; 𝑔 –
число мультипроцессоров GPU [25]; 𝑁 – число узлов (2); 𝑖 – индекс эксперимента;
𝐿 – объем выборки. Замеры времени 𝑇 𝑖

𝑝,𝑔(𝑁) на выполнение кода будем проводить
с использованием функции gettimeofday() языка С как одном из наиболее точных
методов подсчета времени.

Далее, для оценок «сложности по времени» согласно (4) с выборкой в 𝐿 = 10
значений, будем использовать следующие параметры:



Асимптотические оценки сложности гибридных алгоритмов численного решения . . . 161

– 𝑇1,0(𝑁) – время выполнения тестового примера размера 𝑁 , затрачиваемое после-
довательными (EFDS, IFDS-MNM) алгоритмами;

– 𝑇𝑝,𝑔(𝑁) – время выполнения тестового примера размера𝑁 , затрачиваемое гибрид-
ными параллельными (EFDS-hybrid, IFDS-MNM-hybrid) алгоритмами на основе
API OpenMP [26] и API CUDA [24, 25] на ЭВМ с 𝑝 ⩾ 2 потоками CPU.

Числом 𝑔 в рамках программного комплекса FEVO v1.0 пользователь не управля-
ет, но может менять число thread на один block. Далее функции FEVO v1.0 вычис-
лят оптимальную grid задействования CUDA ядер GPU на основе заданного числа
thread. По умолчанию задаётся thread = 32, что, как показывает практика, исклю-
чает «артефакты» (ошибки), вызванные неправильной конфигурацией grid. Более
того, изменение числа thread существенно не изменит время выполнения.

Аналогичным образом, для оценок «сложности по памяти» используется понятие
использованная память (uRAM) в [Мб] и вводятся следующие параметры:

– 𝑀1,0(𝑁) – uRAM при выполнении тестового примера размера 𝑁 последователь-
ными (EFDS, IFDS-MNM) алгоритмами;

– 𝑀𝐶
𝑝,𝑔(𝑁) – uRAM при выполнении тестового примера размера 𝑁 гибридными па-

раллельными (EFDS-hybrid, IFDS-MNM-hybrid) алгоритмами на ЭВМ с 𝑝 ⩾ 2
потоками CPU и неким фиксированным числом 𝑔;

– 𝑀𝐺
𝑝,𝑔(𝑁) – аналогично, uRAM вычислительного узла GPU при решении задачи

EFDS-hybrid и IFDS-MNM-hybrid алгоритмами.

Далее, имея статистику по времени выполнения 𝑇𝑝,𝑔(𝑁) примера в зависимости
от размера 𝑁 , для оценки «сложности по времени» можно построить T – функ-
цию времени выполнения алгоритма, с помощью полиномиальной интерполяции. В
таком случае T представляет собой полином 𝑛 – й степени, а порядок роста функ-
ции времени выполнения определяется ее старшим, 𝑓𝑝,𝑔(𝑁), доминирующим членом.
Анализировать алгоритмы T-функциям может быть достаточно трудно. Например,
если T функция имеет большое количество локальных экстремумов или существуют
иные зависимости времени выполнения от не очевидных факторов. Поэтому в теории
вычислительной сложности [27] алгоритмов используются асимптотические границы
(оценки) времени выполнения [28]. Для получения Θ – асимптотически точной оцен-
ки сложности необходимо показать, что:

Θ(𝑓𝑝,𝑔(𝑁)) =

{︃
T𝑝,𝑔(𝑁) :

∃𝑘1 > 0, 𝑘2 > 0, ∃𝑁0 ∈ {0, 1, 2, ...} ,
0 ⩽ 𝑘1𝑓𝑝,𝑔(𝑁) ⩽ T𝑝,𝑔(𝑁) ⩽ 𝑘2𝑓𝑝,𝑔(𝑁), ∀𝑁 ⩾ 𝑁0.

}︃
(5)

5 Результаты по оценкам сложности алгоритмов

5.1 Последовательные алгоритмы

а) б)

Рис. 4 Время выполнения тестового примера и интерполирующая данные кривая
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Действительно, с помощью функции polyfit() в пакете MATLAB на осно-
ве данных о 𝑇 – времени выполнения (рис. 4) получаем полиномы T𝐸𝐹𝐷𝑆

1,0 (𝑁) и

T𝐼𝐹𝐷𝑆−𝑀𝑁𝑀
1,0 (𝑁), для которых неравенства (5) выполняются при условиях:

Θ(𝑛) =

{︃
T𝐸𝐹𝐷𝑆

1,0 (𝑁) = 0.16028𝑛− 12.51764,

∃𝑘1 = 0, 𝑘2 > 0.16028, 𝑁 ⩾ 78,

}︃
(6a)

Θ(𝑛2) =

{︃
T𝐼𝐹𝐷𝑆−𝑀𝑁𝑀
1,0 (𝑁) = 0.000004𝑛2 − 0.004518𝑛+ 1.077855,

∃𝑘1 = 0, 𝑘2 > 0.000004, 𝑁 ⩾ 749,

}︃
(6b)

следовательно, функция времени выполнения T последовательного алгоритма T1,0(𝑁)
асимптотически ограничена снизу и сверху полиномиальной функцией 𝑓𝑝,𝑔(𝑁) с точ-
ностью до постоянного множителя 𝑘2, коэффициента при старшей степени полинома.

а) б)

Рис. 5 Затраты памяти uRAM на выполнение примера и интерполирующая кривая

Та же логика оценки применима к данным по затратам памяти. С помощью
polyfit() на основе 𝑀 данных uRAM строятся M – функции использования па-
мяти алгоритмом (рис. 5), для которых неравенства (5) выполняются при условиях:

Θ(𝑛) =

{︃
M𝐸𝐹𝐷𝑆

1,0 (𝑁) = 0.030517𝑛+ 0.000205,

∃𝑘1 = 0, 𝑘2 > 0.030517, 𝑁 ⩾ 1,

}︃
(7a)

Θ(𝑛2) =

{︃
M𝐼𝐹𝐷𝑆−𝑀𝑁𝑀

1,0 (𝑁) = 0.05722𝑛2 + 0.724487𝑛+ 0.002083,

∃𝑘1 = 0, 𝑘2 > 0.7833, 𝑁 ⩾ 1.

}︃
(7b)

В итоге имеем, что асимптотически точные оценки сложности алгоритмов по вре-
мени и по памяти:

– для последовательного алгоритма EFDS – порядка Θ(𝑛);
– для последовательного алгоритма IFDS-MNM – порядка Θ(𝑛2).

6 Гибридные параллельные алгоритмы
При решении подобных задач с помощью гибридного параллельного алгоритма

EFDS оптимальное число используемых 𝑝 потоков CPU, обозначаемых далее [поток.],
лежит в диапазоне от 15 до 20, что показано из анализа эффективности в работе [21].
Увеличение числа 𝑝 > 20 задействованных в расчётах не даст существенного при-
роста производительности. Поэтому проведём серию вычислительных экспериментов
по решению тестовой задачи (1–3) с помощью описанных выше (рис. 2 и 3) гибридных
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параллельных алгоритмов, в том числе IFDS-MNM при 𝑝 = 16, но в 5 раз большем,
чем для последовательных алгоритмов, размере входных данных 𝑁 и шагом между
разными примерами.

а) б)

Рис. 6 Время выполнения примера гибридными алгоритмами и интерполирующая кривая

Аналогично, на основе данных о 𝑇 времени выполнения (рис. 6) получаем поли-
номы T𝐸𝐹𝐷𝑆−ℎ𝑦𝑏𝑟𝑖𝑑

𝑝,𝑔 (𝑁) и T𝐼𝐹𝐷𝑆−𝑀𝑁𝑀−ℎ𝑦𝑏𝑟𝑖𝑑
𝑝,𝑔 (𝑁), для которых неравенства (5) выпол-

няются при условиях:

Θ(𝑛) =

{︃
T𝐸𝐹𝐷𝑆−ℎ𝑦𝑏𝑟𝑖𝑑

𝑝,𝑔 (𝑁) = 0.16028𝑛− 12.51764,

∃𝑘1 = 0, 𝑘2 > 𝑄,𝑁 ⩾ 78,

}︃
(8a)

Θ(𝑛2) =

{︃
T𝐼𝐹𝐷𝑆−𝑀𝑁𝑀−ℎ𝑦𝑏𝑟𝑖𝑑

𝑝,𝑔 (𝑁) = 0.0000027𝑛2 − 0.019629𝑛+ 23.692790,

∃𝑘1 = 0, 𝑘2 > 0.0000027, 𝑁 ⩾ 5597.

}︃
(8b)

следовательно, функции времени выполнения гибридных алгоритмов T𝑝,𝑔(𝑁) асимп-
тотически ограничены снизу и сверху соответствующей полиномиальной функцией
𝑓𝑝,𝑔(𝑁) с точностью до постоянного множителя 𝑘2, коэффициента при старшей сте-
пени полинома.

С точки зрения затрат RAM алгоритмом, как для CPU, так и для GPU вычисли-
тельных узлов, также строятся M – функции (рис. 10–13), для которых неравенства
(5) выполняются при условиях:

Θ(𝑛2) =

{︃
M𝐶,𝐸𝐹𝐷𝑆−ℎ𝑦𝑏𝑟𝑖𝑑

𝑝,𝑔 (𝑁) = 0.381469𝑛2 + 3.051763𝑛− 0.000245,

∃𝑘1 = 0, 𝑘2 > 1.3122, 𝑁 ⩾ 1,

}︃
(9a)

Θ(𝑛2) =

{︃
M𝐺,𝐸𝐹𝐷𝑆−ℎ𝑦𝑏𝑟𝑖𝑑

𝑝,𝑔 (𝑁) = 0.381469𝑛2 + 2.288813𝑛− 0.003431,

∃𝑘1 = 0, 𝑘2 > 1.0185, 𝑁 ⩾ 1,

}︃
(9b)

Θ(𝑛2) =

{︃
M𝐶,𝐼𝐹𝐷𝑆−𝑀𝑁𝑀−ℎ𝑦𝑏𝑟𝑖𝑑

𝑝,𝑔 (𝑁) = 1.525878𝑛2 + 8.010967𝑛− 0.27193,

∃𝑘1 = 0, 𝑘2 > 14.1296, 𝑁 ⩾ 1,

}︃
(9c)

Θ(𝑛2) =

{︃
M𝐺,𝐼𝐹𝐷𝑆−𝑀𝑁𝑀−ℎ𝑦𝑏𝑟𝑖𝑑

𝑝,𝑔 (𝑁) = 1.525879𝑛2 + 6.863808𝑛+ 4.1022058,

∃𝑘1 = 0, 𝑘2 > 19.0582, 𝑁 ⩾ 1.

}︃
(9d)
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а) б)

в) г)

Рис. 7 Затраты памяти uRAM на выполнение примера гибридными алгоритмами и интер-
полирующая кривая

В итоге имеем, что асимптотически точные оценки сложности по времени:

– для параллельного алгоритма EFDS-hybrid – порядка Θ(𝑛);
– для параллельного алгоритма IFDS-MNM-hybrid – близки к порядку Θ(𝑛2);

асимптотически точные оценки сложности гибридных алгоритмов по памяти:

– для EFDS-hybrid и IFDS-MNM-hybrid – порядка Θ(𝑛2).

7 Заключение
В статье рассмотрены программные реализации численных методов решения эре-

дитарного модельного уравнения объемной активности радона на основе нелинейного
дробно-дифференциального уравнения с производной Герасимова-Капуто перемен-
ного порядка и переменными коэффициентами. На основе данных о решении тесто-
вого примера различными представленными алгоритмами даны оценки сложности
алгоритмов. В заключении можно сказать следующее: последовательный EFDS име-
ет асимптотически точные оценки сложности алгоритма по времени и по памяти
порядка Θ(𝑛); в то время как последовательный IFDS-MNM имеет асимптотически
точные оценки сложности алгоритма по времени и по памяти порядка Θ(𝑛2); гибрид-
ный параллельный EFDS-hybrid имеет асимптотически точную оценку сложности
алгоритма по времени порядка Θ(𝑛); гибридный параллельный IFDS-MNM-hybrid
имеет асимптотически точную оценку сложности алгоритма по времени близки к
порядку Θ(𝑛2); оба алгоритма EFDS-hybrid и IFDS-MNM-hybrid имеют асимптоти-
чески точные оценки сложности алгоритмов по памяти порядка Θ(𝑛2).

Видно, что EFDS-hybrid не даёт существенного прироста в скорости вычислений
(порядка 30%) по сравнению с последовательной реализацией EFDS, но при учёте
ограничений по устойчивости EFDS и тем фактом, что для параллельных реализаций
необходимо на порядки больше RAM, использование EFDS-hybrid может ускорить
вычисления при решении обратных задач; в то же время, IFDS-MNM-hybrid даёт
значительный прирост производительности в 17 раз.
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The article considers hybrid CPU-GPU parallel implementations of numerical solu-

tion algorithms for the hereditary model equation of radon volume activity. The test

example is a direct Cauchy problem for a nonlinear fractional differential equation with a

Gerasimov-Caputo operator of variable order and variable coefficients. The importance

of developing efficient algorithms for solving direct problems of the radon volume activ-

ity model is due to their use in solving corresponding inverse problems based on radon

monitoring data in order to solve practical problems of identifying certain parameters

of the geological environment. Based on data on the average execution time of the test

problem, asymptotic estimates of the complexity of sequential and proposed parallel al-

gorithms are given. It is shown that the use of hybrid parallel CPU-GPU algorithms

provides a performance gain of up to 17 times and can give a significant advantage in

solving problems with large amounts of experimental data, due to the use of a GPU node.

It is also shown that asymptotically exact complexity estimates are: for memory, for all

hybrid algorithms of order Θ(𝑛2); for the hybrid implementation of a non-local explicit

scheme of order Θ(𝑛); for the hybrid implementation of a non-local implicit scheme of

order Θ(𝑛2).
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