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Интегралы Фурье функций встречаются в основном в теории специальных функ-

ций и анализе Фурье, но также и в других прикладных и вычислительных науках и

технике, например, в теоретической физике, акустическом рассеянии, квантовой хи-

мии, теории процессов переноса, электромагнетизме, телекоммуникациях, механике

и т.д. В данной работе рассматривается задача о нахождении коэффициентов весо-

вых оптимальных квадратурных формул. При этом сначала решим краевую задачу

для экстремальной функции квадратурной формулы. С помощью экстремальной

функции находится вид нормы функционала погрешности. Норма функционала по-

грешности зависит от коэффициентов и узлов. Используя метод Лагранжа мы полу-

чим систему линейных алгебраических уравнений для нахождения коэффициентов

весовых оптимальных квадратурных формул.
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1 Введение и постановка задач
На практике очень важно построить квадратурную формулу в гильбертовом про-

странстве для приближенного вычисления интегралов. Полученные результаты по-
строения квадратурных формул позволяют разрабатывать совершенные математи-
ческие модели различных природных процессов.

Существуют различные методы построения оптимальных квадратурных формул
для приближенного вычисления определенных интегралов, среди которых можно
выделить метод Соболева, сплайн-функции и методы 𝜙−функции [1–11].

В [10] для приближенного вычисления интегралов использовалась сплайн - ква-
зиинтерполяция. Кроме того, при интегрировании сильных осциллирующий функ-
циями занимались такие ученые, как С. Олвер, Т. Холл, А. Изерлес, С.П. Норсетт,
Д.Р. Яндрлич, А.В. Пейчев, М.М. Спалевич, Градимир В. Милованович, Тереза Ла-
удадио, Никола Мастронарди, Донателлы Оккорсио, Хомейера, Шривастава, Х.М.,
Масьеда-Джамеи, М., Моалеми (см. [1, 2, 6, 12, 13]).

Следует отметить, что в последующие годы в гильбертовых пространствах 𝐿
(𝑚)
2

и 𝑊
(𝑚,𝑚−1)
2 С.Джеон, Ч.О. Ли, Г.В. Милованович, Х.М. Шадиметов, А.Р. Хаётов,
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Н.Д. Болтаев, С.С. Бабаев, Б.И. Бозоров, У.Н. Хайриев провел и научные иссле-
дования по построению оптимальных квадратурных формул и их применению для
приближенного вычисления осциллирующих интегралов (см. [14–18]).

В [15, 16] периодических функций в гильбертовом пространстве ̃︁𝑊2

(𝑚,𝑚−1)
(0, 1] в

𝑚 ⩾ 2 построены оптимальные квадратурные формулы для приближенного вычис-
ления коэффициентов Фурье в следующих случаях: 𝜔 ∈ Z∖{0} и 𝜔ℎ /∈ Z, в 𝜔 ∈ Z∖{0}
и 𝜔ℎ ∈ Z и 𝜔 = 0.

С этой целью одним из основных вопросов вычислительной математики считает-
ся выполнение научных исследований по следующим направлениям:
1) Численный расчет коэффициентов Фурье.
2) Построение оптимальных квадратурных формул в различных гильбертовых про-
странствах и оценка их погрешностей.

Обозначимчерез 𝑊
(𝑚,0)
2 (0, 1) класс функций 𝜙, определенных на интервале [0, 1],

который обладает абсолютно непрерывной (𝑚− 1)−й производной на отрезке [0, 1] и
𝑚−я производная находится в 𝐿2(0, 1). Класс 𝑊

(𝑚,0)
2 (0, 1) со скалярным произведе-

нием

⟨𝑓, 𝑔⟩
𝑊

(𝑚,0)
2

=

1∫︁
0

(︀
𝑓 (𝑚) (𝑥) + 𝑓 (𝑥)

)︀ (︀
𝑔(𝑚) (𝑥) + 𝑔 (𝑥)

)︀
𝑑𝑥. (1)

является гильбертовым пространством, если мы отождествляем функции, которые
отличаются от решения уравнения 𝑓 (𝑚)(𝑥) + 𝑓(𝑥) = 0. Следовательно, 𝑊

(𝑚,0)
2 (0, 1)

это гильбертово пространство, снабженной полу-нормой основанной на скалярном
произведением (1)

‖𝑓‖
𝑊

(𝑚,0)
2

= ⟨𝑓, 𝑓⟩1/2
𝑊

(𝑚,0)
2

. (2)

Для функции 𝑓 из пространства 𝑊
(𝑚,0)
2 (0, 1) рассмотрим квадратурную формулу

вида
1∫︁

0

𝑓 (𝑥) 𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥𝑑𝑥 ∼=
𝑁∑︁

𝛽=0

𝐶 [𝛽] 𝑓 [𝛽], (3)

где 𝜔 ∈ R, 𝜔 ̸= 0, 𝐶 [𝛽]− неизвестные коэффициенты квадратурной формулы вида
(3), [𝛽] = ℎ𝛽

(︀
𝛽 = 0, 𝑁, ℎ = 1

𝑁

)︀
, 𝑁− натуральное число.

Известно, что при построении квадратурных формул в конкретном пространстве
изучается сходимость квадратурной суммы к интегралу. В этом случае необходимо
оценить полученную погрешность. Погрешностью квадратурной формулы (3) назы-
вается следующим разность

(ℓ, 𝑓) =

1∫︁
0

𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥−
𝑁∑︁

𝛽=0

𝐶[𝛽]𝑓 [𝛽] (4)

и она определяет функционал

ℓ (𝑥) = 𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥𝜀[0,1] (𝑥)−
𝑁∑︁

𝛽=0

𝐶[𝛽]𝛿 (𝑥− ℎ𝛽) , (5)
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который называется функционалом погрешности квадратурной формулы (3), где
𝜀[0,1](𝑥)− характеристическая функция отрезка [0,1] и 𝛿(𝑥)− дельта-функция Дирака.

Погрешность квадратурной формулы в виде (5) равна значению функционала
погрешности ℓ в 𝑓 . Этот функционал непрерывен и ограничен, его норма конечна и
определяется следующим образом⃦⃦⃦

ℓ|𝑊 (𝑚,0)*
2

⃦⃦⃦
= sup

𝑓,‖𝑓‖≠0

|(ℓ, 𝑓)|⃦⃦⃦
𝑓 |𝑊 (𝑚,0)

2

⃦⃦⃦ . (6)

Из (6) получаем приведенную выше оценку погрешности (5) квадратурной фор-
мулы (3)

|(ℓ, 𝑓)| ⩽
⃦⃦⃦
ℓ|𝑊 (𝑚,0)*

2

⃦⃦⃦
·
⃦⃦⃦
𝑓 |𝑊 (𝑚,0)

2

⃦⃦⃦
. (7)

Из неравенства (7) видно, что погрешность формулы оценивается сверху с нор-

мой функционала погрешности. В свою очередь, в пространстве 𝑊
(𝑚,0)
2 (0, 1) норма

элементов, не принадлежащих ядру нормы (2) и принадлежащих этому простран-
ству, есть положительное конечное число. Поэтому нам необходимо найти выражение
нормы функциональное погрешности ℓ. Очевидно, норма ℓ является ограниченной
функцией, зависящей от коэффициентов 𝐶𝛽 квадратурной формулы (3). Коэффици-
енты 𝐶𝛽, дающие наименьшее значение нормы функционала погрешности называют-
ся оптимальными коэффициентами квадратурной формулы вида (3) в пространстве

𝑊
(𝑚,0)
2 (0, 1) и обозначаются

∘
𝐶 [𝛽] , 𝛽 = 0, 1, . . . , 𝑁 . Таким образом, для построения

оптимальной квадратурной формулы с 𝜔 ∈ R, 𝜔 ̸= 0 в гильбертовом пространстве
𝑊

(𝑚,0)
2 (0, 1), нам необходимо решить следующие две основные задачи.
Задача 1. Сначала для функционала погрешности ℓ вида (5), определенного в

гильбертовом пространстве, найти норму ‖ℓ‖.
Задача 2. Во-вторых, найти коэффициенты 𝐶[𝛽], 𝛽 = 0, 1, . . . , 𝑁 (если они

есть), которые дают минимум значение нормe ‖ℓ‖
𝑊

(𝑚,0)*
2

.

2 Нахождение экстремальной функции и выражение нормы
функционала погрешности
Для решения задачи 1, то есть для нахождения формы нормы функционала по-

грешности (5), мы используем понятие экстремальной функции.
Определение. [19] Функция 𝜓ℓ удовлетворяющее следующему равенству

(ℓ, 𝜓ℓ) = ‖ ℓ|𝑊 (𝑚,0)*
2 (0, 1) ‖ · ‖ 𝜓ℓ|𝑊 (𝑚,0)

2 (0, 1) ‖, (8)

называется экстремальной функцией квадратурной формулы (3).

В этом случае, поскольку пространство 𝑊
(𝑚,0)
2 (0, 1) является гильбертовым, вос-

пользуемся теоремой Рисса об общем виде линейного непрерывного функционала
(см. [20]).

По теореме Рисса для всех функций 𝑓 в пространстве 𝑊
(𝑚,0)
2 (0, 1) существует

единственная функция 𝜓ℓ, удовлетворяющая следующему уравнению

(ℓ, 𝑓) =< 𝜓ℓ, 𝑓 > (9)

и имеет место следующее равенство

‖ ℓ|𝑊 (𝑚,0)*
2 ‖ = ‖ 𝜓ℓ|𝑊 (𝑚,0)

2 ‖,
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где < 𝜓ℓ, 𝑓 > – скалярное произведение этих двух функций из пространства
𝑊

(𝑚,0)
2 (0, 1) .
Отсюда мы получаем следующее

(ℓ, 𝜓ℓ) = ℓ (𝜓ℓ) = ⟨𝜓ℓ, 𝜓ℓ⟩𝑊 (𝑚,0)
2 (0,1)

=
⃦⃦⃦
𝜓ℓ|𝑊 (𝑚,0)

2

⃦⃦⃦2
=
⃦⃦⃦
ℓ|𝑊 (𝑚,0)*

2

⃦⃦⃦2
. (10)

Интегрируя правую часть уравнения (10) по частям, приходим к этому уравнению
и краевой задаче со следующими условиями

𝜓
(2𝑚)
ℓ (𝑥)− 𝜓ℓ(𝑥) = (−1)𝑚ℓ(𝑥), (11)

(︁
𝜓

(𝑚+𝑠)
ℓ (𝑥) + 𝜓

(𝑠)
ℓ (𝑥)

)︁ ⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥=1

𝑥=0

= 0, 𝑠 = 0, 1, ...,𝑚− 1, (12)

где 𝑚 – нечетное натуральное число, ℓ – это сопряженный функционал к функцио-
налу ℓ.

Справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Решение приведенного выше уравнения (11) при условиях (12) явля-
ется экстремальной функцией для весовой квадратурной формулы вида (3) и опре-
деляется следующим образом

𝜓ℓ(𝑥) = (−1)𝑚ℓ(𝑥) *𝐺𝑚(𝑥) + 𝑌𝑚(𝑥), (13)

где

𝐺𝑚(𝑥) =
sgn𝑥

2𝑚

[︃
sh(𝑥) +

𝑚−1∑︁
𝑘=1

𝑒𝑥 cos 𝜋𝑘
𝑚 cos

(︂
𝑥 sin

𝜋𝑘

𝑚
+
𝜋𝑘

𝑚

)︂]︃
, (14)

является решением уравнения

𝐺(2𝑚)
𝑚 −𝐺𝑚(𝑥) = 𝛿(𝑥), (15)

a

𝑌𝑚(𝑥) = 𝑑0𝑒
−𝑥 +

𝑚−1
2∑︁

𝑘=1

𝑒−𝑥 cos 2𝜋𝑘
𝑚

[︂
𝑑1𝑘 cos

(︂
𝑥 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂
+ 𝑑2𝑘 sin

(︂
𝑥 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂]︂
,

где 𝑑0, 𝑑1𝑘 и 𝑑2𝑘 – любые комплексные числа, * – операция свертки.
Теорему можно доказать так же, как и теорему 2.1 в [21].

Поскольку функционал погрешности (5) определен на пространстве 𝑊
(𝑚,0)
2 (0, 1),

он удовлетворяет следующим условиям:(︀
ℓ, 𝑒−𝑥

)︀
= 0, (16)(︂

ℓ, 𝑒−𝑥 cos 2𝜋𝑘
𝑚 cos

(︂
𝑥 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂)︂
= 0,

(︂
ℓ, 𝑒−𝑥 cos 2𝜋𝑘

𝑚 sin

(︂
𝑥 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂)︂
= 0. (17)

Из этого ясно, что для существования весовых квадратурных формул вида (3)
должно выполняться условие 𝑁 + 1 ⩾ 𝑚. Равенства (16) - (17) означают, что

наша весовая квадратурная формула точна для функций 𝑒−𝑥 cos 2𝜋𝑘
𝑚 cos

(︀
𝑥 sin 2𝜋𝑘

𝑚

)︀
,

𝑒−𝑥 cos 2𝜋𝑘
𝑚 sin

(︀
𝑥 sin 2𝜋𝑘

𝑚

)︀ (︁
𝑘 = 1, 𝑚−1

2

)︁
и 𝑒−𝑥.
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Теперь, используя теорему, мы получаем представление квадрата нормы функ-
ционала погрешности (5). Учитывая определение свертки и равенство (5), мы вычис-
ляем свертку ℓ(𝑥) *𝐺𝑚(𝑥), т.е.

ℓ(𝑥) *𝐺𝑚(𝑥) =

∞∫︁
−∞

ℓ(𝑦)𝐺𝑚(𝑥− 𝑦)𝑑𝑦 =

1∫︁
0

𝑒−2𝜋𝑖𝜔𝑦𝐺𝑚(𝑥− 𝑦)𝑑𝑦 −
𝑁∑︁
𝛽0

𝐶𝛽𝐺𝑚(𝑥− ℎ𝛽),

где ℓ и 𝐶𝛽 сопряжены с ℓ и 𝐶𝛽 соответственно.
Затем, принимая во внимание (1), (9) и теорему, получаем

‖ℓ‖2 = (ℓ, 𝜓ℓ) =< 𝜓ℓ, 𝜓ℓ >𝑊
(𝑚,0)
2

=

∞∫︁
−∞

ℓ(𝑥)𝜓ℓ(𝑥)𝑑𝑥 = (−1)𝑚
∞∫︁

−∞

ℓ(𝑥) ·
(︀
ℓ(𝑥) *𝐺𝑚(𝑥)

)︀
𝑑𝑥,

т.е.

‖ℓ‖2 = (−1)𝑚
∞∫︁

−∞

(︃
𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥𝜀[0,1](𝑥)−

𝑁∑︁
𝛽=0

𝐶𝛽(𝑥− ℎ𝛽)

)︃
×

×

⎛⎝ 1∫︁
0

𝑒−2𝜋𝑖𝜔𝑦𝐺𝑚(𝑥− 𝑦)𝑑𝑦 −
𝑁∑︁

𝛽=0

𝐶𝛾𝐺𝑚(𝑥− ℎ𝛾)

⎞⎠ 𝑑𝑥.

Отсюда мы получаем

‖ℓ‖2 = (−1)𝑚

⎡⎣ 𝑁∑︁
𝛽=0

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛽𝐶𝛾𝐺𝑚(ℎ𝛽 − ℎ𝛾)−
𝑁∑︁

𝛽=0

1∫︁
0

(︀
𝐶𝛽𝑒

2𝜋𝑖𝜔𝑥 + 𝐶𝛽𝑒
−2𝜋𝑖𝜔𝑥

)︀
×

×𝐺𝑚(𝑥− ℎ𝛽)𝑑𝑥+

1∫︁
0

1∫︁
0

𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥𝑒−2𝜋𝑖𝜔𝑦𝐺𝑚(𝑥− 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

⎤⎦ . (18)

Теперь покажем, что правая сторона (18) является действительной. Действитель-
но, пусть 𝐶𝛽 = 𝐶𝑅

𝛽 + 𝑖𝐶𝐼
𝛽, где 𝑖

2 = −1, 𝐶𝑅
𝛽 и 𝐶𝐼

𝛽 являются действительными числами.
Используя формулу Эйлера 𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥 = cos(2𝜋𝜔𝑥)+𝑖 sin(2𝜋𝜔𝑥), мы получаем следующие
равенства

𝑁∑︁
𝛽=0

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛽𝐶𝛾𝐺𝑚(ℎ𝛽 − ℎ𝛾) =
𝑁∑︁

𝛽=0

𝑁∑︁
𝛾=0

(︀
𝐶𝑅

𝛽 𝐶
𝑅
𝛾 + 𝐶𝐼

𝛽𝐶
𝐼
𝛾

)︀
𝐺𝑚(ℎ𝛽 − ℎ𝛾),

𝐶𝛽𝑒
2𝜋𝑖𝜔𝑥 + 𝐶𝛽𝑒

−2𝜋𝑖𝜔𝑥 = 2𝐶𝑅
𝛽 cos (2𝜋𝜔𝑥) + 2𝐶𝐼

𝛽 sin (2𝜋𝜔𝑥) ,

1∫︁
0

1∫︁
0

𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥𝑒−2𝜋𝑖𝜔𝑦𝐺𝑚(𝑥− 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

1∫︁
0

1∫︁
0

cos [2𝜋𝜔(𝑥− 𝑦)]𝐺𝑚(𝑥− 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦.

Учитывая последние три равенства, из (18) для нормы функционала погрешности
получаем:

‖ℓ‖2 = (−1)𝑚

[︃
𝑁∑︁

𝛽=0

𝑁∑︁
𝛾=0

(︀
𝐶𝑅

𝛽 𝐶
𝑅
𝛾 + 𝐶𝐼

𝛽𝐶
𝐼
𝛾

)︀
𝐺𝑚(ℎ𝛽 − ℎ𝛾)−
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−2
𝑁∑︁

𝛽=0

𝐶𝑅
𝛽

1∫︁
0

cos (2𝜋𝜔𝑥)𝐺𝑚(𝑥− ℎ𝛽)𝑑𝑥− 2
𝑁∑︁

𝛽=0

𝐶𝐼
𝛽

1∫︁
0

sin (2𝜋𝜔𝑥)𝐺𝑚(𝑥− ℎ𝛽)𝑑𝑥+

+

1∫︁
0

1∫︁
0

cos [2𝜋𝜔(𝑥− 𝑦)]𝐺𝑚(𝑥− 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

]︃
(19)

и из (16) - (17) мы имеем следующие равенства

𝑁∑︁
𝛽=0

𝐶𝑅
𝛽 𝑒

−ℎ𝛽 =

1∫︁
0

𝑒−𝑥 cos (2𝜋𝜔𝑥) 𝑑𝑥, (20)

𝑁∑︁
𝛽=0

𝐶𝑅
𝛽 𝑒

−ℎ𝛽 cos 2𝜋𝑘
𝑚 cos

(︂
ℎ𝛽 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂
=

1∫︁
0

𝑒−𝑥 cos 2𝜋𝑘
𝑚 cos

(︂
𝑥 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂
cos (2𝜋𝜔𝑥) 𝑑𝑥, (21)

𝑁∑︁
𝛽=0

𝐶𝑅
𝛽 𝑒

−ℎ𝛽 cos 2𝜋𝑘
𝑚 sin

(︂
ℎ𝛽 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂
=

1∫︁
0

𝑒−𝑥 cos 2𝜋𝑘
𝑚 sin

(︂
𝑥 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂
cos (2𝜋𝜔𝑥) 𝑑𝑥, (22)

𝑁∑︁
𝛽=0

𝐶𝐼
𝛽𝑒

−ℎ𝛽 =

1∫︁
0

𝑒−𝑥 sin (2𝜋𝜔𝑥) 𝑑𝑥, (23)

𝑁∑︁
𝛽=0

𝐶𝐼
𝛽𝑒

−ℎ𝛽 cos 2𝜋𝑘
𝑚 cos

(︂
ℎ𝛽 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂
=

1∫︁
0

𝑒−𝑥 cos 2𝜋𝑘
𝑚 cos

(︂
𝑥 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂
sin (2𝜋𝜔𝑥) 𝑑𝑥, (24)

𝑁∑︁
𝛽=0

𝐶𝐼
𝛽𝑒

−ℎ𝛽 cos 2𝜋𝑘
𝑚 sin

(︂
ℎ𝛽 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂
=

1∫︁
0

𝑒−𝑥 cos 2𝜋𝑘
𝑚 sin

(︂
𝑥 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂
sin (2𝜋𝜔𝑥) 𝑑𝑥. (25)

Таким образом, задача 1 решена. Далее мы решим задачу 2.

3 Дискретная система для нахождения оптимальных
коэффициентов весовых квадратурных формул
Квадрат нормы (19) функционала погрешности (5) является многомерной квад-

ратичной функцией коэффициентов 𝐶𝑅
𝛽 и 𝐶𝐼

𝛽. Чтобы найти минимум нормы (19)
функционала погрешности (5) по коэффициентам 𝐶𝑅

𝛽 и 𝐶𝐼
𝛽 при условиях (20)–(25),

мы применяем метод Лагранжа для нахождения условного экстремума.
Рассмотрим функцию

Ψ
(︁
𝐶𝑅

0 , ..., 𝐶
𝑅
𝑁 , 𝐶

𝐼
0 , ..., 𝐶

𝐼
𝑁 , 𝑑

𝑅
0 , 𝑑

𝐼
0, 𝑑

𝑅
11, ..., 𝑑

𝑅
1𝑚−1

2
, 𝑑𝐼11, ..., 𝑑

𝐼
1𝑚−1

2
, 𝑑𝑅21, ..., 𝑑

𝑅
2𝑚−1

2
, 𝑑𝐼21, ..., 𝑑

𝐼
2𝑚−1

2

)︁
=

= ‖ℓ‖2 − 2(−1)𝑚𝑑𝑅0

⎛⎝ 1∫︁
0

𝑒−𝑥 cos (2𝜋𝜔𝑥) 𝑑𝑥−
𝑁∑︁

𝛽=0

𝐶𝑅
𝛽 𝑒

−ℎ𝛽

⎞⎠−

−2(−1)𝑚𝑑𝐼0

⎛⎝ 1∫︁
0

𝑒−𝑥 sin (2𝜋𝜔𝑥) 𝑑𝑥−
𝑁∑︁

𝛽=0

𝐶𝐼
𝛽𝑒

−ℎ𝛽

⎞⎠−
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−2(−1)𝑚𝑑𝑅1𝑘

⎛⎝ 1∫︁
0

𝑒−𝑥 cos 2𝜋𝑘
𝑚 cos

(︂
𝑥 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂
cos (2𝜋𝜔𝑥) 𝑑𝑥−

−
𝑁∑︁

𝛽=0

𝐶𝑅
𝛽 𝑒

−ℎ𝛽 cos 2𝜋𝑘
𝑚 cos

(︂
ℎ𝛽 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂)︃
−

−2(−1)𝑚𝑑𝐼1𝑘

⎛⎝ 1∫︁
0

𝑒−𝑥 cos 2𝜋𝑘
𝑚 cos

(︂
𝑥 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂
sin (2𝜋𝜔𝑥) 𝑑𝑥−

−
𝑁∑︁

𝛽=0

𝐶𝐼
𝛽𝑒

−ℎ𝛽 cos 2𝜋𝑘
𝑚 cos

(︂
ℎ𝛽 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂)︃
−

−2(−1)𝑚𝑑𝑅2𝑘

⎛⎝ 1∫︁
0

𝑒−𝑥 cos 2𝜋𝑘
𝑚 sin

(︂
𝑥 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂
cos (2𝜋𝜔𝑥) 𝑑𝑥−

−
𝑁∑︁

𝛽=0

𝐶𝑅
𝛽 𝑒

−ℎ𝛽 cos 2𝜋𝑘
𝑚 sin

(︂
ℎ𝛽 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂)︃
−

−2(−1)𝑚𝑑𝐼2𝑘

⎛⎝ 1∫︁
0

𝑒−𝑥 cos 2𝜋𝑘
𝑚 sin

(︂
𝑥 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂
sin (2𝜋𝜔𝑥) 𝑑𝑥−

−
𝑁∑︁

𝛽=0

𝐶𝐼
𝛽𝑒

−ℎ𝛽 cos 2𝜋𝑘
𝑚 sin

(︂
ℎ𝛽 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂)︃
.

Приравнивая к нулю частные производные функцииΨ по 𝐶𝑅
𝛽 , 𝐶

𝐼
𝛽

(︀
𝛽 = 0, 𝑁

)︀
, 𝑑𝑅0 , 𝑑

𝐼
0,

𝑑𝑅1𝑘, 𝑑
𝐼
1𝑘, 𝑑

𝑅
2𝑘 и 𝑑𝐼2𝑘

(︁
𝑘 = 1, 𝑚−1

2

)︁
, получаем следующую систему линейных уравнений

для 𝛽 = 0, 1, ..., 𝑁 ,

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝑅
𝛾 𝐺𝑚(ℎ𝛽 − ℎ𝛾) + 𝑑𝑅0 𝑒

−ℎ𝛽 + 𝑑𝑅1𝑘𝑒
−ℎ𝛽 cos 2𝜋𝑘

𝑚 cos

(︂
ℎ𝛽 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂
+

+𝑑𝑅2𝑘𝑒
−ℎ𝛽 cos 2𝜋𝑘

𝑚 sin

(︂
ℎ𝛽 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂
=

1∫︁
0

cos (2𝜋𝜔𝑥)𝐺𝑚(𝑥− ℎ𝛽)𝑑𝑥, (26)

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝑅
𝛾 𝑒

−ℎ𝛾 =

1∫︁
0

𝑒−𝑥 cos (2𝜋𝜔𝑥) 𝑑𝑥, (27)

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝑅
𝛾 𝑒

−ℎ𝛾 cos 2𝜋𝑘
𝑚 cos

(︂
ℎ𝛾 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂
=

1∫︁
0

𝑒−𝑥 cos 2𝜋𝑘
𝑚 cos

(︂
𝑥 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂
cos (2𝜋𝜔𝑥) 𝑑𝑥, (28)

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝑅
𝛾 𝑒

−ℎ𝛾 cos 2𝜋𝑘
𝑚 sin

(︂
ℎ𝛾 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂
=

1∫︁
0

𝑒−𝑥 cos 2𝜋𝑘
𝑚 sin

(︂
𝑥 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂
cos (2𝜋𝜔𝑥) 𝑑𝑥, (29)
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𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝐼
𝛾𝐺𝑚(ℎ𝛽 − ℎ𝛾) + 𝑑𝐼0𝑒

−ℎ𝛽 + 𝑑𝐼1𝑘𝑒
−ℎ𝛽 cos 2𝜋𝑘

𝑚 cos

(︂
ℎ𝛽 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂
+

+𝑑𝐼2𝑘𝑒
−ℎ𝛽 cos 2𝜋𝑘

𝑚 sin

(︂
ℎ𝛽 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂
=

1∫︁
0

sin (2𝜋𝜔𝑥)𝐺𝑚(𝑥− ℎ𝛽)𝑑𝑥, (30)

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝐼
𝛾𝑒

−ℎ𝛾 =

1∫︁
0

𝑒−𝑥 sin (2𝜋𝜔𝑥) 𝑑𝑥, (31)

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝐼
𝛾𝑒

−ℎ𝛾 cos 2𝜋𝑘
𝑚 cos

(︂
ℎ𝛾 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂
=

1∫︁
0

𝑒−𝑥 cos 2𝜋𝑘
𝑚 cos

(︂
𝑥 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂
sin (2𝜋𝜔𝑥) 𝑑𝑥, (32)

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝐼
𝛾𝑒

−ℎ𝛾 cos 2𝜋𝑘
𝑚 sin

(︂
ℎ𝛾 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂
=

1∫︁
0

𝑒−𝑥 cos 2𝜋𝑘
𝑚 sin

(︂
𝑥 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂
sin (2𝜋𝜔𝑥) 𝑑𝑥. (33)

Теперь, умножив обе стороны равенств (30) - (33) на 𝑖 и добавив к обеим сторонам
(26) - (29) соответственно, используя обозначения 𝐶𝛽 = 𝐶𝑅

𝛽 + 𝐶𝐼
𝛽, 𝑑0 = 𝑑𝑅0 + 𝑖𝑑𝐼0, 𝑑1𝑘 =

= 𝑑𝑅1𝑘+ 𝑖𝑑
𝐼
1𝑘 и 𝑑2𝑘 = 𝑑𝑅2𝑘+ 𝑖𝑑

𝐼
2𝑘

(︁
𝑘 = 1, 𝑚−1

2

)︁
для коэффициентов оптимальных весовых

квадратурных формул вида (3), мы получаем следующую систему𝑁+𝑚+1 линейных
уравнений и 𝛽 = 0, 1, ..., 𝑁 ,

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾𝐺𝑚(ℎ𝛽 − ℎ𝛾) + 𝑑0𝑒
−ℎ𝛽 + 𝑑1𝑘𝑒

−ℎ𝛽 cos 2𝜋𝑘
𝑚 cos

(︂
ℎ𝛽 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂
+

+𝑑2𝑘𝑒
−ℎ𝛽 cos 2𝜋𝑘

𝑚 sin

(︂
ℎ𝛽 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂
= 𝑓𝑚(ℎ𝛽), 𝛽 = 0, 1, ..., 𝑁, (34)

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾𝑒
−ℎ𝛾 =

1∫︁
0

𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥𝑒−𝑥𝑑𝑥, (35)

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾𝑒
−ℎ𝛾 cos 2𝜋𝑘

𝑚 cos

(︂
ℎ𝛾 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂
=

1∫︁
0

𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥𝑒−𝑥 cos 2𝜋𝑘
𝑚 cos

(︂
𝑥 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂
𝑑𝑥, (36)

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾𝑒
−ℎ𝛾 cos 2𝜋𝑘

𝑚 sin

(︂
ℎ𝛾 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂
=

1∫︁
0

𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥𝑒−𝑥 cos 2𝜋𝑘
𝑚 sin

(︂
𝑥 sin

2𝜋𝑘

𝑚

)︂
𝑑𝑥, (37)

где 𝐺𝑚(𝑥) определяется равенством (14),

𝑓𝑚(ℎ𝛽) =

1∫︁
0

𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥𝐺𝑚(𝑥− ℎ𝛽)𝑑𝑥. (38)

Следует отметить, что система (34) - (37) имеет единственное решение, и это реше-
ние дает минимум квадрата нормы (19) функционала погрешности (5) при условиях
(35) - (37). Единственность решения этой системы получена в [22].
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Из (19) и из работы [22] следует, что квадрат нормы функционала погрешности
ℓ, который является квадратичной функцией коэффициентов 𝐶𝛽, имеет единствен-

ный минимум при некотором конкретном значении 𝐶𝛽 = 𝐶𝛽. Весовая квадратурная

формула и коэффициенты 𝐶𝛽 (𝛽 = 0, 1, ..., 𝑁), соответствующие этому минимуму, на-

зываются оптимальной весовой квадратурной формулой, а 𝐶𝛽 называются оптималь-
ными коэффициентами.

4 Заключение

Таким образом, в настоящей работе мы с использованием метода Соболева реши-
ли первую часть задачи, т.е. нашли явное выражение квадрата нормы функционала
погрешности. Для нахождения условного минимума квадрата нормы функционала
погрешности (5) при условиях (16) - (17) применяя метод неопределенных многожи-
телей Лагранжа и приравинивая к нулю частные производные от Ψ(C,d) по коэффи-
циентам 𝐶𝛽 (𝛽 = 0, 1, ..., 𝑁) , 𝑑1𝑘 и 𝑑2𝑘(𝑘 = 1, 𝑚−1

2
) мы получили дискретную систему

линейных уравнений для коэффициентов оптимальных весовых квадратурных фор-
мул в гильбертовом пространстве 𝑊𝑚,0

2 (0, 1).
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[11] Aimi A., Calabrò F., Falini A., Sampoli M. L., and Sestini A. Quadrature formulas based on
spline quasi-interpolation for hypersingular integrals arising in IgA-SGBEM // Computer
Methods in Applied Mechanics and Engineering. – 2020. – Vol. 372. – 113441.

[12] Iserles A. and Norsett S. P. Efficient quadrature of highly oscillatory integrals using
derivatives // Proceedings of the Royal Society A. – 2005. – Vol. 461. – Issue 2057. –
P. 1383-1399.

[13] Trefethen L.N. Exactness of Quadrature Formulas // SIAM Review. – 2022. – Vol. 64. – P.
1-17.

[14] Shadimetov Kh.M., Hayotov A.R. and Bozarov B. Optimal quadrature formulas for
oscillatory integrals in the Sobolev space // Journal of Inequalities and Applications. –
2022. – Vol. 103. – P. 1-21. doi: http://dx.doi.org/10.1186/s13660-022-02839-4.

[15] Hayotov A.R., Khayriev U.N. Optimal quadrature formulas in the spacẽ︁𝑊𝑚,𝑚−1
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solve the boundary value problem for the extremal function of the quadrature formula.

Using the extremal function, we find the norm of the error functional. The norm of

the error functional depends on the coefficients and nodes. Using the Lagrange method,

we obtain a system of linear algebraic equations for finding the coefficients of weighted

optimal quadrature formulas.
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