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В данной статье представлен высокоточный и эффективный метод - дискретный

вариант метода предварительного интегрирования для численного решения задачу

Коши для сингулярно возмущенного уравнения третьего порядка. Метод основан на

разложение старшей производной дифференциального уравнения в конечный ряд по

полиномам Чебышева первого рода с неизвестными коэффициентами разложения.

Все низшие производные и приближённое решение дифференциального уравнения

определяются путем предварительного интегрирования ряда для старшей произ-

водной с применением дискретной формулы интегрирования, понижающий порядок

старшей производной. Таким образом, получаются основные алгебраические урав-

нения в предлагаемом методе. Присоединяя к этим основным уравнениям допол-

нительные уравнения, полученные из трех начальных условий, получается система

линейных алгебраических уравнений для определения неизвестных коэффициентов

разложения для предложенного решения. Числа уравнений и числа неизвестных

в полученной алгебраической система совпадают. Данная система решается стан-

дартным методом в данной работе она решена методом Гаусса. Результаты расчётов

показывают, что при произвольных значениях малого параметра задачи незначи-

тельное увеличение количества полиномов Чебышева приводит к уменьшению аб-

солютных погрешностей со скоростью геометрической прогрессии. Таким образом,

предложенный дискретный вариант метода предварительного интегрирования не

только является эффективным с вычислительной точки зрения, но являются вы-

сокоточным и достаточно универсальным для решения широкого класса задач для

сингулярно возмущенных уравнений.
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1 Введение
Возмущенная теория ренормализационной группы развита как единый инстру-

мент для глобального асимптотического анализа [1]. На многочисленных примерах
авторы данной статье демонстрирует её применение к задачам обыкновенных диф-
ференциальных уравнений, включающих множественные масштабы, граничные слои
с технически сложным асимптотическим согласованием. Авторы показывают, что
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уравнение ренормализационной группы может быть интерпретировано как ампли-
тудное уравнение, и с этой точки зрения развивают редукционную теорию возму-
щений для уравнений в частных производных, описывающих пространственно- про-
тяжённые системы вблизи точек бифуркации, выводя как амплитудные уравнения,
так и центральное многообразие. В работе [2] представлен метод множественных мас-
штабов для решения сингулярно возмущённых задач второго и третьего порядка с
пограничным слоем на одном конце - слева или справа. Исходные обыкновенные диф-
ференциальные уравнения второго и третьего порядка преобразуются в уравнения в
частных производных. Эти задачи эффективно решаются с использованием метода
множественных масштабов, а численные моделирования выполнены на стандартных
тестовых примерах для подтверждения надёжности предложенного метода.

В статье [3] разработан новый численный метод для решения класса сингуляр-
но возмущённых краевых задач третьего порядка. Сначала исходная задача преоб-
разуется в систему из двух обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) с
соответствующими начальными и граничными условиями. Затем для решения систе-
мы ОДУ применяется рациональный спектральный коллокационный метод в бари-
центрической форме с гиперболическим синусом (sinh-преобразованием). Согласно
асимптотическому анализу, положение и ширина пограничного слоя рассматривае-
мой задачи, которые выбираются в качестве параметров при sinh-преобразовании,
могут быть определены. Проведены многочисленные численные эксперименты, де-
монстрирующие вычислительную эффективность и точность предложенного метода.

В статье [4] представлен численный метод, основанный на методе наименьших
квадратов, для решения сингулярно возмущённых дифференциальных уравнений
с двухточечными граничными условиями. Кроме того, предлагается интеллектуаль-
ный алгоритм, направленный на улучшение данного метода. Этот алгоритм является
ключевым, поскольку он определяет неизвестное расположение слоя (пограничного
слоя или внутреннего слоя). В рамках оценки эффективности приводится анализ
сходимости метода. Численные примеры демонстрируют сверхсходимость интеллек-
туального алгоритма и подтверждают корректность теоретических результатов.

В работе [5] рассматриваются линейные и нелинейные сингулярно возмущённые
задачи с использованием численного подхода, основанного на методе полиномиаль-
ной дифференциальной квадратуры. Матрица весовых коэффициентов формирует-
ся с использованием полиномов Чебышёва. Для демонстрации точности метода рас-
сматриваются различные классы задач возмущения в качестве тестовых. Результаты
квадратурного метода затем сравниваются с аналитическими решениями известных
задач.

В работе [6] приведен обзор некоторых асимптотик решений сингулярно воз-
мущенных систем уравнений переноса, а также представлены новые результаты.
Особенностью рассмотренных задач является принадлежность к так называемому
критическому случаю, когда вырожденное решение является однопараметрическим
семейством. При определенных условиях это приводит к быстрому установлению
динамического равновесия между компонентами решения и последующему перено-
су с «осредненной» скоростью. Области больших градиентов начальных условий
порождают внутренние слои, которые могут описываться линейными параболиче-
скими уравнениями и их обобщениями — уравнениями типа Бюргерса, Бюргер-
са—Кортевега—де Фриса. В [7] исследованы задачи сингулярного возмущения с боль-
шими смешанными сдвигами с использованием двух методов, а также проведён их
сравнительный анализ.
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В статье [8] рассматривается задача Коши для сингулярно возмущенного обыкно-
венного дифференциального уравнения первого порядка с, вообще говоря, нелиней-
ной правой частью, зависящей, помимо искомой функции, еще и от этой же функции,
но взятой с запаздыванием по времени. Рассмотренная задача является сингулярно
возмущенной благодаря наличию малого параметра перед производной по времени.
Для таких задач характерны решения, обладающие большим градиентом в окрест-
ности начального момента времени и в окрестности момента, равного времени за-
паздывания. Целью статьи является построение асимптотического приближения и
доказательство существования гладкого решения задачи.

Целью работы [9] — всесторонне исследовать теоретические и численные методы
анализа и решения задач сингулярных возмущений в обыкновенных дифференци-
альных уравнениях. Особое внимание уделяется пониманию поведения, вызываемо-
го малым параметром, и разработке устойчивых численных методов для точного
воспроизведения этих особенностей.

В работе [10] представлена эффективная численная методика для решения сингу-
лярно возмущённых краевых задач третьего порядка типа реакция–диффузия. Ме-
тод основан на сочетании перезапускаемого метода разложения Адемана и мето-
да пристрелки. В исследовании даётся полное изложение совмещённого численного
подхода и демонстрируется его применение к рассматриваемому классу дифферен-
циальных уравнений третьего порядка. Эффективность предложенного метода под-
тверждается на тестовых примерах. Наконец, высокий уровень соответствия между
полученным приближённым решением и точным решением показан с помощью срав-
нительных таблиц и графиков.

В исследовании [11] предлагается волновой многомасштабный интерполяционный
метод Галеркина (WMIGM) для решения линейных сингулярно возмущённых кра-
евых задач. В отличие от традиционных волновых схем, предложенный алгоритм
может быть легко расширен для использования специальных техник генерации уз-
лов, таких как узлы Шишкина. Такой волновой метод позволяет осуществлять высо-
кий уровень локальной детализации распределения узлов для эффективного захва-
та локализованных резких градиентов. Результаты показывают, что использование
модифицированных узлов Шишкина позволяет значительно уменьшить численные
колебания вблизи пограничного слоя. По сравнению со многими другими метода-
ми, предложенный метод демонстрирует удовлетворительную точность и эффектив-
ность. Теоретические и численные результаты показывают, что порядок 𝜀 – равно-
мерной сходимости этого волнового метода может достигать 5.

В статье [12] построена асимптотика решения задачи Коши для нелинейного ав-
тономного обыкновенного дифференциального уравнения первого порядка, который
является простой математической моделью с внутренним слоем. Для всех теорети-
ческих вычислений приведены доказательные вычисления в системе Maple.

В исследовании [13] рассматривается задача численного решения сингулярно воз-
мущённых сингулярных краевых задач третьего порядка. Для учёта сингулярно-
стей применяется метод sinc-аппроксимации, позволяющий свести исходную задачу
к системе линейных алгебраических уравнений. Такой подход повышает вычисли-
тельную эффективность и обеспечивает простоту реализации метода. Кроме того,
исследуются свойства сходимости и приводятся оценки погрешности предложенно-
го метода. Эффективность разработанного подхода демонстрируется на нескольких
численных примерах.
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В [14] рассматривается обратная задача, связанная с дробным дифференциаль-
ным уравнением в частных производных. Данное уравнение связано с дифферен-
циальным уравнением, определяемым многочленами Чебышёва первого рода. Уста-
новлены условия существования и единственности решения для заданного дробного
эволюционного уравнения.

В [15] представлен численный метод, основанный на коллокации Чебышёва, для
решения обобщённых уравнений пантографа с переменными коэффициентами и ли-
нейными функциональными аргументами. Нелинейные дифференциальные уравне-
ния пантографа преобразуются в систему нелинейных алгебраических уравнений,
имеющих матричное представление и решаемых с использованием численного алго-
ритма.

В статье [16] рассматривается применение схемы типа Самарского на сетке
Шишкина, а также обсуждаются её преимущества по сравнению со встречной схе-
мой при решении линейной одномерной сингулярно возмущённой задачи конвек-
ции–диффузии. Одним из преимуществ является то, что схемы типа Самарского об-
ладают точностью первого порядка, равномерной по параметру возмущения. Кроме
того, они обеспечивают почти равномерную точность второго порядка на компоненте
решения, соответствующей пограничному слою.

Численное моделирование краевой задачи для неоднородного сингулярно возму-
щенного уравнения второго порядка непрерывным вариантом метода предваритель-
ного интегрирования предлагается в [17]. В статье [18] неоднородное сингулярно воз-
мущенное уравнение четвёртого порядка численно моделируется дискретным вари-
антом метода предварительного интегрирования. В методах работ [12–18] в качестве
базисных функций используются полиномы Чебышева первого рода. Проведенные
в этих работах численные расчёты показывают высокую точность и эффективность
применяемых методов в значительно малых значениях параметра.

В статье [19] предложен дискретный вариант метода предварительного интегри-
рования для численного решения неоднородного бигармонического уравнения. Част-
ные производные уравнения представлены в виде конечных двойных рядов по поли-
номам Чебышева первого рода с неизвестными коэффициентами разложения. Прове-
денные численные расчеты, выполненные с использованием выбранных различных
пробных функций, показывают высокую точность и эффективность предложенного
метода. Целью статье [20] является построение высокоточного и эффективного чис-
ленного метода для исследования динамики производных различных порядков син-
гулярно возмущенного дифференциального уравнения четвертого порядка. В при-
меняемом непрерывном варианте метода предварительного интегрирования старшая
производная и правая часть уравнения представляются в виде конечных рядов по
полиномам Чебышева первого рода с неизвестными коэффициентами разложения.
Неизвестные коэффициенты определяются из системы алгебраических уравнений и,
подставляя их в нужный ряд, исследуются производные различного порядка и ре-
шение поставленной задачи.

2 Постановка задачи
В статье [2] задача Коши для сингулярно возмущенного уравнения была иссле-

дована на отрезке [0, 1] с применением метода множественных масштабов при следу-
ющих значениях малого параметра 𝜀 = 0, 3; 0, 4; 0, 6; 0, 8, и построено приближённое
асимптотическое решение. В данной работе задача рассмотренная в работе [2] иссле-
дуется с применением дискретного варианта метода предварительного интегрирова-
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ния, где в качестве базисных функций используются полиномы Чебышева первого
рода.

Таким образом, требуется найти приближённое решение сингулярно возмущенно-
го дифференциального уравнения дискретным вариантом метода предварительного
интегрирования:

8𝜀3/2
𝑑3𝑦

𝑑𝑡3
+ 4

(︀
𝜀1/2 + 𝜀+ 𝜀3/2

)︀ 𝑑2𝑦
𝑑𝑡2

+ 2
(︀
1 + 𝜀1/2 + 𝜀

)︀ 𝑑𝑦
𝑑𝑡

+ 𝑦 = 0, 𝑡 ∈ (−1, 1), (1)

при следующих начальных условиях:

𝑦(−1) = 3, 𝑦′(−1) =
−1− 𝜀−1/2 − 𝜀−1

2
, 𝑦′′(−1) =

1 + 𝜀−1 + 𝜀−2

4
, (2)

где 𝜀 – малый параметр.
Точное решение задачи (1)–(2) имеет следующий вид [1]:

𝑦(𝑡) = 𝑒−(𝑡+1)/2 + 𝑒−(𝑡+1)/(2𝜀1/2) + 𝑒−(𝑡+1)/(2𝜀). (3)

3 Метод решения
Для численного решения поставленной задачи применяем дискретный вариант

метода предварительного интегрирования. Основная идея данного метода заключа-
ется в следующем. Старшая производная уравнения (1) ищется в виде конечных
рядов по полиномам Чебышева первого рода с неизвестными коэффициентами. До
решения дифференциальной задачи (1)–(2) ряд для старшей производной предвари-
тельно трёхкратно “интегрируется” с применением дискретной формулы, предназна-
ченной для понижения порядка производной. Главным достоинством данного подхо-
да заключается в том, что при интегрировании конечного ряда Чебышева гладкость
аппроксимирующих полиномов увеличивается. Например, при однократном интегри-
ровании полином нулевого порядка превращается в полином первого порядка и так
далее. А это в свою очередь, положительно влияет на точность расчётов. Началь-
ные условия задачи за счет выбора соответствующих уравнений для неизвестных
коэффициентов удовлетворяются точно, таким образом, дискретный вариант мето-
да предварительного интегрирования позволяет найти приближенное решение за-
дачи с достаточно высокой точностью при умеренных значениях малого параметра
𝜀. В коллокационных узлах полиномов Чебышева сравниваются пробная функция
(точное решение) поставленной задачи (3) с приближенным решением полученным
дискретным вариантом метода предварительного интегрирования.

Изложим алгоритм предлагаемого метода. Третью производную уравнение (1)
представим в виде следующего ряда:

𝑑3𝑦𝑎
𝑑𝑡3

=
𝑁∑︁
𝑖=0

𝑎
(3𝑡)
𝑖 𝑇𝑖(𝑡), (4)

где через 𝑦𝑎 обозначено приближённое решение задачи, т.е. 𝑦𝑎 =
∑︀𝑁

𝑖=0 𝑎𝑖𝑇𝑖(𝑡) – по-
лином Чебышёва первого рода 𝑖 – го порядка, штрих над знаком суммы означает,
что коэффициент ряда 𝑎𝑖 берутся со множителем 1

2
когда 𝑖 = 0, 𝑎𝑖 — неизвестные

коэффициенты разложения.
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Ряд (4) для приближённого решения трижды интегрируем и находим все низ-
шие производные, а также приближённое решение задачи в виде конечных рядов по
полиномам Чебышёва первого рода:

𝑑2𝑦𝑎
𝑑𝑡2

=
𝑁∑︁
𝑖=0

𝑎
(2𝑡)
𝑖 𝑇𝑖(𝑡),

𝑑𝑦𝑎
𝑑𝑡

=
𝑁∑︁
𝑖=0

𝑎
(𝑡)
𝑖 𝑇𝑖(𝑡), 𝑦𝑎(𝑡) =

𝑁∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝑇𝑖(𝑡). (5)

Далее, подставляя ряд (4) и необходимые ряды из (5) в дифференциальное урав-
нение (1), получаем

8𝜀3/2
𝑁∑︁
𝑖=0

𝑎
(3𝑡)
𝑖 𝑇𝑖(𝑡) + 4

(︀
𝜀1/2 + 𝜀+ 𝜀3/2

)︀ 𝑁∑︁
𝑖=0

𝑎
(2𝑡)
𝑖 𝑇𝑖(𝑡)+

+2
(︀
1 + 𝜀1/2 + 𝜀

)︀ 𝑁∑︁
𝑖=0

𝑎
(𝑡)
𝑖 𝑇𝑖(𝑡) +

𝑁∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝑇𝑖(𝑡) = 0, 𝑖 = 3, 4, . . . , 𝑁.

Затем, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях полиномов, полу-
чаем алгебраическую систему следующего вида:

8𝜀3/2𝑎
(3𝑡)
𝑖 + 4

(︀
𝜀1/2 + 𝜀+ 𝜀3/2

)︀
𝑎
(2𝑡)
𝑖 + 2

(︀
1 + 𝜀1/2 + 𝜀

)︀
𝑎
(𝑡)
𝑖 + 𝑎𝑖 = 0, 𝑖 = 3, 4, . . . , 𝑁. (6)

Для полиномов Чебышёва первого рода имеется следующая дискретная формула
предварительного интегрирования, которая понижает порядок производной ряда (4):

𝑎
((𝑘−1)𝑡)
𝑖 =

𝑎
(𝑘𝑡)
𝑖−1 − 𝑎

(𝑘𝑡)
𝑖+1

2𝑖
. (7)

Уравнение (6) интегрируем трижды, используя формулу (7):

а) первое интегрирование

8𝜀3/2𝑎
(2𝑡)
𝑖 +4

(︀
𝜀1/2+ 𝜀+ 𝜀3/2

)︀
𝑎
(𝑡)
𝑖 +2

(︀
1+ 𝜀1/2+ 𝜀

)︀
𝑎𝑖+

𝑎𝑖−1 − 𝑎𝑖+1

2𝑖
= 0, 𝑖 = 3, 4, . . . , 𝑁 ;

б) после второго интегрирования имеем основное алгебраическое уравнение отно-
сительно неизвестных коэффициентов 𝑎𝑖:

8𝜀3/2𝑎
(𝑡)
𝑖 + 4

(︀
𝜀1/2 + 𝜀+ 𝜀3/2

)︀
𝑎𝑖 + 2

(︀
1 + 𝜀1/2 + 𝜀

)︀𝑎𝑖−1 − 𝑎𝑖+1

2𝑖
+

+
𝑎𝑖−2 − 𝑎𝑖
4𝑖(𝑖− 1)

− 𝑎𝑖 − 𝑎𝑖+2

4𝑖(𝑖+ 1)
= 0, 𝑖 = 3, 4, . . . , 𝑁 ;

в) и, наконец, после третьего интегрирования имеем искомые основные алгебраи-
ческие уравнения:

8𝜀3/2𝑎𝑖 + 4
(︀
𝜀1/2 + 𝜀+ 𝜀3/2

)︀𝑎𝑖−1 − 𝑎𝑖+1

2𝑖
+

+2
(︀
1 + 𝜀1/2 + 𝜀

)︀(︂𝑎𝑖−2 − 𝑎𝑖
4𝑖(𝑖− 1)

− 𝑎𝑖 − 𝑎𝑖+2

4𝑖(𝑖+ 1)

)︂
+

+
𝑎𝑖−3 − 𝑎𝑖−1

8𝑖(𝑖− 1)(𝑖− 2)
− 𝑎𝑖−1 − 𝑎𝑖+1

8𝑖2(𝑖− 1)
−

−𝑎𝑖−1 − 𝑎𝑖+1

8𝑖2(𝑖+ 1)
+

𝑎𝑖+1 − 𝑎𝑖+3

8𝑖(𝑖+ 1)(𝑖+ 2)
= 0, 𝑖 = 3, 4, . . . , 𝑁.

(8)
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Последний ряд для приближенного решения в (5) имеет (𝑁 + 1) неизвестных
коэффициентов 𝑎𝑖, (𝑖 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁), основная алгебраическая система (8) имеет
(𝑁−2) уравнения, недостающие три уравнения определяются из начальных условий
(2), записанные через конечных рядов по полиномам Чебышева. С учетом следующих
свойств полиномов Чебышева

𝑇𝑖(−1) = (−1)𝑖, 𝑇 ′
𝑖 (−1) = (−1)𝑖+1𝑖2, 𝑇 ′′

𝑖 (−1) = (−1)𝑖
𝑖2(𝑖2 − 1)

3
,

начальные условия (2) записываются в виде:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢(−1) =
1

2
𝑎0 − 𝑎1 + 𝑎2 − 𝑎3 + · · ·+ 𝑎𝑁 = 3,

𝑢′(−1) = 𝑎1 − 4𝑎2 + 9𝑎3 + · · ·+ (−1)𝑁+1𝑁2𝑎𝑁 =
−1− 𝜀−1/2 − 𝜀−1

2
,

𝑢′′(−1) = 4𝑎2 − 24𝑎3 + 80𝑎4 + · · ·+ (−1)𝑁
𝑁2(𝑁2 − 1)

3
𝑎𝑁 =

1 + 𝜀−1 + 𝜀−2

4
.

(9)

Основные алгебраические уравнения (8) совместно с краевыми условиями (9) об-
разуют систему (𝑁+1) линейных алгебраических уравнений для определения (𝑁+1)
неизвестных 𝑎𝑖, (𝑖 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁).

Данная алгебраическая система имеет вид:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑄1𝑎𝑖−3 +𝑄2𝑎𝑖−2 +𝑄3𝑎𝑖−1 +𝑄4𝑎𝑖 +𝑄5𝑎𝑖+1 +𝑄6𝑎𝑖+2 +𝑄7𝑎𝑖+3 = 0, 𝑖 = 3, 4, . . . , 𝑁,

1

2
𝑎0 − 𝑎1 + 𝑎2 − 𝑎3 + · · ·+ 𝑎𝑁 = 3,

𝑎1 − 4𝑎2 + 9𝑎3 + · · ·+ (−1)𝑁+1𝑁2𝑎𝑁 =
−1− 𝜀−1/2 − 𝜀−1

2
, (10)

4𝑎2 − 24𝑎3 + 80𝑎4 + · · ·+ (−1)𝑁
𝑁2(𝑁2 − 1)

3
𝑎𝑁 =

1 + 𝜀−1 + 𝜀−2

4
,

где
𝑄1 = 𝑖(𝑖+ 1)(𝑖+ 2),

𝑄2 = 4
(︀
1 + 𝜀1/2 + 𝜀

)︀
𝑖(𝑖+ 1)(𝑖2 − 4),

𝑄3 = 16
(︀
𝜀1/2 + 𝜀+ 𝜀3/2

)︀
𝑖(𝑖2 − 1)(𝑖2 − 4)−

−𝑖(𝑖+ 1)(𝑖+ 2)− (𝑖+ 1)(𝑖2 − 4)− (𝑖− 1)(𝑖2 − 4),

𝑄4 = 64𝜀3/2𝑖2(𝑖2 − 1)(𝑖2 − 4)− 4
(︀
1 + 𝜀1/2 + 𝜀

)︀
𝑖(𝑖+ 1)(𝑖2 − 4)−

−4
(︀
1 + 𝜀1/2 + 𝜀

)︀
𝑖(𝑖− 1)(𝑖2 − 4),

𝑄5 = −16
(︀
𝜀1/2 + 𝜀+ 𝜀3/2

)︀
𝑖(𝑖2 − 1)(𝑖2 − 4) + (𝑖+ 1)(𝑖2 − 4)+

+(𝑖− 1)(𝑖2 − 4) + 𝑖(𝑖− 1)(𝑖− 2),

𝑄6 = 4
(︀
1 + 𝜀1/2 + 𝜀

)︀
𝑖(𝑖− 1)(𝑖2 − 4),

𝑄7 = −𝑖(𝑖− 1)(𝑖− 2).

Систему (10) удобно записать в матричном виде

𝐴𝑎 = 𝑏, (11)
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где 𝐴 — квадратная матрица порядка 𝑀 × 𝑀 , здесь 𝑀 = (𝑁 + 1), состоящая из
коэффициентов системы (10), 𝑎𝑇 = (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑁) — искомый вектор для неизвест-
ных коэффициентов, 𝑇 — знак транспонирования. Решая систему (10), определяются
коэффициенты 𝑎𝑖 (𝑖 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁), затем по формулам (3) вычисляются значения
точного решения, а по формуле (5) значения приближенного решения в коллокаци-
онных узлах полиномов Чебышева 𝑦𝑙 = cos 𝜋𝑙

𝑁
, 𝑙 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁.

4 Обсуждение результатов
Дифференциальная задача (1)–(2) для сравнения с результатами работе [2] ре-

шена дискретным методом предварительного интегрирования при значениях малого
параметра 𝜀 = 0.3; 0.4; 0.6; 0.8 и когда число аппроксимирующих многочленов равно
𝑁 = 4; 8. В табл. 1 приведены результаты вычислений при значении малого пара-
метра 𝜀 = 0.3. В табл. 1 приведено сравнение точных и приближённых решений при
𝑁 = 4; 8 в коллокационных узлах многочленов Чебышёва. ∆ = |𝑢𝑒 − 𝑢𝑎| — абсолют-
ная погрешность.

Результаты сравнения точного и приближённого решения в коллокационных уз-
лах 𝑡𝑙 (𝑙 = 0, 1, . . . , 𝑁) при 𝜀 = 0.3 и 𝑁 = 4; 8 приведены в табл. 1.

Таблица 1. Сравнение точного и приближенного решения

Из результатов видно, что абсолютные погрешности и в дискретном варианте ме-
тода предварительного интегрирования уменьшаются со скоростью геометрической
прогрессии. Графические представления результатов табл. 1, полученных предло-
женным в этой работе методом, изображены на рис. 1.

Рис. 1 Сравнение точного и приближенного решения при 𝜀 = 0.3: a) 𝑁 = 4; б) 𝑁 = 8.

Результаты сравнения точного и приближенного решения в коллокационных уз-
лах 𝑡𝑙 (𝑙 = 0, 1, . . . , 𝑁) при 𝜀 = 0.4 и 𝑁 = 4; 8 приведены в табл. 2.
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Таблица 2. Сравнение точного и приближенного решения

Из результатов видно, что абсолютные погрешности и в дискретном варианте ме-
тода предварительного интегрирования уменьшаются со скоростью геометрической
прогрессии. Графические представления результатов табл. 2, полученных предло-
женным в этой работе методом, изображены на рис. 2.

Рис. 2 Сравнение точного и приближенного решения при 𝜀 = 0.4: a) 𝑁 = 4; б) 𝑁 = 8.

Результаты сравнения точного и приближенного решения в коллокационных уз-
лах 𝑡𝑙 (𝑙 = 0, 1, . . . , 𝑁) при 𝜀 = 0.6 и 𝑁 = 4; 8 приведены в табл. 3.

Таблица 3. Сравнение точного и приближенного решения

Из результатов видно, что абсолютные погрешности и в дискретном варианте ме-
тода предварительного интегрирования уменьшаются со скоростью геометрической
прогрессии. Графические представления результатов табл. 3, полученных предло-
женным в этой работе методом, изображены на рис. 3.
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Рис. 3 Сравнение точного и приближенного решения при 𝜀 = 0.6: a) 𝑁 = 4; б) 𝑁 = 8.

Результаты сравнения точного и приближенного решения в коллокационных уз-
лах 𝑡𝑙 (𝑙 = 0, 1, . . . , 𝑁) при 𝜀 = 0.8 и 𝑁 = 4; 8 приведены в табл. 4.

Таблица 4. Сравнение точного и приближенного решения

Из результатов видно, что абсолютные погрешности и в дискретном варианте ме-
тода предварительного интегрирования уменьшаются со скоростью геометрической
прогрессии. Графические представления результатов табл. 4, полученных предло-
женным в этой работе методом, изображены на рис. 4.

Рис. 4 Сравнение точного и приближенного решения при 𝜀 = 0.8: a) 𝑁 = 4; б) 𝑁 = 8.
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5 Заключение
Численное моделирование задачу Коши для сингулярно возмущенного уравнения

третьего порядка дискретным вариантом метода предварительного интегрирования
позволяет вычислить приближенное решение задачи с вычислительной точки зре-
ния эффективно и с высокой точностью, при этом абсолютные погрешности в пред-
лагаемом методе уменьшаются со скоростью геометрической прогрессии при про-
извольных значениях малого параметра задачи и при незначительном увеличении
количества аппроксимирующих полиномов Чебышева первого рода.

Результаты расчётов, полученные в данной работе сравнены с результатами по-
лученными другими авторами [2] в графическом виде с использованием метода мно-
жественных масштабов. Обнаружены хорошее согласие динамики графических ре-
зультатов. Однако, следует подчеркнуть, что точность дискретного варианта метода
предварительного интегрирования выше, чем точности метода множественных мас-
штабов.
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This article presents a highly accurate and efficient method—a discrete version of

the preintegration method—for numerically solving the Cauchy problem for a singularly

perturbed third-order equation. The method is based on expanding the highest derivative

of the differential equation into a finite series in Chebyshev polynomials of the first kind

with unknown expansion coefficients. All lower derivatives and an approximate solution

to the differential equation are determined by preintegrating the series for the highest

derivative using a discrete integration formula that reduces the order of the highest

derivative. This yields the fundamental algebraic equations of the proposed method. By

adding additional equations derived from three initial conditions to these fundamental

equations, a system of linear algebraic equations is obtained for determining the unknown

expansion coefficients for the proposed solution. The number of equations and the number

of unknowns in the resulting algebraic system coincide. This system is solved by a

standard method; in this paper, it is solved by the Gaussian method. The calculation

results show that for arbitrary values of the small problem parameter, a slight increase

in the number of Chebyshev polynomials leads to a geometrically progressive reduction

in absolute errors. Thus, the proposed discrete version of the pre-integration method is

not only computationally efficient but also highly accurate and sufficiently versatile for

solving a wide range of problems involving singularly perturbed equations.
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