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В статье представлены математическая модель и алгоритм численного решения

задачи для исследования гидродинамического процесса подземного выщелачивания

в неоднородной пористой среде. Модель учитывает кинетику массообмена, закон

деформации слоя в зависимости от коэффициента упругости, изменение пористо-

сти в зависимости от напора, а также проницаемость рудного резервуара. Разра-

ботанный математический аппарат позволяет проводить комплексное исследование

свойств рудного пласта, оптимизировать расположение эксплуатационных и нагне-

тательных скважин, определять изменение пористости под действием давления, а

также анализировать факторы, обеспечивающие защиту подземных вод от загрязне-

ния. Рассматриваемая модель описывается системой дифференциальных уравнений

в частных производных второго порядка параболического типа с начальными, гра-

ничными и внутренними условиями. Поскольку получение аналитического решения

этой задачи затруднительно или невозможно, для численного интегрирования была

использована конечно-разностная схема второго порядка точности.
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1 Введение
Выявление, разработка и эффективное использование ценных геологических ре-

сурсов остаются важнейшим приоритетом для всех обществ. Современные техноло-
гические достижения требуют добычи и применения подземных минеральных ресур-
сов. Следовательно, исследование эффективных методов добычи минералов имеет
большое значение. Растущее внедрение метода подземного выщелачивания (ПВ) как
сложной технологии требует сложного математического моделирования подземных
процессов. Это требует создания сложных математических моделей (ММ), которые
требуют значительных вычислительных ресурсов для численного решения. Важно
подчеркнуть, что прикладные и фундаментальные научные достижения, посвящен-
ные изучению процессов добычи и очистки рудных месторождений с использованием
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методов подземной добычи, способствующие принятию обоснованных решений, при-
вели к разработке и внедрению математических моделей и методов решения прак-
тических задач.

В научных работах [1–3] была построена математическая модель для исследова-
ния процесса фильтрация жидкости в пористых средах, которая задается двумерным
линейным неоднородным дифференциальным уравнением с частными производны-
ми и его начальными и граничными условиями. Для нахождения численного реше-
ния этой задачи оно было аппроксимировано конечно-разностной схемой и сведено в
систему алгебраической уравнений. Был разработан алгоритм численного решения
с использованием метода прогонки для нахождения решения полученной системы
уравнений.

Как отмечено в работах [1, 5–8] ПВ осуществляется путем нанесения химическо-
го реагента с последующим удалением образующихся соединений из зоны реакции
текущим растворителем. Этот процесс включает несколько сложных технологиче-
ских стадий, включая фильтрацию, диффузию и кинетику реакции. В данной ра-
боте предложены математическая модель, алгоритм численного решения и набор
программ для изучения метода подземного выщелачивания.

[9–12] научные исследования показывают, что оптимальное давление в насосных
скважинах при извлечении металла остается нерешенной проблемой. Повышенное
давление увеличивает дебит скважины, но снижает производительность раствора. И
наоборот, пониженное давление пропорционально уменьшает количество скважин,
демонстрирующих повышенную концентрацию металла в растворе, а также снижает
скорость фильтрации и выщелачивания. Таким образом, существует оптимальное
давление, зависящее от выбранного критерия. Модель вычисляет необходимый дебит
скважины закачки для максимизации выхода раствора.

В работах [13–17] изучаются гидродинамические процессы, происходящие в руд-
ных месторождениях, уделяя особое внимание методу подземного выщелачивания
для добыча дорогих металлов, а именно кислотному выщелачиванию. Разработа-
на математическая модель для анализа, наблюдения и прогнозирования поведения
жидкостей в пористых средах, которая включает фильтрацию-конвекцию и диффу-
зионные процессы, характерные для подземного потока. Модель учитывает измене-
ния основных гидродинамических параметров, проницаемости и пористости, которые
считаются зависимыми от давления и подверженными влиянию кинетики процесса.
Анализ показывает, что изменения давления, вызванные введением кислоты и пере-
мешиванием, существенно влияют на фильтрационные свойства рудного слоя.

На основе проведенных литературных анализов объекта исследования в работе
предложена математическая модель процесса ПВ, где учтены изменение основных
гидродинамических параметров пористой седы связанные с изменения напора и ки-
нетики процесса.

2 Постановка задачи

Исходя из вышеизложенного, для изучения процесса подземного выщелачивания
необходимо определить функцию концентрации полезного компонента 𝐶2(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) в
ограниченной неоднородной области

𝐺 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), 0 < 𝑥 < 𝐿𝑥, 0 < 𝑦 < 𝐿𝑦, 0 < 𝑧 < 𝐿𝑧, 0 < 𝑡 ⩽ 𝑇} .
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В этом случае распространение поля напор определяется из уравнений режима
упругой фильтрации:

𝛽ℎ
𝜕 (𝑚𝐻)

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥

[︂
κℎ

𝜕𝐻

𝜕𝑥

]︂
+

𝜕

𝜕𝑦

[︂
κℎ

𝜕𝐻

𝜕𝑦

]︂
+

𝜕

𝜕𝑧

[︂
κℎ

𝜕𝐻

𝜕𝑧

]︂
+ 𝐹1 − 𝐹2, (1)

с начальным:
𝐻|𝑡=0 = 𝐻0, (2)

и граничными условиями:

κ
𝜕𝐻

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= −𝜄1𝜉(𝐻 −𝐻0), (3)

κ
𝜕𝐻

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝐿𝑥

= 𝜄1𝜉(𝐻 −𝐻0), (4)

κ
𝜕𝐻

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

= −𝜄2𝜉(𝐻 −𝐻0), (5)

κ
𝜕𝐻

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝐿𝑦

= 𝜄2𝜉(𝐻 −𝐻0), (6)

𝜕𝐻

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

= 0, (7)

κ
𝜕𝐻

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝐿𝑧

= 𝜄3𝜉(𝐻 −𝐻0), (8)

где 𝐻 – величина напора, (м); 𝐻0 – начальное значение напора, (м); 𝑚 – величина
коэффициента пористости; κ – коэффициент фильтрации, (м/сут); 𝑡 – время (сут).
ℎ – мощность рудоносного пласта (м); 𝛽 – коэффициент упругой емкости, (м2/кг);
𝜄1, 𝜄2, 𝜄3 – константы, принимающие значения 0 или 1; 𝐿 – характерная длина (m); 𝜉
– коэффициент для приведения в размерности (1/сут);

𝐹1 = 𝐹1(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =

𝑁1∑︁
𝑗=1

𝑞1,𝑗(𝑡)𝛿(𝑥− 𝑥1,𝑗, 𝑦 − 𝑦1,𝑗, 𝑧 − 𝑧1,𝑗),

𝐹2 = 𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =

𝑁2∑︁
𝑗=1

𝑞2,𝑗(𝑡)𝛿(𝑥− 𝑥2,𝑗, 𝑦 − 𝑦2,𝑗, 𝑧 − 𝑧2,𝑗);

𝑞1,𝑖(𝑡) и 𝑞2,𝑖(𝑡) – соответственно, дебиты нагнетательной и эксплуатационной скважин;

𝛿 =

{︂
1, 𝑥 = 𝑥𝑖, 𝑦 = 𝑦𝑖, 𝑧 = 𝑧𝑖
0, 𝑥 ̸= 𝑥𝑖, 𝑦 ̸= 𝑦𝑖, 𝑧 ̸= 𝑧𝑖

– дельта-функция Дирака.

Для численного решения задачи (1)-(8) методом конечных разностей введём сле-
дующие безразмерные переменные:

𝐻* =
𝐻

𝐻0

, 𝑥* =
𝑥

𝐿𝑥

, 𝑦* =
𝑦

𝐿𝑦
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𝑧

𝐿𝑧
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κ
κ0

, ℎ* =
ℎ
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, 𝜏 =

κ0𝑡

𝐿2
, 𝛽* =

𝛽

𝛽0

𝐹 *
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𝑗=1

𝑞1,𝑗
*(𝑡)𝛿(𝑥− 𝑥1,𝑗, 𝑦 − 𝑦1,𝑗, 𝑧 − 𝑧1,𝑗), 𝑞1

* =
𝑞1𝐿

2

κ0𝐻0ℎ0
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0 =
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,
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𝑗=1
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*(𝑡)𝛿(𝑥− 𝑥2,𝑗, 𝑦 − 𝑦2,𝑗, 𝑧 − 𝑧2,𝑗), 𝑞2

* =
𝑞2𝐿

2

κ0𝐻0ℎ0
, 𝜉* =

𝜉𝐿

κ0

.
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Далее, для простоты, мы опускаем «*» в уравнениях (1)–(8) и получим:

𝛽ℎ
𝜕𝑚𝐻

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥

[︂
κℎ

𝜕𝐻

𝜕𝑥

]︂
+

𝜕

𝜕𝑦

[︂
κℎ

𝜕𝐻

𝜕𝑦

]︂
+

𝜕

𝜕𝑧

[︂
κℎ

𝜕𝐻

𝜕𝑧

]︂
+ 𝐹1 − 𝐹2, (9)

с начальным:

𝐻|𝑡=0 = 𝐻0, (10)

и граничными условиями:

κ
𝜕𝐻

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= −𝜄1𝜉(𝐻 −𝐻0), (11)

κ
𝜕𝐻

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝐿𝑥

= 𝜄1𝜉(𝐻 −𝐻0), (12)

κ
𝜕𝐻

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

= −𝜄2𝜉(𝐻 −𝐻0), (13)

κ
𝜕𝐻

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝐿𝑦

= 𝜄2𝜉(𝐻 −𝐻0), (14)

𝜕𝐻

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

= 0, (15)

κ
𝜕𝐻

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝐿𝑧

= 𝜄3𝜉(𝐻 −𝐻0). (16)

Распространение поля реагента определяется путем решения уравнения конвек-
тивной диффузии:

𝜇
𝜕(𝑚𝐶1)

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝐷11

[︂
𝜕𝐶1

𝜕𝑥
+
𝜕𝐶1

𝜕𝑦
+
𝜕𝐶1

𝜕𝑧

]︂)︂
+

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝐷22

[︂
𝜕𝐶1

𝜕𝑥
+
𝜕𝐶1

𝜕𝑦
+
𝜕𝐶1

𝜕𝑧

]︂)︂
+

+
𝜕

𝜕𝑧

(︂
𝐷33

[︂
𝜕𝐶1

𝜕𝑥
+
𝜕𝐶1

𝜕𝑦
+
𝜕𝐶1

𝜕𝑧

]︂)︂
− 𝜕(𝑉𝑥𝐶1)

𝜕𝑥
− 𝜕(𝑉𝑦𝐶1)

𝜕𝑦
− 𝜕(𝑉𝑧𝐶1)

𝜕𝑧
,

(17)

с начальным и граничными условиями:

𝐶1|𝑡=0 = 0, (18)

𝐶1 = 0, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐺Γ. (19)

Искомое распределение функции концентрации полезного компонента определя-
ется путем решения следующего уравнения:

𝜇
𝜕(𝑚𝐶2)

𝜕𝑡
+
𝜕𝑁

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝐷11

[︂
𝜕𝐶2

𝜕𝑥
+
𝜕𝐶2

𝜕𝑦
+
𝜕𝐶1

𝜕𝑧

]︂)︂
+

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝐷22

[︂
𝜕𝐶2

𝜕𝑥
+
𝜕𝐶2

𝜕𝑦
+
𝜕𝐶2

𝜕𝑧

]︂)︂
+

+
𝜕

𝜕𝑧

(︂
𝐷33

[︂
𝜕𝐶2

𝜕𝑥
+
𝜕𝐶2

𝜕𝑦
+
𝜕𝐶2

𝜕𝑧

]︂)︂
− 𝜕(𝑉𝑥𝐶2)

𝜕𝑥
− 𝜕(𝑉𝑦𝐶2)

𝜕𝑦
− 𝜕(𝑉𝑧𝐶2)

𝜕𝑧
(20)

с начальным

𝐶2|𝑡=0 = 𝐶2,0 (21)
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и граничными условиями

𝜕𝐶2

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= −𝜄1𝜁(𝐶2 − 𝐶2,0), (22)

𝜕𝐶2

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝐿𝑥

= 𝜄1𝜁(𝐶2 − 𝐶2,0), (23)

𝜕𝐶2

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

= −𝜄2𝜁(𝐶2 − 𝐶2,0), (24)

𝜕𝐶2

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝐿𝑦

= 𝜄2𝜁(𝐶2 − 𝐶2,0), (25)

𝜕𝐶2

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

= 0, (26)

𝜕𝐶2

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝐿𝑧

= 𝜄3𝜁(𝐶2 − 𝐶2,0), (27)

где 𝐶1 – концентрация заливочной жидкости, 𝐶2 – концентрация полученной смеси,
𝐺Γ – граница пласта; 𝐷11, 𝐷22, 𝐷33 – коэффициенты диффузии, 𝜇 – коэффициент
для приведение в размерности поставленной задачи, (сут/м); 𝑉𝑥, 𝑉𝑦, 𝑉𝑧 – скорость
фильтрации определяется законом Дарси и определяется следующим образом:

𝑉𝑥 = −κ
𝜕𝐻

𝜕𝑥
, 𝑉𝑦 = −κ

𝜕𝐻

𝜕𝑦
, 𝑉𝑧 = −κ

𝜕𝐻

𝜕𝑧
;

𝜁 – коэффициент для приведение в размерности поставленной задачи (1/м).
Уравнение кинетики массообмена, определяющее скорость перехода вещества из

одной фазы в другую, имеет следующий вид:

𝜕𝑁

𝜕𝑡
= 𝛾(𝐶1)𝑓(𝐶2, 𝑁, 𝑡), 𝑁 |𝑡=0 = 𝑁0.

Следует отметить, что в процессе ПВ происходит химическая реакция в результа-
те взаимодействия реагента с рудными отложениями, и вещество переходит из одной
фазы в другую, в результате чего изменяются гидродинамические параметры поро-
вой среды (коэффициенты фильтрации и пористости) и давление в рудном пласте.

Пористость, считающаяся ключевым гидродинамическим параметром, изменяет-
ся в зависимости от давления и кинетики процесса в виде линейной зависимости при
низком давлении и экспоненциальное при высоком давлении:

𝑚 = 𝑚0 + 𝛽𝑐 (𝐻 −𝐻0),

𝑚 = 𝑚0𝑒
−𝛽𝑐(𝐻0−𝐻)/𝑚0 ,

(28)

где 𝑁 – кинетика процесса, 𝛾 – объемная плотность раствора, (кг/м2), 𝑚0 – коэффи-
циент пористости в 𝐻 = 𝐻0.

3 Метод решения
Поскольку уравнение (9) является комплексным дифференциальным уравнением

в частных производных, найти его решение аналитически сложно или невозможно.
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Поэтому мы находим решение численно. Для этого мы заменяем область на область
сетки.

Введем пространственно-временную сетку:

Ω𝑥𝑦𝑧𝜏 = {(𝑥𝑖 = 𝑖∆𝑥, 𝑦𝑗 = 𝑗∆𝑦, 𝑧𝑘 = 𝑘∆𝑧,) ; 𝑖 = 1, 𝑁 ; 𝑗 = 1, 𝑁, 𝑘 = 1, 𝑁,
}︀
.

Для получения конечно-разностной задачи уравнения (9) используется алгорит-
мическая идея неявной схемы для переменных направлений (продольно-поперечная
схема) по 𝑂𝑥, 𝑂𝑦и 𝑂𝑧как указанно в работе [15–17]:

𝛽ℎ𝑖,𝑗,𝑘(𝑚
𝑛+1/3
𝑖,𝑗,𝑘 𝐻

𝑛+1/3
𝑖,𝑗,𝑘 −𝑚𝑛

𝑖,𝑗,𝑘𝐻
𝑛
𝑖,𝑗,𝑘)

Δ𝜏/3
=

=
κ𝑖−0.5,𝑗,𝑘ℎ𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐻

𝑛+1/3
𝑖−1,𝑗,𝑘−(κ𝑖−0.5,𝑗,𝑘ℎ𝑖−0.5,𝑗,𝑘+κ𝑖+0.5,𝑗,𝑘ℎ𝑖+0.5,𝑗,𝑘)𝐻

𝑛+1/3
𝑖,𝑗,𝑘 +κ𝑖+0.5,𝑗,𝑘ℎ𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐻

𝑛+1/3
𝑖+1,𝑗,𝑘

Δ𝑥2 +

+
κ𝑖,𝑗−0.5,𝑘ℎ𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐻

𝑛
𝑖,𝑗−1,𝑘−(κ𝑖,𝑗−0.5,𝑘ℎ𝑖,𝑗−0.5,𝑘+κ𝑖,𝑗+0.5,𝑘ℎ𝑖,𝑗+0.5,𝑘)𝐻

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘+κ𝑖,𝑗+0.5,𝑘ℎ𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐻

𝑛
𝑖,𝑗+1,𝑘

Δ𝑦2
+

+
κ𝑖,𝑗,𝑘−0.5ℎ𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐻

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘−1−(κ𝑖,𝑗,𝑘−0.5ℎ𝑖,𝑗,𝑘−0.5+κ𝑖,𝑗,𝑘+0.5ℎ𝑖,𝑗,𝑘+0.5)𝐻

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘+κ𝑖,𝑗,𝑘+0.5ℎ𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐻

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘+1

Δ𝑧2
+

𝐹1,𝑖,𝑗,𝑘−𝐹2,𝑖,𝑗,𝑘

3
, 𝑚𝑖+1,𝑗,𝑘 = 𝑚0 + 𝛽𝑐 (𝐻𝑖,𝑗,𝑘 −𝐻0) .

Группируя подобные члены, как в [15, 16], мы получаем систему треугольных
алгебраических уравнений:

𝑎𝑖,𝑗,𝑘𝐻
𝑛+1/3
𝑖−1,𝑗,𝑘 − 𝑏𝑖,𝑗,𝑘𝐻

𝑛+1/3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑐𝑖,𝑗,𝑘𝐻

𝑛+1/3
𝑖+1,𝑗,𝑘 = −𝑓𝑖,𝑗,𝑘, (29)

где

𝑎𝑖,𝑗,𝑘 =
κ𝑖−0.5,𝑗,𝑘ℎ𝑖−0.5,𝑗,𝑘

Δ𝑥2 , 𝑏𝑖,𝑗,𝑘 =
𝛽ℎ𝑖,𝑗,𝑘𝑚

𝑛+1/3
𝑖,𝑗,𝑘

Δ𝜏/3
+

κ𝑖−0.5,𝑗,𝑘ℎ𝑖−0.5,𝑗,𝑘+κ𝑖+0.5,𝑗,𝑘ℎ𝑖+0.5,𝑗,𝑘

Δ𝑥2 ,

𝑐𝑖,𝑗,𝑘 =
κ𝑖+0.5,𝑗,𝑘ℎ𝑖+0.5,𝑗,𝑘

Δ𝑥2 ,
𝑓𝑖,𝑗,𝑘 =

=
κ𝑖,𝑗−0.5,𝑘ℎ𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐻

𝑛
𝑖,𝑗−1,𝑘−(κ𝑖,𝑗−0.5,𝑘ℎ𝑖,𝑗−0.5,𝑘+κ𝑖,𝑗+0.5,𝑘ℎ𝑖,𝑗+0.5,𝑘)𝐻

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘+κ𝑖,𝑗+0.5,𝑘ℎ𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐻

𝑛
𝑖,𝑗+1,𝑘

Δ𝑦2
+

+
κ𝑖,𝑗,𝑘−0.5ℎ𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐻

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘−1−(κ𝑖,𝑗,𝑘−0.5ℎ𝑖,𝑗,𝑘−0.5+κ𝑖,𝑗,𝑘+0.5ℎ𝑖,𝑗,𝑘+0.5)𝐻

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘+κ𝑖,𝑗,𝑘+0.5ℎ𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐻

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘+1

Δ𝑧2
+

+
𝛽ℎ𝑖,𝑗,𝑘𝑚

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘𝐻

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘

Δ𝜏/3
+

𝐹1,𝑖,𝑗,𝑘−𝐹2,𝑖,𝑗,𝑘

3
.

Далее, граничное условие (11) аппроксимируем по 𝑂𝑥 и получим:

κ1,𝑗,𝑘

−3𝐻
𝑛+1/3
0,𝑗,𝑘 + 4𝐻

𝑛+1/3
1,𝑗,𝑘 −𝐻

𝑛+1/3
2,𝑗,𝑘

2∆𝑥
= −𝜄1𝜉(𝐻𝑛+1/3

1,𝑗,𝑘 −𝐻0). (30)

Из системы трехдиагональных уравнений (29) находим 𝐻
𝑛+1/3
2,𝑗,𝑘 при 𝑖 = 1:

𝑎1,𝑗,𝑘𝐻
𝑛+1/3
0,𝑗,𝑘 − 𝑏1,𝑗,𝑘𝐻

𝑛+1/3
1,𝑗,𝑘 + 𝑐1,𝑗,𝑘𝐻

𝑛+1/3
2,𝑗,𝑘 = −𝑓1,𝑗,𝑘,

𝐻
𝑛+1/3
2,𝑗,𝑘 = −𝑎1,𝑗,𝑘

𝑐1,𝑗,𝑘
𝐻

𝑛+1/3
0,𝑗,𝑘 +

𝑏1,𝑗,𝑘
𝑐1,𝑗,𝑘

𝐻
𝑛+1/3
1,𝑗,𝑘 − 𝑓1,𝑗,𝑘

𝑐1,𝑗,𝑘
. (31)

Подставив 𝐻
𝑛+1/3
2,𝑗,𝑘 из (31) в (30) получим 𝐻

𝑛+1/3
0,𝑗,𝑘 ,

𝐻
𝑛+1/3
0,𝑗,𝑘 =

κ1,𝑗,𝑘𝑏1,𝑗,𝑘 − 4κ1,𝑗,𝑘𝑐1,𝑗,𝑘 − 2𝜄1∆𝑥𝜉𝑐1,𝑗,𝑘
κ1,𝑗,𝑘𝑎1,𝑗,𝑘 − 3κ1,𝑗,𝑘𝑐1,𝑗,𝑘

𝐻
𝑛+1/3
1,𝑗,𝑘 +

2𝜄1∆𝑥𝜉𝑐1,𝑗,𝑘𝐻0 − κ1,𝑗,𝑘𝑓1,𝑗,𝑘
κ1,𝑗,𝑘𝑎1,𝑗,𝑘 − 3κ1,𝑗,𝑘𝑐1,𝑗,𝑘

,

где прогоночные коэффициенты 𝛼0,𝑗,𝑘, 𝛽0,𝑗,𝑘 вычисляется с помощью формул:

𝛼0,𝑗,𝑘 =
κ1,𝑗,𝑘𝑏1,𝑗,𝑘 − 4κ1,𝑗,𝑘𝑐1,𝑗,𝑘 − 2𝜄1∆𝑥𝜉𝑐1,𝑗,𝑘

κ1,𝑗,𝑘𝑎1,𝑗,𝑘 − 3κ1,𝑗,𝑘𝑐1,𝑗,𝑘
, 𝛽0,𝑗,𝑘 =

2∆𝑥𝜄1𝜉𝑐1,𝑗,𝑘𝐻0 − κ1,𝑗,𝑘𝑓1,𝑗,𝑘
κ1,𝑗,𝑘𝑎1,𝑗,𝑘 − 3κ1,𝑗,𝑘𝑐1,𝑗,𝑘

.
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Аналогично аппроксимируя граничное условие (12) по 𝑂𝑥, получим:

κ𝑁,𝑗,𝑘

𝐻
𝑛+1/3
𝑁−2,𝑗,𝑘 − 4𝐻

𝑛+1/3
𝑁−1,𝑗,𝑘 + 3𝐻

𝑛+1/3
𝑁,𝑗,𝑘

2∆𝑥
= −𝜄1𝜉(𝐻𝑛+1/3

𝑁−1,𝑗,𝑘 −𝐻0). (32)

Применяя метод прогонки для последовательности при 𝑁,𝑁 − 1 и 𝑁 − 2, найдем
𝐻

𝑛+1/3
𝑁−1,𝑗,𝑘 и 𝐻

𝑛+1/3
𝑁−2,𝑗,𝑘 :

𝐻
𝑛+1/3
𝑁−1,𝑗,𝑘 = 𝛼𝑁−1,𝑗,𝑘𝐻

𝑛+1/3
𝑁,𝑗,𝑘 + 𝛽𝑁−1,𝑗,𝑘, (33)

𝐻
𝑛+1/3
𝑁−2,𝑗,𝑘 = 𝛼𝑁−2,𝑗,𝑘𝐻

𝑛+1/3
𝑁−1,𝑗,𝑘 + 𝛽𝑁−2,𝑗,𝑘 =

= 𝛼𝑁−2,𝑗,𝑘𝛼𝑁−1,𝑗,𝑘𝐻
𝑛+1/3
𝑁,𝑗,𝑘 + 𝛼𝑁−2𝑗,𝑘𝛽𝑁−1𝑗,𝑘 + 𝛽𝑁−2,𝑗,𝑘.

(34)

Подставляем 𝐻
𝑛+1/3
𝑁−1,𝑗,𝑘 из (33) и 𝐻

𝑛+1/3
𝑁−2,𝑗,𝑘 из (34) в (32) и находим 𝐻

𝑛+1/3
𝑁,𝑗,𝑘

𝐻
𝑛+1/3
𝑁,𝑗,𝑘 =

=
4𝛽𝑁−1,𝑗,𝑘κ𝑁,𝑗,𝑘 − 2𝜄1𝜉∆𝑥𝛽𝑁−1,𝑗,𝑘 + 2𝜄1𝜉∆𝑥𝐻0 − 𝛼𝑁−2,𝑗,𝑘𝛽𝑁−1,𝑗,𝑘κ𝑁,𝑗,𝑘 − 𝛽𝑁−2,𝑗,𝑘κ𝑁,𝑗,𝑘

𝛼𝑁−2,𝑗,𝑘𝛼𝑁−1,𝑗,𝑘κ𝑁,𝑗,𝑘 + 3κ𝑁,𝑗,𝑘 − 4𝛼𝑁−1,𝑗,𝑘κ𝑁,𝑗,𝑘 + 2𝜄1𝜉∆𝑥𝛼𝑁−1,𝑗,𝑘

.

(35)

Значения напора 𝐻
𝑛+1/3
𝑁−1,𝑗,𝑘, 𝐻

𝑛+1/3
𝑁−2,𝑗,𝑘,. . . , 𝐻

𝑛+1/3
1,𝑗,𝑘 последовательно в порядке убыва-

ния индекса i по обратному пути пробега следующим образом:

𝐻
𝑛+1/3
𝑖,𝑗,𝑘 = 𝛼𝑖,𝑗,𝑘𝐻

𝑛+1/3
𝑖+1,𝑗,𝑘 + 𝛽𝑖,𝑗,𝑘, 𝑖 = 𝑁 − 1, 1, 𝑗 = 0, 𝑁, 𝑘 = 0, 𝑁.

Аналогично аппроксимируем уравнение (13) в терминах конечно-разностных со-
отношений по временному слою 𝑛 + 2/3 и группируем подобные члены, получить
систему трехдиагональных алгебраических уравнений относительно требуемых пе-
ременных:

𝑎𝑖,𝑗,𝑘𝐻
𝑛+2/3
𝑖,𝑗−1,𝑘 − 𝑏𝑖,𝑗,𝑘𝐻

𝑛+2/3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑐𝑖,𝑗,𝑘𝐻

𝑛+2/3
𝑖,𝑗+1,𝑘 = −𝑓 𝑖,𝑗,𝑘, (36)

где

𝑎𝑖,𝑗,𝑘 =
κ𝑖,𝑗−0.5,𝑘ℎ𝑖,𝑗−0.5,𝑘

Δ𝑦2
, 𝑏𝑖,𝑗,𝑘 =

𝛽𝑚
𝑛+2/3
𝑖,𝑗,𝑘 ℎ𝑖,𝑗,𝑘

Δ𝜏/3
+

κ𝑖,𝑗−0.5,𝑘ℎ𝑖,𝑗−0.5,𝑘+κ𝑖,𝑗+0.5,𝑘ℎ𝑖,𝑗+0.5,𝑘

Δ𝑦2
,

𝑐𝑖,𝑗,𝑘 =
κ𝑖,𝑗+0.5,𝑘ℎ𝑖,𝑗+0.5,𝑘

Δ𝑦2
,

𝑓 𝑖,𝑗,𝑘 =

=
κ𝑖−0.5,𝑗,𝑘ℎ𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐻

𝑛+1/3
𝑖−1,𝑗,𝑘−(κ𝑖−0.5,𝑗,𝑘ℎ𝑖−0.5,𝑗,𝑘+κ𝑖+0.5,𝑗,𝑘ℎ𝑖+0.5,𝑗,𝑘)𝐻

𝑛+1/3
𝑖,𝑗,𝑘 +κ𝑖+0.5,𝑗,𝑘ℎ𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐻

𝑛+1/3
𝑖+1,𝑗,𝑘

Δ𝑥2 +
κ𝑖,𝑗,𝑘−0.5ℎ𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐻

𝑛+1/3
𝑖,𝑗,𝑘−1−(κ𝑖,𝑗,𝑘−0.5ℎ𝑖,𝑗,𝑘−0.5+κ𝑖,𝑗,𝑘+0.5ℎ𝑖,𝑗,𝑘+0.5)𝐻

𝑛+1/3
𝑖,𝑗,𝑘 +κ𝑖,𝑗,𝑘+0.5ℎ𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐻

𝑛+1/3
𝑖,𝑗,𝑘+1

Δ𝑧2
+

+
𝛽𝑚

𝑛+2/3
𝑖,𝑗,𝑘 ℎ𝑖,𝑗,𝑘𝐻

𝑛+1/3
𝑖,𝑗,𝑘

Δ𝜏/3
+

𝐹1,𝑖,𝑗,𝑘−𝐹2,𝑖,𝑗,𝑘

3
.

Далее, граничное условие (14) аппроксимируем по 𝑂𝑦 и получим:

κ𝑖,1,𝑘

−3𝐻
𝑛+2/3
𝑖,0,𝑘 + 4𝐻

𝑛+2/3
𝑖,1,𝑘 −𝐻

𝑛+2/3
𝑖,2,𝑘

2∆𝑦
= −𝜄2𝜉(𝐻𝑛+2/3

𝑖,1,𝑘 −𝐻0). (37)

Из системы трехдиагональных уравнений (36) находим 𝐻
𝑛+2/3
𝑖,2,𝑘 при 𝑗 = 1:

𝑎𝑖,1,𝑘𝐻
𝑛+2/3
𝑖,0,𝑘 − 𝑏𝑖,1,𝑘𝐻

𝑛+2/3
𝑖,1,𝑘 + 𝑐𝑖,1,𝑘𝐻

𝑛+2/3
𝑖,2,𝑘 = −𝑓 𝑖,1,𝑘,

𝐻
𝑛+2/3
𝑖,2,𝑘 = −𝑎𝑖,1,𝑘

𝑐𝑖,1,𝑘
𝐻

𝑛+2/3
𝑖,0,𝑘 +

𝑏𝑖,1,𝑘
𝑐𝑖,1,𝑘

𝐻
𝑛+2/3
𝑖,1,𝑘 −

𝑓 𝑖,1,𝑘

𝑐𝑖,1,𝑘
. (38)
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Подставив 𝐻
𝑛+2/3
𝑖,2,𝑘 из (38) в (37) получим 𝐻

𝑛+2/3
𝑖,0,𝑘 ,

𝐻
𝑛+2/3
𝑖,0,𝑘 =

κ𝑖,1,𝑘𝑏𝑖,1,𝑘 − 4κ𝑖,1,𝑘𝑐𝑖,1,𝑘 − 2𝜄2𝜉∆𝑦𝑐𝑖,1,𝑘
κ𝑖,1,𝑘𝑎𝑖,1,𝑘 − 3κ𝑖,1,𝑘𝑐𝑖,1,𝑘

𝐻
𝑛+2/3
𝑖,1,𝑘 +

+
2𝜄2𝜉∆𝑦𝑐𝑖,1,𝑘𝐻0 − κ𝑖,1,𝑘𝑓 𝑖,1,𝑘

κ𝑖,1,𝑘𝑎𝑖,1,𝑘 − 3κ𝑖,1,𝑘𝑐𝑖,1,𝑘
.

Используя метод прогонки, вычисляем 𝛼𝑖,0,𝑘 и 𝛽𝑖,0,𝑘 следующим образом:

𝛼𝑖,0,𝑘 =
κ𝑖,1,𝑘𝑏𝑖,1,𝑘 − 4κ𝑖,1,𝑘𝑐𝑖,1,𝑘 − 2𝜄2𝜉∆𝑦𝑐𝑖,1,𝑘

κ𝑖,1,𝑘𝑎𝑖,1,𝑘 − 3κ𝑖,1,𝑘𝑐𝑖,1,𝑘
, 𝛽𝑖,0,𝑘 =

2𝜄2𝜉∆𝑦𝑐𝑖,1,𝑘𝐻0 − κ𝑖,1,𝑘𝑓 𝑖,1,𝑘

κ𝑖,1,𝑘𝑎𝑖,1,𝑘 − 3κ𝑖,1,𝑘𝑐𝑖,1,𝑘
.

Аналогично аппроксимируя граничное условие (14) по 𝑂𝑦, получим:

κ𝑖,𝑁,𝑘

𝐻
𝑛+2/3
𝑖,𝑁−2,𝑘 − 4𝐻

𝑛+2/3
𝑖,𝑁−1,𝑘 + 3𝐻

𝑛+2/3
𝑖,𝑁,𝑘

2∆𝑦
= −𝜄2𝜉(𝐻𝑛+2/3

𝑖,𝑁−1,𝑘 −𝐻0). (39)

Применяя метод прогонки для последовательности при 𝑁,𝑁 − 1𝑁 − 2, найдем
𝐻

𝑛+2/3
𝑖,𝑁−1,𝑘 и 𝐻

𝑛+2/3
𝑖,𝑁−2,𝑘:

𝐻
𝑛+2/3
𝑖,𝑁−1,𝑘 = 𝛼𝑖,𝑁−1,𝑘𝐻

𝑛+2/3
𝑖,𝑁,𝑘 + 𝛽𝑖,𝑁−1,𝑘, (40)

𝐻
𝑛+2/3
𝑖,𝑁−2,𝑘 = 𝛼𝑖,𝑁−2,𝑘𝐻

𝑛+2/3
𝑖,𝑁−1,𝑘 + 𝛽𝑖,𝑁−2,𝑘 =

= 𝛼𝑖,𝑁−2,𝑘𝛼𝑖,𝑁−1,𝑘𝐻
𝑛+2/3
𝑖,𝑁,𝑘 + 𝛼𝑖,𝑁−2,𝑘𝛽𝑖,𝑁−1,𝑘 + 𝛽𝑖,𝑁−2,𝑘.

(41)

Подставляем 𝐻
𝑛+2/3
𝑖,𝑁−1,𝑘 из (40) и 𝐻

𝑛+2/3
𝑖,𝑁−2,𝑘 из (41) в (39) и находим 𝐻

𝑛+2/3
𝑖,𝑁,𝑘 ,

𝐻
𝑛+2/3
𝑖,𝑁,𝑘 =

=
4𝛽𝑖,𝑁−1,𝑘κ𝑖,𝑁,𝑘 − 2𝜄2𝜉∆𝑦𝛽𝑖,𝑁−1,𝑘 + 2𝜄2𝜉∆𝑦𝐻0 − 𝛼𝑖,𝑁−2,𝑘𝛽𝑖,𝑁−1,𝑘κ𝑖,𝑁,𝑘 − 𝛽𝑖,𝑁−2,𝑘κ𝑖,𝑁,𝑘

𝛼𝑖,𝑁−2,𝑘𝛼𝑖,𝑁−1,𝑘κ𝑖,𝑁,𝑘 + 3κ𝑖,𝑁,𝑘 − 4𝛼𝑖,𝑁−1,𝑘κ𝑖,𝑁,𝑘 + 2𝜄2𝜉∆𝑦𝛼𝑖,𝑁−1,𝑘

.

Значения напора 𝐻
𝑛+2/3
𝑖,𝑁−1,𝑘, 𝐻

𝑛+2/3
𝑖,𝑁−1,𝑘,. . . , 𝐻

𝑛+2/3
𝑖,1,𝑘 последовательно в порядке убыва-

ния индекса 𝑗 по обратному пути пробега следующим образом:

𝐻
𝑛+2/3
𝑖,𝑗,𝑘 = 𝛼𝑖,𝑗,𝑘𝐻

𝑛+2/3
𝑖,𝑗+1,𝑘 + 𝛽𝑖,𝑗,𝑘; 𝑖 = 0, 𝑁, 𝑗 = 𝑁 − 1, 1, 𝑘 = 0, 𝑁.

Аналогично аппроксимируем уравнение (9) в терминах конечно-разностных соот-
ношений по временному слою 𝑛+ 1 и группируем подобные члены, чтобы получить
систему трехдиагональных алгебраических уравнений относительно требуемых пе-
ременных:

𝑎𝑖,𝑗,𝑘𝐻
𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘−1 − 𝑏𝑖,𝑗,𝑘𝐻

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑐𝑖,𝑗,𝑘𝐻

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘+1 = −𝑓 𝑖,𝑗,𝑘, (42)

где 𝑎𝑖,𝑗,𝑘 =
κ𝑖,𝑗,𝑘−0.5ℎ𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐻

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘−1

Δ𝑧2
, 𝑏𝑖,𝑗,𝑘 =

𝛽𝑚
𝑛+2/3
𝑖,𝑗,𝑘 ℎ𝑖,𝑗,𝑘

Δ𝜏/3
+

κ𝑖,𝑗,𝑘−0.5ℎ𝑖,𝑗,𝑘−0.5+κ𝑖,𝑗,𝑘+0.5ℎ𝑖,𝑗,𝑘+0.5

Δ𝑧2
,

𝑐𝑖,𝑗,𝑘 =
κ𝑖,𝑗,𝑘+0.5ℎ𝑖,𝑗,𝑘+0.5

Δ𝑧2
,

𝑓 𝑖,𝑗,𝑘 =
κ𝑖−0.5,𝑗,𝑘ℎ𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐻

𝑛+2/3
𝑖−1,𝑗,𝑘−(κ𝑖−0.5,𝑗,𝑘ℎ𝑖−0.5,𝑗,𝑘+κ𝑖+0.5,𝑗,𝑘ℎ𝑖+0.5,𝑗,𝑘)𝐻

𝑛+2/3
𝑖,𝑗,𝑘 +κ𝑖+0.5,𝑗,𝑘ℎ𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐻

𝑛+2/3
𝑖+1,𝑗,𝑘

Δ𝑥2 +

+
κ𝑖,𝑗−0.5,𝑘ℎ𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐻

𝑛+2/3
𝑖,𝑗−1,𝑘−(κ𝑖,𝑗−0.5,𝑘ℎ𝑖,𝑗−0.5,𝑘+κ𝑖,𝑗+0.5,𝑘ℎ𝑖,𝑗+0.5,𝑘)𝐻

𝑛+2/3
𝑖,𝑗,𝑘 +κ𝑖,𝑗+0.5,𝑘ℎ𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐻

𝑛+2/3
𝑖,𝑗+1,𝑘

Δ𝑦2
+

+
𝛽𝑚

𝑛+2/3
𝑖,𝑗,𝑘 ℎ𝑖,𝑗,𝑘𝐻

𝑛+2/3
𝑖,𝑗,𝑘

Δ𝜏/3
+

𝐹1,𝑖,𝑗,𝑘−𝐹2,𝑖,𝑗,𝑘

3
.



Математическое моделирование гидродинамического . . . 97

Далее, граничное условие (15) аппроксимируем по 𝑂𝑧 и получим:

−3𝐻𝑛+1
𝑖,𝑗,0 + 4𝐻𝑛+1

𝑖,𝑗,1 −𝐻𝑛+1
𝑖,𝑗,2 = 0. (43)

Из системы трехдиагональных уравнений (42) находим 𝐻𝑛+1
𝑖,𝑗,2 при 𝑘 = 1:

𝑎𝑖,𝑗,1𝐻
𝑛+1
𝑖,𝑗,0 − 𝑏𝑖,𝑗,1𝐻

𝑛+1
𝑖,𝑗,1 + 𝑐𝑖,𝑗,1𝐻

𝑛+1
𝑖,𝑗,2 = −𝑓 𝑖,𝑗,1,

𝐻𝑛+1
𝑖,𝑗,2 = −𝑎𝑖,𝑗,1

𝑐𝑖,𝑗,1
𝐻𝑛+1

𝑖,𝑗,0 +
𝑏𝑖,𝑗,1
𝑐𝑖,𝑗,1

𝐻𝑛+1
𝑖,𝑗,1 −

𝑓 𝑖,𝑗,1

𝑐𝑖,𝑗,1
. (44)

Подставив 𝐻𝑛+1
𝑖,𝑗,2 из (44) в (43) получим 𝐻𝑛+1

𝑖,𝑗,0 ,

𝐻𝑛+1
𝑖,𝑗,0 =

(4𝑐𝑖,𝑗,1 − 𝑏𝑖,𝑗,1)

(3𝑐𝑖,𝑗,1 − 𝑎𝑖,𝑗,1)
𝐻𝑛+1

𝑖,𝑗,1 +
𝑓 𝑖,𝑗,1

(3𝑐𝑖,𝑗,1 − 𝑎𝑖,𝑗,1)
.

где прогоночные коэффициенты 𝛼𝑖,𝑗,0, 𝛽𝑖,𝑗,0 вычисляется с помощью формул:

𝛼𝑖,𝑗,0 =
(4𝑐𝑖,𝑗,1 − 𝑏𝑖,𝑗,1)

(3𝑐𝑖,𝑗,1 − 𝑎𝑖,𝑗,1)
, 𝛽𝑖,𝑗,0 =

𝑓 𝑖,𝑗,1

(3𝑐𝑖,𝑗,1 − 𝑎𝑖,𝑗,1)
.

Аналогично аппроксимируем граничное условие (16) по 𝑂𝑧, получим:

κ𝑖,𝑗,𝑁

𝐻𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑁−2 − 4𝐻𝑛+1

𝑖,𝑗,𝑁−1 + 3𝐻𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑁

2∆𝑧
= −𝜄3𝜉(𝐻𝑛+1

𝑖,𝑗,𝑁−1 −𝐻0). (45)

Применяя метод прогонки для последовательности при 𝑁,𝑁 − 1 и 𝑁 − 2, найдем
𝐻𝑛+1

𝑖,𝑗,𝑁−1 и 𝐻
𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑁−2:

𝐻𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑁−1 = 𝛼𝑖,𝑗,𝑁−1𝐻

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑁 + 𝛽𝑖,𝑗,𝑁−1, (46)

𝐻𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑁−2 = 𝛼𝑖,𝑗,𝑁−2𝐻

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑁−1 + 𝛽𝑖,𝑗,𝑁−2 =

= 𝛼𝑖,𝑗,𝑁−2𝛼𝑖,𝑗,𝑁−1𝐻
𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑁 + 𝛼𝑖,𝑗,𝑁−2𝛽𝑖,𝑗,𝑁−1 + 𝛽𝑖,𝑗,𝑁−2.

(47)

Подставляем 𝐻𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑁−1 из (46) и 𝐻

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑁−2 из (47) в (45) и находим 𝐻𝑛+1

𝑖,𝑗,𝑁 ,

𝐻𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑁, =

=
4𝛽𝑖,𝑗,𝑁−1κ𝑖,𝑗,𝑁 − 2𝜄3𝜉∆𝑧𝛽𝑖,𝑗,𝑁−1 + 2𝜄3𝜉∆𝑧𝐻0 − 𝛼𝑖,𝑗,𝑁−2𝛽𝑖,𝑗,𝑁−1κ𝑖,𝑁,𝑘 − 𝛽𝑖,𝑗,𝑁−2κ𝑖,𝑗,𝑁

𝛼𝑖,𝑗,𝑁−2𝛼𝑖,𝑗,𝑁−1κ𝑖,𝑗,𝑁 + 3κ𝑖,𝑗,𝑁 − 4𝛼𝑖,𝑗,𝑁−1κ𝑖,𝑗,𝑁 + 2𝜄3𝜉∆𝑧𝛼𝑖,𝑗,𝑁−1

.

Значения напора 𝐻𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑁−1, 𝐻

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑁−1,. . . , 𝐻

𝑛+1
𝑖,𝑗,1 последовательно в порядке убывания

индекса 𝑘 по обратному пути пробега следующим образом:

𝐻𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘 = 𝛼𝑖,𝑗,𝑘𝐻

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘+1 + 𝛽𝑖,𝑗,𝑘; 𝑖 = 0, 𝑁, 𝑗 = 0, 𝑁, 𝑘 = 𝑁 − 1, 1.
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Для численного интегрирования уравнений (17) заменяем дифференциальный
оператор для 𝑛+ 1/3 слоя на конечно-разностное и получим.

𝜇
𝑚

𝑛+1/3
𝑖,𝑗,𝑘 𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖,𝑗,𝑘 −𝑚𝑛

𝑖,𝑗,𝑘𝐶
𝑛
1,𝑖,𝑗,𝑘

Δ𝜏/3
=

𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶
𝑛+1/3
1,𝑖−1,𝑗,𝑘−(𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘+𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘)𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖,𝑗,𝑘 +𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖+1,𝑗,𝑘

Δ𝑥2 +

+
𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖−1,𝑗−1,𝑘−𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖−1,𝑗+1,𝑘−𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖+1,𝑗−1,𝑘+𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖+1,𝑗+1,𝑘

Δ𝑥Δ𝑦
+

+
𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖−1,𝑗,𝑘−1−𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖−1,𝑗,𝑘+1−𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖+1,𝑗,𝑘−1+𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖+1,𝑗,𝑘+1

Δ𝑥Δ𝑧
+

+
𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗−1,𝑘−(𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘+𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘)𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗,𝑘+𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗+1,𝑘

Δ𝑦2
+

+
𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖−1,𝑗−1,𝑘−𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖−1,𝑗+1,𝑘−𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖+1,𝑗−1,𝑘+𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖+1,𝑗+1,𝑘

Δ𝑥Δ𝑦
+

+
𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗−1,𝑘−1−𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗−1,𝑘+1−𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗+1,𝑘−1+𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗+1,𝑘+1

Δ𝑦Δ𝑧
+

+
𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗,𝑘−1−(𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5+𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5)𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗,𝑘+𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗,𝑘+1

Δ𝑧2
+

+
𝐷33,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖−1,𝑗,𝑘−1−𝐷33,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖−1,𝑗,𝑘+1−𝐷33,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖+1,𝑗,𝑘−1+𝐷33,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖+1,𝑗,𝑘+1

Δ𝑥Δ𝑧
+

+
𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗−1,𝑘−1−𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗−1,𝑘+1−𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗+1,𝑘−1+𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗+1,𝑘+1

Δ𝑦Δ𝑧
+

+
𝑉1,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖−1,𝑗,𝑘−𝑉1,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖+1,𝑗,𝑘

2Δ𝑥
+

𝑉2,𝑖,𝑗−05,𝑘𝐶
𝑛
1,𝑖,𝑗−1,𝑘−𝑉2,𝑖,𝑗+05,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗+1,𝑘

2Δ𝑦
+

+
𝑉3,𝑖,𝑗,𝑘−05𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗,𝑘−1−𝑉3,𝑖,𝑗,𝑘+05𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗,𝑘+1

2Δ𝑧
,

и сгруппировав это равенство, получим следующее

𝑎′𝑖,𝑗,𝑘𝐶
𝑛+1/3
1,𝑖−1,𝑗,𝑘 − 𝑏′𝑖,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑐′𝑖,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖+1,𝑗,𝑘 = −𝑓 ′

𝑖,𝑗,𝑘, (48)

где 𝑎′𝑖,𝑗,𝑘 =
𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘

Δ𝑥2 , 𝑏′𝑖,𝑗,𝑘 = 𝜇
𝑚

𝑛+1/3
𝑖,𝑗,𝑘

Δ𝜏/3
+

(𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘+𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘)

Δ𝑥2 , 𝑐′𝑖,𝑗,𝑘 =
𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘

Δ𝑥2 ,

𝑓 ′
𝑖,𝑗,𝑘 =

𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶
𝑛+1/3
1,𝑖−1,𝑗−1,𝑘−𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖−1,𝑗+1,𝑘−𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖+1,𝑗−1,𝑘+𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖+1,𝑗+1,𝑘

Δ𝑥Δ𝑦
+

+
𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖−1,𝑗,𝑘−1−𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖−1,𝑗,𝑘+1−𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖+1,𝑗,𝑘−1+𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖+1,𝑗,𝑘+1

Δ𝑥Δ𝑧
+

+
𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗−1,𝑘−(𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘+𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘)𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗,𝑘+𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗+1,𝑘

Δ𝑦2
+

+
𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖−1,𝑗−1,𝑘−𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖−1,𝑗+1,𝑘−𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖+1,𝑗−1,𝑘+𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖+1,𝑗+1,𝑘

Δ𝑥Δ𝑦
+

+
𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗−1,𝑘−1−𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗−1,𝑘+1−𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗+1,𝑘−1+𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗+1,𝑘+1

Δ𝑦Δ𝑧
+

+
𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗,𝑘−1−(𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5+𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5)𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗,𝑘+𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗,𝑘+1

Δ𝑧2
+

+
𝐷33,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖−1,𝑗,𝑘−1−𝐷33,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖−1,𝑗,𝑘+1−𝐷33,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖+1,𝑗,𝑘−1+𝐷33,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖+1,𝑗,𝑘+1

Δ𝑥Δ𝑧
+

+
𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗−1,𝑘−1−𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗−1,𝑘+1−𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗+1,𝑘−1+𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗+1,𝑘+1

Δ𝑦Δ𝑧
+

+
𝑉1,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖−1,𝑗,𝑘−𝑉1,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖+1,𝑗,𝑘

2Δ𝑥
+

𝑉2,𝑖,𝑗−05,𝑘𝐶
𝑛
1,𝑖,𝑗−1,𝑘−𝑉2,𝑖,𝑗+05,𝑘𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗+1,𝑘

2Δ𝑦
+

+
𝑉3,𝑖,𝑗,𝑘−05𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗,𝑘−1−𝑉3,𝑖,𝑗,𝑘+05𝐶

𝑛
1,𝑖,𝑗,𝑘+1

2Δ𝑧
+ 𝜇

𝑚𝑛
𝑖,𝑗,𝑘

𝐶𝑛
1,𝑖,𝑗,𝑘

Δ𝜏/3
.

Далее, граничное условие (19) аппроксимируем по и получим:

−3𝐶
𝑛+1/3
1,0,𝑗,𝑘 + 4𝐶

𝑛+1/3
1,1,𝑗,𝑘 − 𝐶

𝑛+1/3
1,2,𝑗,𝑘

2∆𝑥
= 0. (49)

Из системы трехдиагональных уравнений (48) находим 𝐶
𝑛+1/3
1,2,𝑗,𝑘 при 𝑖 = 1:

𝑎′1,𝑗,𝑘𝐶
𝑛+1/3
1,0,𝑗,𝑘 − 𝑏′1,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,1,𝑗,𝑘 + 𝑐′1,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,2,𝑗,𝑘 = −𝑓 ′

1,𝑗,𝑘,

𝐶
𝑛+1/3
1,2,𝑗,𝑘 = −𝑎

′
1,𝑗,𝑘

𝑐′1,𝑗,𝑘
𝐶

𝑛+1/3
1,0𝑗,𝑘 +

𝑏′1,𝑗,𝑘
𝑐′1,𝑗,𝑘

𝐶
𝑛+1/3
1,1,𝑗,𝑘 −

𝑓 ′
1,𝑗,𝑘

𝑐′1,𝑗,𝑘
.

(50)
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Подставив 𝐶
𝑛+1/3
1,2,𝑗,𝑘 из (50) в (49) получим 𝐶

𝑛+1/3
1,0,𝑗,𝑘

𝐶
𝑛+1/3
1,0,𝑗,𝑘 =

(𝑏′1,𝑗,𝑘 − 4𝑐′1,𝑗,𝑘)

(𝑎′1,𝑗,𝑘 − 3𝑐′1,𝑗,𝑘)
𝐶

𝑛+1/3
1,1,𝑗,𝑘 +

𝑓 ′
1,𝑗,𝑘

(3𝑐′1,𝑗,𝑘 − 𝑎′1,𝑗,𝑘)
.

где прогоночные коэффициенты 𝛼′
0,𝑗,𝑘, 𝛽

′
0,𝑗,𝑘 вычисляется с помощью формул:

𝛼′
0,𝑗,𝑘 =

(𝑏′1,𝑗,𝑘 − 4𝑐′1,𝑗,𝑘)

(𝑎′1,𝑗,𝑘 − 3𝑐′1,𝑗,𝑘)
, 𝛽′

0,𝑗,𝑘 =
𝑓 ′

1,𝑗,𝑘

(3𝑐′1,𝑗,𝑘 − 𝑎′1,𝑗,𝑘)
.

Аналогично аппроксимируем граничное условие (19) по 𝑂𝑥, получим:

𝐶
𝑛+1/3
1,𝑁−2,𝑗,𝑘 − 4𝐶

𝑛+1/3
1,𝑁−1,𝑗,𝑘 + 3𝐶

𝑛+1/3
1,𝑁,𝑗,𝑘

2∆𝑥
= 0. (51)

Применяя метод прогонки для последовательности при 𝑁,𝑁 − 1 и 𝑁 − 2, найдем
𝐶

𝑛+1/3
1,𝑁−1,𝑗,𝑘 и 𝐶

𝑛+1/3
1,𝑁−2,𝑗,𝑘:

𝐶
𝑛+1/3
1,𝑁−1,𝑗,𝑘 = 𝛼′

𝑁−1,𝑗,𝑘𝐶
𝑛+1/3
1,𝑁,𝑗,𝑘 + 𝛽′

𝑁−1,𝑗,𝑘, (52)

𝐶
𝑛+1/3
1,𝑁−2,𝑗,𝑘 = 𝛼′

𝑁−2,𝑗,𝑘𝐶
𝑛+1/3
1,𝑁−1,𝑗,𝑘 + 𝛽′

𝑁−2,𝑗,𝑘 =

𝛼′
𝑁−2,𝑗,𝑘𝛼

′
𝑁−1,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,𝑁,𝑗,𝑘 + 𝛼′

𝑁−2,𝑗,𝑘𝛽
′
𝑁−1,𝑗,𝑘 + 𝛽′

𝑁−2,𝑗,𝑘.
(53)

Подставляем 𝐶
𝑛+1/3
1,𝑁−1,𝑗,𝑘 из (52) и 𝐶

𝑛+1/3
1,𝑁−2,𝑗,𝑘 из (53) в (51) и находим 𝐶

𝑛+1/3
1,𝑁,𝑗,𝑘,

𝐶
𝑛+1/3
1,𝑁,𝑗,𝑘 =

4𝛽′
𝑁−1,𝑗,𝑘 − 𝛼′

𝑁−2,𝑗,𝑘𝛽
′
𝑁−1,𝑗,𝑘 − 𝛽′

𝑁−2,𝑗,𝑘

𝛼′
𝑁−2,𝑗,𝑘𝛼′

𝑁−1,𝑗,𝑘 − 4𝛼′
𝑁−1,𝑗,𝑘 + 3

.

Значения концентрации 𝐶
𝑛+1/3
1,𝑁−1,𝑗,𝑘, 𝐶

𝑛+1/3
1,𝑁−2,𝑗,𝑘,. . . , 𝐶

𝑛+1/3
1,1,𝑗,𝑘 последовательно в порядке

убывания индекса 𝑖 по обратному пути пробега следующим образом:

𝐶
𝑛+1/3
1,𝑖,𝑗,𝑘 = 𝛼′

𝑖,𝑗,𝑘𝐶
𝑛+1/3
1,𝑖+1,𝑗,𝑘 + 𝛽′

𝑖,𝑗,𝑘; 𝑖 = 𝑁 − 1, 1, 𝑗 = 0, 𝑁, 𝑘 = 0, 𝑁.

Аналогично аппроксимируем уравнение (19) в терминах конечно-разностных со-
отношений по временному слою 𝑛+ 2/3 и группируем подобные члены, чтобы полу-
чить систему трехдиагональных алгебраических уравнений относительно требуемых
переменных:

𝑎′′𝑖,𝑗,𝑘𝐶
𝑛+2/3
1,𝑖,𝑗−1,𝑘 − 𝑏′′𝑖,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑐′′𝑖,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,𝑗+1,𝑘 = −𝑓 ′′

𝑖,𝑗,𝑘, (54)

где 𝑎′′𝑖,𝑗,𝑘 =
𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘

Δ𝑦2
, 𝑏′′𝑖,𝑗,𝑘 = 𝜇

𝑚
𝑛+2/3
𝑖,𝑗,𝑘

Δ𝜏/3
+

(𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘+𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘)

Δ𝑦2
, 𝑐′′𝑖,𝑗,𝑘 =

𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘

Δ𝑦2
,

𝑓 ′′
𝑖,𝑗,𝑘 =

𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶
𝑛+1/3
1,𝑖−1,𝑗,𝑘−(𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘+𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘)𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖,𝑗,𝑘 +𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖+1,𝑗,𝑘

Δ𝑥2 +

+
𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖−1,𝑗−1,𝑘−𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖−1,𝑗+1,𝑘−𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖+1,𝑗−1,𝑘+𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖+1,𝑗+1,𝑘

Δ𝑥Δ𝑦
+

+
𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖−1,𝑗,𝑘−1−𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖−1,𝑗,𝑘+1−𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖+1,𝑗,𝑘−1+𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖+1,𝑗,𝑘+1

Δ𝑥Δ𝑧
+

+
𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖−1,𝑗−1,𝑘−𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖−1,𝑗+1,𝑘−𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖+1,𝑗−1,𝑘+𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖+1,𝑗+1,𝑘

Δ𝑥Δ𝑦
+

+
𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖,𝑗−1,𝑘−1−𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖,𝑗−1,𝑘+1−𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖,𝑗+1,𝑘−1+𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖,𝑗+1,𝑘+1

Δ𝑦Δ𝑧
+

+
𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖,𝑗,𝑘−1−(𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5+𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5)𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖,𝑗,𝑘 +𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖,𝑗,𝑘+1

Δ𝑧2
+

+
𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖−1,𝑗,𝑘−1−𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖−1,𝑗,𝑘+1−𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖+1,𝑗,𝑘−1+𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖+1,𝑗,𝑘+1

Δ𝑥Δ𝑧
+

+
𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖,𝑗−1,𝑘−1−𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖,𝑗−1,𝑘+1−𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖,𝑗+1,𝑘−1+𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖,𝑗+1,𝑘+1

Δ𝑦Δ𝑧
+

+
𝑉1,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖−1,𝑗,𝑘−𝑉1,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖+1,𝑗,𝑘

2Δ𝑥
+

𝑉2,𝑖,𝑗−05,𝑘𝐶
𝑛+1/3
1,𝑖,𝑗−1,𝑘−𝑉2,𝑖,𝑗+05,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖,𝑗+1,𝑘

2Δ𝑦
+

+
𝑉3,𝑖,𝑗,𝑘−05𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖,𝑗,𝑘−1−𝑉3,𝑖,𝑗,𝑘+05𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖,𝑗,𝑘+1

2Δ𝑧
+ 𝜇

𝑚
𝑛+1/3
𝑖,𝑗,𝑘 𝐶

𝑛+1/3
1,𝑖,𝑗,𝑘

Δ𝜏/3
.
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Далее, граничное условие (19) аппроксимируем по 𝑂𝑦 и получим:

−3𝐶
𝑛+2/3
1,𝑖,0,𝑘 + 4𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,1,𝑘 − 𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,2,𝑘

2∆𝑦
= 0. (55)

Из системы трехдиагональных уравнений (54) находим 𝐶
𝑛+2/3
1,𝑖,2,𝑘 при 𝑗 = 1:

𝑎′′𝑖,1,𝑘𝐶
𝑛+2/3
1,𝑖,0,𝑘 − 𝑏′′𝑖,1,𝑘𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,1,𝑘 + 𝑐′′𝑖,1,𝑘𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,2,𝑘 = −𝑓 ′′

𝑖,1,𝑘,

𝐶
𝑛+2/3
1,𝑖,2,𝑘 = −𝑎

′′
𝑖,1,𝑘

𝑐′′𝑖,1,𝑘
𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,0,𝑘 +

𝑏′′𝑖,1,𝑘
𝑐′′𝑖,1,𝑘

𝐶
𝑛+2/3
1,𝑖,1,𝑘 −

𝑓 ′′
𝑖,1,𝑘

𝑐′′𝑖,1,𝑘
. (56)

Подставив 𝐶
𝑛+2/3
1,𝑖,2,𝑘 из (56) в (55), получим 𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,0,𝑘

𝐶
𝑛+2/3
1,𝑖,0,𝑘 =

(𝑏′′𝑖,1,𝑘 − 4𝑐′′𝑖,1,𝑘)

(𝑎′′𝑖,1,𝑘 − 3𝑐′′𝑖,1,𝑘)
𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,1,𝑘 +

𝑓 ′′
𝑖,1,𝑘

(3𝑐′′𝑖,1,𝑘 − 𝑎′′𝑖,1,𝑘)
.

где прогоночные коэффициенты 𝛼′′
𝑖,0,𝑘, 𝛽

′′
𝑖,0,𝑘 вычисляется с помощью формул:

𝛼′′
𝑖,0,𝑘 =

(𝑏′′𝑖,1,𝑘 − 4𝑐′′𝑖,1,𝑘)

(𝑎′′𝑖,1,𝑘 − 3𝑐′′𝑖,1,𝑘)
, 𝛽′′

𝑖,0,𝑘 =
𝑓 ′′

𝑖,1,𝑘

(3𝑐′′𝑖,1,𝑘 − 𝑎′′𝑖,1,𝑘)
.

Аналогично аппроксимируя граничное условие (27) по 𝑂𝑦, получим:

𝐶
𝑛+2/3
1,𝑖,𝑁−2,𝑘 − 4𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,𝑁−1,𝑘 + 3𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,𝑁,𝑘

2∆𝑦
= 0. (57)

Применяя метод прогонки для последовательности при 𝑁,𝑁 − 1 и 𝑁 − 2, найдем
𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,𝑁−1,𝑘 и 𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,𝑁−2,𝑘:

𝐶
𝑛+2/3
1,𝑖,𝑁−1,𝑘 = 𝛼′′

𝑖,𝑁−1,𝑘𝐶
𝑛+2/3
1,𝑖,𝑁,𝑘 + 𝛽′′

𝑖,𝑁−1,𝑘, (58)

𝐶
𝑛+2/3
1,𝑖,𝑁−2,𝑘 = 𝛼′′

𝑖,𝑁−2,𝑘𝐶
𝑛+2/3
1,𝑖,𝑁−1,𝑘 + 𝛽′′

𝑖,𝑁−2,𝑘 =

= 𝛼′′
𝑖,𝑁−2,𝑘𝛼

′′
𝑖,𝑁−1,𝑘𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,𝑁,𝑘 + 𝛼′′

𝑖,𝑁−2,𝑘𝛽
′′
𝑖,𝑁−1,𝑘 + 𝛽′′

𝑖,𝑁−2,𝑘.
(59)

Подставляем 𝐶
𝑛+2/3
1,𝑖,𝑁−1,𝑘 из (58) и 𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,𝑁−2,𝑘 из (59) в (57) и находим 𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,𝑁,𝑘,

𝐶
𝑛+2/3
1,𝑖,𝑁,𝑘 =

4𝛽′′
𝑖,𝑁−1,𝑘 − 𝛼′′

𝑖,𝑁−2,𝑘𝛽
′′
𝑖,𝑁−1,𝑘 − 𝛽′′

𝑖,𝑁−2,𝑘

𝛼′′
𝑖,𝑁−2,𝑘𝛼′′

𝑖,𝑁−1,𝑘 − 4𝛼′′
𝑖,𝑁−1,𝑘 + 3

.

Значения концентрации 𝐶
𝑛+2/3
1,𝑖,𝑁−1,𝑘, 𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,𝑁−2,𝑘,. . . , 𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,1,𝑘 последовательно в порядке

убывания индекса j по обратному пути пробега следующим образом:

𝐶
𝑛+2/3
1,𝑖,𝑗,𝑘 = 𝛼′′

𝑖,𝑗,𝑘 𝐶
𝑛+2/3
1,𝑖,𝑗+1,𝑘 + 𝛽′′

𝑖,𝑗,𝑘; 𝑖 = 0, 𝑁, 𝑗 = 𝑁 − 1, 1, 𝑘 = 0, 𝑁.

Аналогично аппроксимируем уравнение (19) в терминах конечно-разностных со-
отношений по временному слою 𝑛+1 и группируем подобные члены, чтобы получить
систему трехдиагональных алгебраических уравнений относительно требуемых пе-
ременных:

𝑎′′′𝑖,𝑗,𝑘𝐶
𝑛+1
1,𝑖,𝑗,𝑘−1 − 𝑏′′′𝑖,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1
1,𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑐′′′𝑖,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1
1,𝑖,𝑗,𝑘+1 = −𝑓 ′′′

𝑖,𝑗,𝑘, (60)
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где 𝑎′′′𝑖,𝑗,𝑘 =
𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5

Δ𝑧2
, 𝑏′′′𝑖,𝑗,𝑘 = 𝜇

𝑚𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘

Δ𝜏/3
+

(𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5+𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5)

Δ𝑧2
, 𝑐′′′𝑖,𝑗,𝑘 =

𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5

Δ𝑧2
,

𝑓 ′′′
𝑖,𝑗,𝑘 =

𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶
𝑛+2/3
1,𝑖−1,𝑗,𝑘−(𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘+𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘)𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,𝑗,𝑘 +𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖+1,𝑗,𝑘

Δ𝑥2 +

+
𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖−1,𝑗−1,𝑘−𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖−1,𝑗+1,𝑘−𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖+1,𝑗−1,𝑘+𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖+1,𝑗+1,𝑘

Δ𝑥Δ𝑦
+

+
𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖−1,𝑗,𝑘−1−𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖−1,𝑗,𝑘+1−𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖+1,𝑗,𝑘−1+𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖+1,𝑗,𝑘+1

Δ𝑥Δ𝑧
+

+
𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,𝑗−1,𝑘−(𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘+𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘)𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,𝑗,𝑘 +𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,𝑗+1,𝑘

Δ𝑦2
+

+
𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖−1,𝑗−1,𝑘−𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖−1,𝑗+1,𝑘−𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖+1,𝑗−1,𝑘+𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖+1,𝑗+1,𝑘

Δ𝑥Δ𝑦
+

+
𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,𝑗−1,𝑘−1−𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,𝑗−1,𝑘+1−𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,𝑗+1,𝑘−1+𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,𝑗+1,𝑘+1

Δ𝑦Δ𝑧
+

+
𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖−1,𝑗,𝑘−1−𝐷33,𝑖,𝑗−0.5,𝑘−0.5𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖−1,𝑗,𝑘+1−𝐷33,𝑖,𝑗+0.5,𝑘+0.5𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖+1,𝑗,𝑘−1+𝐷33,𝑖,𝑗+0.5,𝑘+0.5𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖+1,𝑗,𝑘+1

Δ𝑥Δ𝑧
+

+
𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,𝑗−1,𝑘−1−𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,𝑗−1,𝑘+1−𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,𝑗+1,𝑘−1+𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,𝑗+1,𝑘+1

Δ𝑦Δ𝑧
+

+
𝑉1,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖−1,𝑗,𝑘−𝑉1,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖+1,𝑗,𝑘

2Δ𝑥
+

𝑉2,𝑖,𝑗−05,𝑘𝐶
𝑛+2/3
1,𝑖,𝑗−1,𝑘−𝑉2,𝑖,𝑗+05,𝑘𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,𝑗+1,𝑘

2Δ𝑦
+

+
𝑉3,𝑖,𝑗,𝑘−05𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,𝑗,𝑘−1−𝑉3,𝑖,𝑗,𝑘+05𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,𝑗,𝑘+1

2Δ𝑧
+ 𝜇

𝑚
𝑛+2/3
𝑖,𝑗,𝑘 𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,𝑗,𝑘

Δ𝜏/3
.

Далее, граничное условие (19) аппроксимируем по 𝑂𝑧 и получим:

−3𝐶𝑛+1
1,𝑖,𝑗,0 + 4𝐶𝑛+1

1,𝑖,𝑗,1 − 𝐶𝑛+1
1,𝑖,𝑗,2

2∆𝑧
= 0. (61)

Из системы трехдиагональных уравнений (60) находим 𝐶𝑛+1
1,𝑖,𝑗,2 при 𝑘 = 1:

𝑎′′′𝑖,𝑗,1𝐶
𝑛+1
1,𝑖,𝑗,0 − 𝑏′′′𝑖,𝑗,1𝐶

𝑛+1
1,𝑖,𝑗,1 + 𝑐′′′𝑖,𝑗,1𝐶

𝑛+1
1,𝑖,𝑗,2 = −𝑓 ′′′

𝑖,𝑗,1,

𝐶𝑛+1
1,𝑖,𝑗,2 = −𝑎

′′′
𝑖,𝑗,1

𝑐′′′𝑖,𝑗,1
𝐶𝑛+1

1,𝑖,𝑗,0 +
𝑏′′′𝑖,𝑗,1
𝑐′′′𝑖,𝑗,1

𝐶𝑛+1
1,𝑖,𝑗,1 −

𝑓 ′′′
𝑖,𝑗,1

𝑐′′′𝑖,𝑗,1
. (62)

Подставив 𝐶𝑛+1
1,𝑖,𝑗,2 из (62) в (61) получим 𝐶𝑛+1

1,𝑖,𝑗,0

𝐶𝑛+1
1,𝑖,𝑗,0 =

𝑏′′′𝑖,𝑗,1 − 4𝑐′′′𝑖,𝑗,1
𝑎′′′𝑖,𝑗,1 − 3𝑐′′′𝑖,𝑗,1

𝐶𝑛+1
1,𝑖,𝑗,1 +

𝑓 ′′′
𝑖,𝑗,1

3𝑐′′′𝑖,𝑗,1 − 𝑎′′′𝑖,𝑗,1
.

где прогоночные коэффициенты 𝛼′′′
𝑖,𝑗,0, 𝛽

′′′
𝑖,𝑗,0 вычисляется с помощью формул:

𝛼′′′
𝑖,𝑗,0 =

𝑏′′′𝑖,𝑗,1 − 4𝑐′′′𝑖,𝑗,1
𝑎′′′𝑖,𝑗,1 − 3𝑐′′′𝑖,𝑗,1

, 𝛽′′′
𝑖,𝑗,0 =

𝑓 ′′′
𝑖,𝑗,1

3𝑐′′′𝑖,𝑗,1 − 𝑎′′′𝑖,𝑗,1
.

Аналогично аппроксимируем граничное условие (19) по 𝑂𝑦, получим:

𝐶𝑛+1
1,𝑖,𝑗,𝑁−2 − 4𝐶𝑛+1

1,𝑖,𝑗,𝑁−1 + 3𝐶𝑛+1
1,𝑖,𝑗,𝑁

2∆𝑧
= 0. (63)

Применяя метод прогонки для последовательности при 𝑁,𝑁 − 1 и 𝑁 − 2, найдем
𝐶𝑛+1

1,𝑖,𝑗,𝑁−1 и 𝐶
𝑛+1
1,𝑖,𝑗,𝑁−2:

𝐶𝑛+1
1,𝑖,𝑗,𝑁−1 = 𝛼′′′

𝑖,𝑗,𝑁−1𝐶
𝑛+1
1,𝑖,𝑗,𝑁 + 𝛽′′′

𝑖,𝑗,𝑁−1, (64)

𝐶𝑛+1
1,𝑖,𝑗,𝑁−2 = 𝛼′′′

𝑖,𝑗,𝑁−2𝐶
𝑛+1
1,𝑖,𝑗,𝑁−1 + 𝛽′′′

𝑖,𝑗,𝑁−2 =

= 𝛼′′′
𝑖,𝑗,𝑁−2𝛼

′′′
𝑖,𝑗,𝑁−1𝐶

𝑛+1
1,𝑖,𝑗,𝑁 + 𝛼′′′

𝑖,𝑗,𝑁−2𝛽
′′′
𝑖,𝑗,𝑁−1 + 𝛽′′′

𝑖,𝑗,𝑁−2.
(65)
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Подставляем 𝐶𝑛+1
1,𝑖,𝑗,𝑁−1 из (64) и 𝐶

𝑛+1
1,𝑖,𝑗,𝑁−2 из (65) в (63) и находим 𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,𝑁,𝑘,

𝐶𝑛+1
1,𝑖,𝑗,𝑁 =

4𝛽′′′
𝑖,𝑗,𝑁−1 − 𝛼′′′

𝑖,𝑗,𝑁−2𝛽
′′′
𝑖,𝑗,𝑁−1 − 𝛽′′′

𝑖,𝑗,𝑁−2

𝛼′′′
𝑖,𝑗,𝑁−2𝛼′′′

𝑖,𝑗,𝑁−1 − 4𝛼′′′
𝑖,𝑗,𝑁−1 + 3

.

Значения концентрация 𝐶𝑛+1
1,𝑖,𝑗,𝑁−1, 𝐶

𝑛+1
1,𝑖,𝑗,𝑁−2,. . . , 𝐶

𝑛+1
1,𝑖,𝑗,1 последовательно в порядке

убывания индекса k по обратному пути пробега следующим образом:

𝐶𝑛+1
1,𝑖,𝑗,𝑘 = 𝛼′′′

𝑖,𝑗,𝑘 𝐶
𝑛+1
1,𝑖,𝑗,𝑘+1 + 𝛽′′

𝑖,𝑗,𝑘,
′ ; 𝑖 = 0, 𝑁, 𝑗 = 0, 𝑁, 𝑘 = 𝑁 − 1, 1.

Для численного интегрирования уравнений (20) замена дифференциального опе-
ратора для 𝑛+ 1 слое на конечно-разностное получим:

𝜇
𝑚

𝑛+1/3
𝑖,𝑗,𝑘 𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖,𝑗,𝑘 −𝑚𝑛

𝑖,𝑗,𝑘𝐶
𝑛
2,𝑖,𝑗,𝑘

Δ𝜏/3
=

=
𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖−1,𝑗,𝑘−(𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘+𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘)𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖,𝑗,𝑘 +𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖+1,𝑗,𝑘

Δ𝑥2 +

+
𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖−1,𝑗−1,𝑘−𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖−1,𝑗+1,𝑘−𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖+1,𝑗−1,𝑘+𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖+1,𝑗+1,𝑘

Δ𝑥Δ𝑦
+

+
𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖−1,𝑗,𝑘−1−𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖−1,𝑗,𝑘+1−𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖+1,𝑗,𝑘−1+𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖+1,𝑗,𝑘+1

Δ𝑥Δ𝑧
+

+
𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗−1,𝑘−(𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘+𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘)𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗,𝑘+𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗+1,𝑘

Δ𝑦2
+

+
𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖−1,𝑗−1,𝑘−𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖−1,𝑗+1,𝑘−𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖+1,𝑗−1,𝑘+𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖+1,𝑗+1,𝑘

Δ𝑥Δ𝑦
+

+
𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗−1,𝑘−1−𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗−1,𝑘+1−𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗+1,𝑘−1+𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗+1,𝑘+1

Δ𝑦Δ𝑧
+

+
𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗,𝑘−1−(𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5+𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5)𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗,𝑘+𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗,𝑘+1

Δ𝑧2
+

+
𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛
2,𝑖−1,𝑗,𝑘−1−𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛
2,𝑖−1,𝑗,𝑘+1−𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐶

𝑛
2,𝑖+1,𝑗,𝑘−1+𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐶

𝑛
2,𝑖+1,𝑗,𝑘+1

Δ𝑥Δ𝑧
+

+
𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗−1,𝑘−1−𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗−1,𝑘+1−𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗+1,𝑘−1+𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗+1,𝑘+1

Δ𝑦Δ𝑧
+

+
𝑉1,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖−1,𝑗,𝑘−𝑉1,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖+1,𝑗,𝑘

2Δ𝑥
+

𝑉2,𝑖,𝑗−05,𝑘𝐶
𝑛
2,𝑖,𝑗−1,𝑘−𝑉2,𝑖,𝑗+05,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗+1,𝑘

2Δ𝑦
+

+
𝑉3,𝑖,𝑗,𝑘−05𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗,𝑘−1−𝑉3,𝑖,𝑗,𝑘+05𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗,𝑘+1

2Δ𝑧
,

и сгруппировав это равенство, получим следующее

̃︀𝑎𝑖,𝑗,𝑘𝐶𝑛+1/3
2,𝑖−1,𝑗,𝑘 −̃︀𝑏𝑖,𝑗,𝑘𝐶𝑛+1/3

2,𝑖,𝑗,𝑘 + ̃︀𝑐𝑖,𝑗,𝑘𝐶𝑛+1/3
2,𝑖+1,𝑗,𝑘 = − ̃︀𝑓𝑖,𝑗,𝑘, (66)

где ̃︀𝑎𝑖,𝑗,𝑘 = 𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘

Δ𝑥2 , ̃︀𝑏𝑖,𝑗,𝑘 = 𝜇
𝑚

𝑛+1/3
𝑖,𝑗,𝑘

Δ𝜏/3
+

(𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘+𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘)

Δ𝑥2 , ̃︀𝑐𝑖,𝑗,𝑘 = 𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘

Δ𝑥2 ,

̃︀𝑓𝑖,𝑗,𝑘 = 𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶
𝑛+1/3
2,𝑖−1,𝑗−1,𝑘−𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖−1,𝑗+1,𝑘−𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖+1,𝑗−1,𝑘+𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖+1,𝑗+1,𝑘

Δ𝑥Δ𝑦
+

+
𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖−1,𝑗,𝑘−1−𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖−1,𝑗,𝑘+1−𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖+1,𝑗,𝑘−1+𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖+1,𝑗,𝑘+1

Δ𝑥Δ𝑧
+

+
𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗−1,𝑘−(𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘+𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘)𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗,𝑘+𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗+1,𝑘

Δ𝑦2
+

+
𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖−1,𝑗−1,𝑘−𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖−1,𝑗+1,𝑘−𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖+1,𝑗−1,𝑘+𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖+1,𝑗+1,𝑘

Δ𝑥Δ𝑦
+

+
𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗−1,𝑘−1−𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗−1,𝑘+1−𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗+1,𝑘−1+𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗+1,𝑘+1

Δ𝑦Δ𝑧
+

+
𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗,𝑘−1−(𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5+𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5)𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗,𝑘+𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗,𝑘+1

Δ𝑧2
+

+
𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛
2,𝑖−1,𝑗,𝑘−1−𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛
2,𝑖−1,𝑗,𝑘+1−𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐶

𝑛
2,𝑖+1,𝑗,𝑘−1+𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐶

𝑛
2,𝑖+1,𝑗,𝑘+1

Δ𝑥Δ𝑧
+

+
𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗−1,𝑘−1−𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗−1,𝑘+1−𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗+1,𝑘−1+𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗+1,𝑘+1

Δ𝑦Δ𝑧
+

+
𝑉1,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖−1,𝑗,𝑘−𝑉1,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖+1,𝑗,𝑘

2Δ𝑥
+

𝑉2,𝑖,𝑗−05,𝑘𝐶
𝑛
2,𝑖,𝑗−1,𝑘−𝑉2,𝑖,𝑗+05,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗+1,𝑘

2Δ𝑦
+

+
𝑉3,𝑖,𝑗,𝑘−05𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗,𝑘−1−𝑉3,𝑖,𝑗,𝑘+05𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗,𝑘+1

2Δ𝑧
+ 𝜇

𝑚𝑛
𝑖,𝑗,𝑘𝐶

𝑛
2,𝑖,𝑗,𝑘

Δ𝜏/3
.
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Далее, граничное условие (22) аппроксимируем по 𝑂𝑥 и получим:

−3𝐶
𝑛+1/3
2,0,𝑗,𝑘 + 4𝐶

𝑛+1/3
2,1,𝑗,𝑘 − 𝐶

𝑛+1/3
2,2,𝑗,𝑘

2∆𝑥
= −𝜄1𝜁(𝐶2,1,𝑗,𝑘 − 𝐶0

2).
(67)

Из системы трехдиагональных уравнений (66) находим 𝐶
𝑛+1/3
2,2,𝑗,𝑘 при 𝑖 = 1:

̃︀𝑎1,𝑗,𝑘𝐶𝑛+1/3
2,0,𝑗,𝑘 −̃︀𝑏1,𝑗,𝑘𝐶𝑛+1/3

2,1,𝑗,𝑘 + ̃︀𝑐1,𝑗,𝑘𝐶𝑛+1/3
2,2,𝑗,𝑘 = − ̃︀𝑓1,𝑗,𝑘,

𝐶
𝑛+1/3
2,2,𝑗,𝑘 = −̃︀𝑎1,𝑗,𝑘̃︀𝑐1,𝑗,𝑘𝐶𝑛+1/3

2,0,𝑗,𝑘 +
̃︀𝑏1,𝑗,𝑘̃︀𝑐1,𝑗,𝑘𝐶𝑛+1/3

2,1,𝑗,𝑘 −
̃︀𝑓1,𝑗,𝑘̃︀𝑐1,𝑗,𝑘 . (68)

Подставив 𝐶
𝑛+1/3
2,2,𝑗,𝑘 из (68) в (67) получим 𝐶

𝑛+1/3
2,0,𝑗,𝑘 :

𝐶
𝑛+1/3
2,0,𝑗,𝑘 =

̃︀𝑏1,𝑗,𝑘 − 4̃︀𝑐1,𝑗,𝑘 − 2𝜄1𝜁∆𝑥̃︀𝑐1,𝑗,𝑘̃︀𝑎1,𝑗,𝑘 − 3̃︀𝑐1,𝑗,𝑘 𝐶
𝑛+1/3
2,1,𝑗,𝑘 +

2𝜄1𝜁∆𝑥̃︀𝑐1,𝑗,𝑘𝐶0
2 − ̃︀𝑓1,𝑗,𝑘̃︀𝑎1,𝑗,𝑘 − 3̃︀𝑐1,𝑗,𝑘 .

где прогоночные коэффициенты ̃︀𝛼0,𝑗,𝑘, ̃︀𝛽0,𝑗,𝑘вычисляется с помощью формула:

̃︀𝛼0,𝑗,𝑘 =
̃︀𝑏1,𝑗,𝑘 − 4̃︀𝑐1,𝑗,𝑘 − 2𝜄1𝜁∆𝑥̃︀𝑐1,𝑗,𝑘̃︀𝑎1,𝑗,𝑘 − 3̃︀𝑐1,𝑗,𝑘 , ̃︀𝛽0,𝑗,𝑘 = 2𝜄1𝜁∆𝑥̃︀𝑐1,𝑗,𝑘𝐶0

2 − ̃︀𝑓1,𝑗,𝑘̃︀𝑎1,𝑗,𝑘 − 3̃︀𝑐1,𝑗,𝑘 .

Аналогично аппроксимируем граничное условие (23) по 𝑂𝑥, получим:

𝐶
𝑛+1/3
2,𝑁−2,𝑗,𝑘 − 4𝐶

𝑛+1/3
2,𝑁−1,𝑗,𝑘 + 3𝐶

𝑛+1/3
2,𝑁,𝑗,𝑘

2∆𝑥
= −𝜄1𝜁(𝐶2,𝑁−1,𝑗,𝑘 − 𝐶0

2).
(69)

Применяя метод прогонки для последовательности при 𝑁,𝑁 − 1𝑁 − 2, найдем
𝐶

𝑛+1/3
2,𝑁−1,𝑗,𝑘 и 𝐶

𝑛+1/3
2,𝑁−2,𝑗,𝑘:

𝐶
𝑛+1/3
2,𝑁−1,𝑗,𝑘 = ̃︀𝛼𝑁−1,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
1,𝑁,𝑗,𝑘 +

̃︀𝛽𝑁−1,𝑗,𝑘, (70)

𝐶
𝑛+1/3
2,𝑁−2,𝑗,𝑘 = ̃︀𝛼𝑁−2,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
2,𝑁−1,𝑗,𝑘 +

̃︀𝛽𝑁−2,𝑗,𝑘 =

= ̃︀𝛼𝑁−2,𝑗,𝑘̃︀𝛼𝑁−1,𝑗,𝑘𝐶
𝑛+1/3
2,𝑁,𝑗,𝑘 + ̃︀𝛼𝑁−2,𝑗,𝑘

̃︀𝛽𝑁−1,𝑗,𝑘 + ̃︀𝛽𝑁−2,𝑗,𝑘.
(71)

Подставляем 𝐶
𝑛+1/3
2,𝑁−1,𝑗,𝑘 из (70) и 𝐶

𝑛+1/3
2,𝑁−2,𝑗,𝑘 из (71) в (69) и находим 𝐶

𝑛+1/3
2,𝑁,𝑗,𝑘,

𝐶
𝑛+1/3
2,𝑁,𝑗,𝑘 =

4̃︀𝛽𝑁−1,𝑗,𝑘 − 2𝜄1𝜁∆𝑥̃︀𝛽𝑁−1,𝑗,𝑘 + 2𝜄1𝜁∆𝑥𝐶
0
2 − ̃︀𝛼𝑁−2,𝑗,𝑘

̃︀𝛽𝑁−1,𝑗,𝑘 − ̃︀𝛽𝑁−2,𝑗,𝑘̃︀𝛼𝑁−2,𝑗,𝑘̃︀𝛼𝑁−1,𝑗,𝑘 + 2𝜄1𝜁∆𝑥̃︀𝛼𝑁−1,𝑗,𝑘 − 4̃︀𝛼𝑁−1,𝑗,𝑘 + 3
.

Значения концентрации 𝐶
𝑛+1/3
2,𝑁−1,𝑗,𝑘, 𝐶

𝑛+1/3
2,𝑁−2,𝑗,𝑘,. . . , 𝐶

𝑛+1/3
2,1,𝑗,𝑘 последовательно в порядке

убывания индекса 𝑖 по обратному пути пробега следующим образом:

𝐶
𝑛+1/3
2,𝑖,𝑗,𝑘 = ̃︀𝛼𝑖,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖+1,𝑗,𝑘 +

̃︀𝛽𝑖,𝑗,𝑘, 𝑖 = 𝑁 − 1, 1, 𝑗 = 0, 𝑁, 𝑘 = 0, 𝑁.

Аналогично аппроксимируем уравнение (20) в терминах конечно-разностных со-
отношений по временному слою 𝑛+ 2/3 и группируем подобные члены, чтобы полу-
чить систему трехдиагональных алгебраических уравнений относительно требуемых
переменных: ̃︀̃︀𝑎𝑖,𝑗,𝑘𝐶𝑛+2/3

2,𝑖,𝑗−1,𝑘 −
̃︀̃︀𝑏𝑖,𝑗,𝑘𝐶𝑛+2/3

2,𝑖,𝑗,𝑘 +̃︀̃︀𝑐𝑖,𝑗,𝑘𝐶𝑛+2/3
2,𝑖,𝑗+1,𝑘 = −̃︀̃︀𝑓 𝑖,𝑗,𝑘, (72)
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где: ̃︀̃︀𝑎𝑖,𝑗,𝑘 = 𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘

Δ𝑦2
,
̃︀̃︀𝑏𝑖,𝑗,𝑘 = 𝜇

𝑚
𝑛+2/3
𝑖,𝑗,𝑘

Δ𝜏/3
+

(𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘+𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘)

Δ𝑦2
, ̃︀̃︀𝑐𝑖,𝑗,𝑘 = 𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘

Δ𝑦2
,

̃︀̃︀𝑓 𝑖,𝑗,𝑘 =
𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖−1,𝑗,𝑘−(𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘+𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘)𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖,𝑗,𝑘 +𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖+1,𝑗,𝑘

Δ𝑥2 +

+
𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖−1,𝑗−1,𝑘−𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖−1,𝑗+1,𝑘−𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖+1,𝑗−1,𝑘+𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖+1,𝑗+1,𝑘

Δ𝑥Δ𝑦
+

+
𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖−1,𝑗,𝑘−1−𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖−1,𝑗,𝑘+1−𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖+1,𝑗,𝑘−1+𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖+1,𝑗,𝑘+1

Δ𝑥Δ𝑧
+

+
𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖−1,𝑗−1,𝑘−𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖−1,𝑗+1,𝑘−𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖+1,𝑗−1,𝑘+𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖+1,𝑗+1,𝑘

Δ𝑥Δ𝑦
+

+
𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖,𝑗−1,𝑘−1−𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖,𝑗−1,𝑘+1−𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖,𝑗+1,𝑘−1+𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖,𝑗+1,𝑘+1

Δ𝑦Δ𝑧
+

+
𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖,𝑗,𝑘−1−(𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5+𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5)𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖,𝑗,𝑘 +𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖,𝑗,𝑘+1

Δ𝑧2
+

+
𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖−1,𝑗,𝑘−1−𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖−1,𝑗,𝑘+1−𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖+1,𝑗,𝑘−1+𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖+1,𝑗,𝑘+1

Δ𝑥Δ𝑧
+

+
𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖,𝑗−1,𝑘−1−𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖,𝑗−1,𝑘+1−𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖,𝑗+1,𝑘−1+𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖,𝑗+1,𝑘+1

Δ𝑦Δ𝑧
+

+
𝑉1,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖−1,𝑗,𝑘−𝑉1,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖+1,𝑗,𝑘

2Δ𝑥
+

𝑉2,𝑖,𝑗−05,𝑘𝐶
𝑛+1/3
2,𝑖,𝑗−1,𝑘−𝑉2,𝑖,𝑗+05,𝑘𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖,𝑗+1,𝑘

2Δ𝑦
+

+
𝑉3,𝑖,𝑗,𝑘−05𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖,𝑗,𝑘−1−𝑉3,𝑖,𝑗,𝑘+05𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖,𝑗,𝑘+1

2Δ𝑧
+ 𝜇

𝑚
𝑛+1/3
𝑖,𝑗,𝑘 𝐶

𝑛+1/3
2,𝑖,𝑗,𝑘

Δ𝜏/3
.

Далее, граничное условие (24) аппроксимируем по и получим:

−3𝐶
𝑛+2/3
2,𝑖,0,𝑘 + 4𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖,1,𝑘 − 𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖,2,𝑘

2∆𝑦
= −𝜄2𝜁(𝐶𝑛+2/3

2,𝑖,1,𝑘 − 𝐶0
2). (73)

Из системы трехдиагональных уравнений (72) находим 𝐶
𝑛+2/3
2,𝑖,2,𝑘 при 𝑗 = 1:

̃︀̃︀𝑎𝑖,1,𝑘𝐶𝑛+2/3
2,𝑖,0,𝑘 −̃︀̃︀𝑏𝑖,1,𝑘𝐶𝑛+2/3

2,𝑖,1,𝑘 +̃︀̃︀𝑐𝑖,1,𝑘𝐶𝑛+2/3
2,2,𝑗,𝑘 = −̃︀̃︀𝑓 𝑖,1,𝑘,

𝐶
𝑛+2/3
2,𝑖,2,𝑘 = −

̃︀̃︀𝑎𝑖,1,𝑘̃︀̃︀𝑐𝑖,1,𝑘𝐶𝑛+2/3
2,𝑖,0,𝑘 +

̃︀̃︀𝑏𝑖,1,𝑘̃︀̃︀𝑐𝑖,1,𝑘𝐶𝑛+2/3
2,𝑖,1,𝑘 −

̃︀̃︀𝑓 𝑖,1,𝑘̃︀̃︀𝑐𝑖,1,𝑘 . (74)

Подставив 𝐶
𝑛+2/3
2,𝑖,2,𝑘 из (74) в (73) получим 𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖,0,𝑘 :

𝐶
𝑛+2/3
2,𝑖,0,𝑘 =

̃︀̃︀𝑏𝑖,1,𝑘 − 4̃︀̃︀𝑐𝑖,1,𝑘 − 2𝜄2𝜁∆𝑦̃︀̃︀𝑐𝑖,1,𝑘̃︀̃︀𝑎𝑖,1,𝑘 − 3̃︀̃︀𝑐𝑖,1,𝑘 𝐶
𝑛+2/3
2,𝑖,1,𝑘 +

2𝜄2𝜁∆𝑦̃︀̃︀𝑐𝑖,1,𝑘𝐶0
2 −

̃︀̃︀𝑓 𝑖,1,𝑘̃︀̃︀𝑎𝑖,1,𝑘 − 3̃︀̃︀𝑐𝑖,1,𝑘 ,

где прогоночные коэффициенты ̃︀̃︀𝛼𝑖,0,𝑘,
̃︀̃︀𝛽𝑖,0,𝑘вычисляется с помощью формул:

̃︀̃︀𝛼𝑖,0,𝑘 =
̃︀̃︀𝑏𝑖,1,𝑘 − 4̃︀̃︀𝑐𝑖,1,𝑘 − 2𝜄2𝜁∆𝑦̃︀̃︀𝑐𝑖,1,𝑘̃︀̃︀𝑎𝑖,1,𝑘 − 3̃︀̃︀𝑐𝑖,1,𝑘 ,

̃︀̃︀𝛽𝑖,0,𝑘 =
2𝜄2𝜁∆𝑦̃︀̃︀𝑐𝑖,1,𝑘𝐶0

2 −
̃︀̃︀𝑓 𝑖,1,𝑘̃︀̃︀𝑎𝑖,1,𝑘 − 3̃︀̃︀𝑐𝑖,1,𝑘 .

Аналогично аппроксимируем граничное условие (25) по 𝑂𝑦, получим:

𝐶
𝑛+2/3
2,𝑖,𝑁−2,𝑘 − 4𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖,𝑁−1,𝑘 + 3𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖,𝑁,𝑘

2∆𝑦
= −𝜄2𝜁(𝐶𝑛+2/3

2,𝑖,𝑁−1,𝑘 − 𝐶0
2). (75)

Применяя метод прогонки для последовательности при 𝑁,𝑁 − 1 и 𝑁 − 2, найдем
𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖,𝑁−1,𝑘 и 𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖,𝑁−2,𝑘:

𝐶
𝑛+2/3
2,𝑖,𝑁−1,𝑘 =

̃︀̃︀𝛼𝑖,𝑁−1,𝑘𝐶
𝑛+2/3
2,𝑖,𝑁,𝑘 +

̃︀̃︀𝛽𝑖,𝑁−1,𝑘, (76)
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𝐶
𝑛+2/3
2,𝑖,𝑁−2,𝑘 =

̃︀̃︀𝛼𝑖,𝑁−2,𝑘𝐶
𝑛+2/3
2,𝑖,𝑁−1,𝑘 +

̃︀̃︀𝛽𝑖,𝑁−2,𝑘 =

= ̃︀̃︀𝛼𝑖,𝑁−2,𝑘
̃︀̃︀𝛼𝑖,𝑁−1,𝑘𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖,𝑁,𝑘 +

̃︀̃︀𝛼𝑖,𝑁−2,𝑘
̃︀̃︀𝛽𝑖,𝑁−1,𝑘 +

̃︀̃︀𝛽𝑖,𝑁−2,𝑘.
(77)

Подставляем 𝐶
𝑛+2/3
2,𝑖,𝑁−1,𝑘 из (76) и 𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖,𝑁−2,𝑘 из (77) в (75) и находим 𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖,𝑁,𝑘,

𝐶
𝑛+2/3
2,𝑖,𝑁,𝑘 =

4
̃︀̃︀𝛽𝑖,𝑁−1,𝑘 − 2𝜄2𝜁∆𝑦

̃︀̃︀𝛽𝑖,𝑁−1,𝑘 + 2𝜄2𝜁∆𝑦𝐶
0
2 − ̃︀̃︀𝛼𝑖,𝑁−2,𝑘

̃︀̃︀𝛽𝑖,𝑁−1,𝑘 −
̃︀̃︀𝛽𝑖,𝑁−2,𝑘̃︀̃︀𝛼𝑖,𝑁−2,𝑘

̃︀̃︀𝛼𝑖,𝑁−1,𝑘 + 2𝜄2𝜁∆𝑦̃︀̃︀𝛼𝑖,𝑁−1,𝑘 − 4̃︀̃︀𝛼𝑖,𝑁−1,𝑘 + 3
.

Значения концентраци 𝐶
𝑛+2/3
2,𝑖,𝑁−1,𝑘, 𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖,𝑁−2,𝑘,. . . , 𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖,1,𝑘 последовательно в порядке

убывания индекса i по обратному пути пробега следующим образом:

𝐶
𝑛+2/3
2,𝑖,𝑗,𝑘 = ̃︀̃︀𝛼𝑖,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+2/3
1,𝑖,𝑗+1,𝑘 +

̃︀̃︀𝛽𝑖,𝑗,𝑘, 𝑖 = 0, 𝑁, 𝑗 = 𝑁 − 1, 1, 𝑘 = 0, 𝑁.

Аналогично мы аппроксимируем уравнение (20) в терминах конечно-разностных
соотношений по временному слою 𝑛+ 1 и группируем подобные члены, чтобы полу-
чить систему трехдиагональных алгебраических уравнений относительно требуемых
переменных: ̂︀𝑎𝑖,𝑗,𝑘𝐶𝑛+1

2,𝑖,𝑗,𝑘−1 −̂︀𝑏𝑖,𝑗,𝑘𝐶𝑛+1
2,𝑖,𝑗,𝑘 + ̂︀𝑐𝑖,𝑗,𝑘𝐶𝑛+1

2,𝑖,𝑗,𝑘+1 = − ̂︀𝑓𝑖,𝑗,𝑘, (78)

где ̂︀𝑎𝑖,𝑗,𝑘 = 𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5

Δ𝑧2
, ̂︀𝑏𝑖,𝑗,𝑘 = 𝜇

𝑚𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘

Δ𝜏/3
+

(𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5+𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5)

Δ𝑧2
, ̂︀𝑐𝑖,𝑗,𝑘 = 𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5

Δ𝑧2
,

̂︀𝑓𝑖,𝑗,𝑘 = 𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶
𝑛+2/3
2,𝑖−1,𝑗,𝑘−(𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘+𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘)𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖,𝑗,𝑘 +𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖+1,𝑗,𝑘

Δ𝑥2 +

+
𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖−1,𝑗−1,𝑘−𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖−1,𝑗+1,𝑘−𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖+1,𝑗−1,𝑘+𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖+1,𝑗+1,𝑘

Δ𝑥Δ𝑦
+

+
𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖−1,𝑗,𝑘−1−𝐷11,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖−1,𝑗,𝑘+1−𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖+1,𝑗,𝑘−1+𝐷11,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖+1,𝑗,𝑘+1

Δ𝑥Δ𝑧
+

+
𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖,𝑗−1,𝑘−(𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘+𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘)𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖,𝑗,𝑘 +𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖,𝑗+1,𝑘

Δ𝑦2
+

+
𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖−1,𝑗−1,𝑘−𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖−1,𝑗+1,𝑘−𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖+1,𝑗−1,𝑘+𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖+1,𝑗+1,𝑘

Δ𝑥Δ𝑦
+

+
𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖,𝑗−1,𝑘−1−𝐷22,𝑖,𝑗−0.5,𝑘𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖,𝑗−1,𝑘+1−𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖,𝑗+1,𝑘−1+𝐷22,𝑖,𝑗+0.5,𝑘𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖,𝑗+1,𝑘+1

Δ𝑦Δ𝑧
+

+
𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖−1,𝑗,𝑘−1−𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖−1,𝑗,𝑘+1−𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖+1,𝑗,𝑘−1+𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖+1,𝑗,𝑘+1

Δ𝑥Δ𝑧
+

+
𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖,𝑗−1,𝑘−1−𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘−0.5𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖,𝑗−1,𝑘+1−𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖,𝑗+1,𝑘−1+𝐷33,𝑖,𝑗,𝑘+0.5𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖,𝑗+1,𝑘+1

Δ𝑦Δ𝑧
+

+
𝑉1,𝑖−0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖−1,𝑗,𝑘−𝑉1,𝑖+0.5,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖+1,𝑗,𝑘

2Δ𝑥
+

𝑉2,𝑖,𝑗−05,𝑘𝐶
𝑛+2/3
2,𝑖,𝑗−1,𝑘−𝑉2,𝑖,𝑗+05,𝑘𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖,𝑗+1,𝑘

2Δ𝑦
+

+
𝑉3,𝑖,𝑗,𝑘−05𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖,𝑗,𝑘−1−𝑉3,𝑖,𝑗,𝑘+05𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖,𝑗,𝑘+1

2Δ𝑧
+ 𝜇

𝑚
𝑛+2/3
𝑖,𝑗,𝑘 𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖,𝑗,𝑘

Δ𝜏/3
.

Далее, граничное условие (26) аппроксимируем по 𝑂𝑧 и получим:

−3𝐶𝑛+1
2,𝑖,𝑗,0 + 4𝐶𝑛+1

2,𝑖,𝑗,1 − 𝐶𝑛+1
2,𝑖,𝑗,2

2∆𝑧
= 0. (79)

Из системы трехдиагональных уравнений (78) находим 𝐶𝑛+1
2,𝑖,𝑗,2 при 𝑘 = 1:

̂︀𝑎𝑖,𝑗,1𝐶𝑛+1
2,𝑖,𝑗,0 −̂︀𝑏𝑖,𝑗,1𝐶𝑛+1

2,𝑖,𝑗,1 + ̂︀𝑐𝑖,𝑗,1𝐶𝑛+1
2,𝑖,𝑗,2 = − ̂︀𝑓𝑖,𝑗,1,

𝐶𝑛+1
2,𝑖,𝑗,2 = −̂︀𝑎𝑖,𝑗,1̂︀𝑐𝑖,𝑗,1𝐶𝑛+1

2,𝑖,𝑗,0 +
̂︀𝑏𝑖,𝑗,1̂︀𝑐𝑖,𝑗,1𝐶𝑛+1

2,𝑖,𝑗,1 −
̂︀𝑓𝑖,𝑗,1̂︀𝑐𝑖,𝑗,1 . (80)
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Подставив 𝐶𝑛+1
2,𝑖,𝑗,2 из (80) в (79) получим 𝐶𝑛+1

2,𝑖,𝑗,0

𝐶𝑛+1
2,𝑖,𝑗,0 =

̂︀𝑏𝑖,𝑗,1 − 4̂︀𝑐𝑖,𝑗,1̂︀𝑎𝑖,𝑗,1 − 3̂︀𝑐𝑖,𝑗,1𝐶𝑛+1
2,𝑖,𝑗,1 +

̂︀𝑓𝑖,𝑗,1
3̂︀𝑐𝑖,𝑗,1 − ̂︀𝑎𝑖,𝑗,1 .

где прогоночные коэффициенты ̂︀𝛼𝑖,𝑗,0, ̂︀𝛽𝑖,𝑗,0 вычисляется с помощью формул:

̂︀𝛼𝑖,𝑗,0 =
̂︀𝑏𝑖,𝑗,1 − 4̂︀𝑐𝑖,𝑗,1̂︀𝑎𝑖,𝑗,1 − 3̂︀𝑐𝑖,𝑗,1 , ̂︀𝛽𝑖,𝑗,0 = ̂︀𝑓𝑖,𝑗,1

3̂︀𝑐𝑖,𝑗,1 − ̂︀𝑎𝑖,𝑗,1 .
Аналогично аппроксимируем граничное условие (27) по 𝑂𝑧, получим:

𝐶𝑛+1
2,𝑖,𝑗,𝑁−2 − 4𝐶𝑛+1

2,𝑖,𝑗,𝑁−1 + 3𝐶𝑛+1
2,𝑖,𝑗,𝑁

2∆𝑧
= −𝜄3𝜁(𝐶𝑛+1

2,𝑖,𝑗,𝑁−1 − 𝐶0
2). (81)

Применяя метод прогонки для последовательности при 𝑁,𝑁 − 1 и 𝑁 − 2, найдем
𝐶𝑛+1

2,𝑖,𝑗,𝑁−1 и 𝐶
𝑛+1
2,𝑖,𝑗,𝑁−2:

𝐶𝑛+1
2,𝑖,𝑗,𝑁−1 = ̂︀𝛼𝑖,𝑗,𝑁−1𝐶

𝑛+1
2,𝑖,𝑗,𝑁 + ̂︀𝛽𝑖,𝑗,𝑁−1, (82)

𝐶𝑛+1
2,𝑖,𝑗,𝑁−2 = ̂︀𝛼𝑖,𝑗,𝑁−2𝐶

𝑛+2/3
2,𝑖,𝑗,𝑁−1 +

̂︀𝛽𝑖,𝑗,𝑁−2 =

= ̂︀𝛼𝑖,𝑗,𝑁−2̂︀𝛼𝑖,𝑗,𝑁−1𝐶
𝑛+1
2,𝑖,𝑗,𝑁 + ̂︀𝛼𝑖,𝑗,𝑁−2̂︀𝛼𝑖,𝑗,𝑁−1 + ̂︀𝛼𝑖,𝑗,𝑁−2.

(83)

Подставляем 𝐶𝑛+1
2,𝑖,𝑗,𝑁−1 из (82) и 𝐶

𝑛+1
2,𝑖,𝑗,𝑁−2 из (83) в (81) и находим 𝐶𝑛+1

2,𝑖,𝑗,𝑁 ,

𝐶𝑛+1
2,𝑖,𝑗,𝑁 =

4̂︀𝛽𝑖,𝑗,𝑁−1 − 2𝜄3𝜁∆𝑧̂︀𝛽𝑖,𝑗,𝑁−1 + 2𝜄3𝜁∆𝑧𝐶
0
2 − ̂︀𝛼𝑖,𝑗,𝑁−2

̂︀𝛽𝑖,𝑗,𝑁−1 − ̂︀𝛽𝑖,𝑗,𝑁−2̂︀𝛼𝑖,𝑗,𝑁−2̂︀𝛼𝑖,𝑗,𝑁−1 + 2𝜄3𝜁∆𝑧̂︀𝛼𝑖,𝑗,𝑁−1 − 4̂︀𝛼𝑖,𝑗,𝑁−1 + 3
.

Значения концентрации 𝐶𝑛+1
2,𝑖,𝑗,𝑁−1, 𝐶

𝑛+1
2,𝑖,𝑗,𝑁−2,. . . , 𝐶

𝑛+1
2,𝑖,𝑗,1 последовательно в порядке

убывания индекса 𝑘 по обратному пути пробега следующим образом:

𝐶𝑛+1
2,𝑖,𝑗,𝑘 = ̂︀𝛼𝑖,𝑗,𝑘𝐶

𝑛+1
1,𝑖,𝑗,𝑘+1 +

̂︀𝛽𝑖,𝑗,𝑘, 𝑖 = 0, 𝑁, 𝑗 = 0, 𝑁, 𝑘 = 𝑁 − 1, 1.

Таким образом, была разработана математическая модель и эффективный, устой-
чивый численный алгоритм, основанный на методе конечных разностей второго по-
рядка точности по пространственным переменным для мониторинга и прогнозиро-
вания процесса подземного выщелачивания и принятия управленческих решений,
используемых при разработке рудных месторождений.

4 Заключение
Для комплексного исследования, мониторинга и прогнозирования гидродина-

мического процесса подземного перемешивания и фильтрации жидкости в пори-
стых средах была разработана математическая модель, характеризующаяся систе-
мой дифференциальных уравнений в частных производных с начальными и гранич-
ными условиями.

Предложенная математическая модель позволяет комплексно изучать параметры
рудного пласта, выбирать оптимальное местоположение питающих и приемных сква-
жин, оценивать их расход, изучать пористость как функцию давления и учитывать
защиту грунтовых вод от жидкости кислоты. Для решения задачи была использо-
вана неявная схема метода конечных разностей, полученная система алгебраической
уравнений была сведена к трехдиагональной матрице, где был решен методом про-
гонки.
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Анализ проблемы показывает, что изменения давления в рудном месторождении,
вызванные добычей и растворением, напрямую влияют на коэффициенты проница-
емости и пористости пласта.
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