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В работе представлена многомерная математическая модель и устойчивый чис-

ленный алгоритм второго порядка точности для моделирования связанных процес-

сов переноса тепла и влаги с газовым потоком под давлением. Модель на основе

дробных производных Капуто (0 < 𝛼 ⩽ 1) учитывает эффекты памяти и аномаль-

ную диффузию в неоднородных пористых средах, объединяя конвекцию, фазовые

переходы и динамику давления. Учтены тепло- и влагообмен с внешней средой,

внутренние источники, солнечное излучение и пространственная переменность ко-

эффициентов переноса. Для решения системы разработана стабильная разностная

схема высокого порядка, обеспечивающая вычислительную эффективность. Числен-

ные эксперименты позволяют прогнозировать пространственно-временную эволю-

цию полей температуры, влажности и давления. Результаты демонстрируют влия-

ние неоднородности материала и суточной радиации на формирование локальных

зон перегрева и влагонакопления, определяющих общую динамику процессов хра-

нения и сушки.
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1 Введение
Современные процессы хранения и обработки сельскохозяйственной продукции

требуют точного количественного описания взаимосвязанных переносных процессов
тепла и влаги в пористых средах. В условиях неоднородности материалов, перемен-
ной степени влажности и воздействия внешних факторов (солнечное излучение, кли-
матические колебания, режимы хранения) характер эволюции температуры, влаж-
ности и давления становится сложным и нередуцируемым к классическим моделям,
основанным на локальных и памяти-независимых уравнениях. В таких системах су-
щественную роль играет нелинейная динамика и запаздывающие эффекты, связан-
ные с внутренними и внешними источниками энергии и масс, а также с фазовыми
переходами. Это обуславливает необходимость разработки новых математических и
численных инструментов, способных захватывать как пространственную неоднород-
ность среды, так и временную зависимость поведения полей переноса.
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Интеграция дробных производных в задачи тепло- и массопереноса позволяет ис-
следователям учитывать эффекты памяти и аномальное диффузионное поведение,
часто упускаемые из виду в традиционных подходах. Точное предсказание взаимо-
действия теплообмена и влаги с изменениями потока, вызванного давлением газа,
имеет решающее значение для оптимизации эффективности, обеспечения сохранения
качества продукции и предотвращения конструктивных сбоев, таких как гниение в
процессах хранения и сушки продуктов питания, сельскохозяйственной продукции и
строительных материалов [1], [2]. Результаты таких исследований могут дать каче-
ственно новые знания о изучаемых процессах и более точные прогнозы изменений
показателей, таких как температура и влажность, с целью оптимизации условий
хранения и переработки сельскохозяйственного сырья. Сложность этих процессов
увеличивается в разнородных пористых материалах, где изменения структуры пор,
состава и термофизических свойств приводят к локальным, неоднородным путям
транспорта. Простые усреднённые модели не могут адекватно описать эти вариации.

Теоретическая основа для анализа явлений связанного транспорта была заложе-
на в середине XX века. Новаторская работа Филипа и Де Вриса [3] сформулировала
систему уравнений с частными производными, связывающих температурные и влаж-
ностные градиенты. Позже эта система была расширена Лыковым [4] в комплексную
термомеханическую теорию, добавляющую градиенты давления. В [5] предложили
аналитический метод решения системы уравнений теплопереноса и массы Лыкова,
сосредоточившись на самых общих граничных условиях, использовали метод ана-
лиза собственных значений, полученный с помощью матричного исчисления. Рас-
сматривается конкретный пример контактной сушки влажного пористого листа с
равномерным исходным распределением температуры и влажности. Классические
модели, основанные на законах Фика и Фурье цельного порядка, успешно применя-
лись к многим проблемным областям [6]. Подход Уитакера к усреднению объёма [7]
предоставил строгий метод вывода макроскопических уравнений транспорта от фи-
зики порового масштаба до теории метода сушки. Однако они часто не учитывают
«аномальное» или нефиковское диффузию, долгосрочные эффекты памяти, внутрен-
нее выделение тепла–влаги и распределение времени ожидания, часто наблюдаемое
в сложных неоднородных пористых средах [8].

Рассмотрение динамики давления добавляет ключевое третье измерение к задаче
связанного переноса. В неоднородных пористых средах градиенты давления, вызван-
ные фазовыми изменениями, тепловым расширением и внешними нагрузками, могут
влиять на движение влаги [9]. Конвективные потоки, создаваемые этими градиента-
ми давления, значительно изменяют скорости связанного теплообмена и массы, что
является ключевым аспектом изучения конвекции в неоднородных пористых матери-
алах [10], [11]. Кроме того, реальные материалы редко бывают однородными. В [12]
применялись передовые методы математического моделирования для большей точно-
сти описания этих явлений. С численной точки зрения решение частных разработок
с переменными коэффициентами требует надёжных и эффективных алгоритмов [13].

В этом отношении дробное исчисление и моделирование стали мощными инстру-
ментами для преодоления этих ограничений, и ведутся активные исследования по
дальнейшему развитию методологии математического моделирования для решения
ряда вопросов, связанных со хранением и переработкой сельскохозяйственной про-
дукции. Вводя производные нецелочисленного порядка, дробные дифференциальные
уравнения эффективно интегрируют пространственную нелокальность и временную
память в конститутивные законы связанного транспорта [14]. В [15] исследованиях
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рассматривались конкретные приложения, такие как течение жидкостей Кассона и
жидкостей второго порядка, с использованием дробных производных для получения
аналитических решений для полей скорости, концентрации и тепла, с использова-
нием преобразований Лапласа и численных методов, подчеркивают эффективность
дробного исчисления в построении моделей, которые реалистично описывают тепло-
и массоперенос в неньютоновских жидкостях, подверженных различным граничным
условиям.

В [16] применение дробных операторов к физическим задачам было систематизи-
ровано, а их внутренняя связь с непрерывными случайными обходами была проде-
монстрирована, что дало физическое обоснование их использования для моделиро-
вания аномальной диффузии. Несмотря на этот прогресс, применение фракционного
исчисления к полностью связанной задаче одновременного переноса тепла, влаги и
давления в неоднородных пористых средах остаётся заметно недоразвитым. Боль-
шинство существующих дробных математических моделей сосредоточены на зада-
че одного транспорта или упрощённом процессе двухфазного соединения [17]. По
сравнению с классической формулировкой целого порядка для связанных уравнений
теплообмена и влаги [18], их аналоги дробного порядка (Капуто) более сложны из-за
нелокального характера производных, которые предсказывают скорость перераспре-
деления влаги на 25–30% медленнее, указывают на температурную устойчивость в
критических зонах на 15–20% дольше и обеспечивают улучшенные временные и вы-
числительные точки зрения Оценки стоимости в прогнозировании событий терми-
ческой эскалации. Эта сложность требует хранения и суммирования всей временной
истории [19].

Целью настоящего исследования является формализация многомерной матема-
тической модели совместного переноса тепла и влаги в пористых телах под газовым
потоком с учетом памяти системы и аномального распространения. В рамках модели
применяется дробная производная Капуто, что обеспечивает гибкую аппроксимацию
памяти и запаздывающих процессов в пористой среде.

2 Постановка задачи

Постановка задачи. Учитывая переменность основных теплофизических показа-
телей процесса сушки и хранения неоднородных пористых телах, в качестве мате-
матической модели тепло-и влагопереноса предложена следующая система дробно-
дифференциальных уравнений, где учитываются влаго-и теплообмен с окружающей
средой, источники выделения тепла и влаги внутри неоднородной пористой среды,
и инсоляции потока солнечной радиации:
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𝜕𝑀

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝐿𝑥

= 𝛽2 (𝑀𝑜𝑐 −𝑀 (𝐿𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜏)) ; (14)

𝜆2
𝜕𝑀

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

= −𝛽2 (𝑀𝑜𝑐 −𝑀 (𝑥, 0, 𝑧, 𝜏)) ; (15)
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𝜆2
𝜕𝑀

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝐿𝑦

= 𝛽2 (𝑀𝑜𝑐 −𝑀 (𝑥, 𝐿𝑦, 𝑧, 𝜏)) ; (16)

𝜕𝑀

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

= 0; (17)

𝜆2
𝜕𝑀

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝐿𝑧

= 𝛽2 (𝑀𝑜𝑐 −𝑀 (𝑥, 𝑦, 𝐿𝑧, 𝜏)) . (18)

𝜆3
𝜕𝑃

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= −𝛽3 (𝑃ат − 𝑃 (0, 𝑦, 𝑧, 𝜏)) ; (19)

𝜆3
𝜕𝑃

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝐿𝑥

= 𝛽3 (𝑃ат − 𝑃 (𝐿𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜏)) ; (20)

𝜆3
𝜕𝑃

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

= −𝛽3 (𝑃ат − 𝑃 (𝑥, 0, 𝑧, 𝜏)) ; (21)

𝜆3
𝜕𝑃

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝐿𝑦

= 𝛽3 (𝑃ат − 𝑃 (𝑥, 𝐿𝑦, 𝑧, 𝜏)) ; (22)

𝜕𝑃

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

= 0; (23)

𝜆3
𝜕𝑃

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝐿𝑧

= 𝛽3 (𝑃ат − 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝐿𝑧, 𝜏)) . (24)

Здесь 𝑇 – температура, 𝑀 – влага и 𝑃 – давления пористого тела;
где 𝜕𝛼𝜏 дробная производная Герасимов-Капуто порядка 𝛼 ∈ (0, 1] по переменной 𝜏 в
уравнениях (1-3) определяется с помощью:

𝜕𝛼𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜏)

𝜕𝜏𝛼
=

1

Γ (1− 𝛼)

𝜏∫︁
0

𝑇𝜏 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜉) 𝑑𝜉

(𝜏 − 𝜉)𝛼
, (25)

𝜕𝛼𝑀 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜏)

𝜕𝜏𝛼
=

1

Γ (1− 𝛼)

𝜏∫︁
0

𝑀𝜏 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜉) 𝑑𝜉

(𝜏 − 𝜉)𝛼
, (26)

𝜕𝛼𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜏)

𝜕𝜏𝛼
=

1

Γ (1− 𝛼)

𝜏∫︁
0

𝑃𝜏 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜉) 𝑑𝜉

(𝜏 − 𝜉)𝛼
, (27)

где Γ (𝛼) – гамма-функция Эйлера определяется с помощью [20]:

Γ (𝛼) =

+∞∫︁
0

𝑠𝛼−1𝑒−𝑠𝑑𝑠, (28)

𝑎11, 𝑎22, 𝑎32 – коэффициенты температуропроводности; 𝑎12, 𝑎21, 𝑎33 – коэффициенты
влагопроводности; 𝑎13, 𝑎23, 𝑎31 – коэффициенты потенциалопроводности диффузии;
𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜏) = 𝜙 · 𝑒−𝛼𝜏 – интенсивность внутреннего тепловыделения массы (𝐾 𝑐−1);
𝜙 = 𝑀

𝑐1
– коэффициент тепловыделения, который зависит от влажность пористых

телах, значить 𝑏 = 𝑓 (𝑀 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜏)); удельных теплоемкости 𝑐1, 𝛼 – эмпирический
параметр; 𝑞 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜏) = 𝜌𝑚0𝑒

−𝜉𝜏 – интенсивность внутренних источников влаги; –
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плотность тела (кг/м3); 𝜉 – коэффициент сушки (1/сек); 𝑚0- максимальная интен-
сивность испарения(кг/м2сек). 𝛽1 – коэффициент теплоотдачи между массой и окру-
жающим его воздухом; 𝛽2 – коэффициент влагоотдачи между массой и окружающим
его воздухом; 𝛽3 – коэффициент давление отдачи паров; 𝑀𝑜 – влажность окружаю-
щей среды; 𝑇𝑜𝑠 – температура окружающей среды; 𝑃𝑎𝑡 – атмосферное давление; 𝜂 –
коэффициенты для проведения граничного условия к размерному виду; 𝛾 – коэффи-
циент поглощения солнечных лучей материалом; 𝑅 (𝜏) – инсоляция потока солнечной
радиации на поверхности хранимого материала; 𝜆1 – коэффициент теплопроводно-
сти; 𝜆2 – коэффициент массопроводности; 𝜆3 – коэффициент потенциалопроводности.

Такая математическая модель позволяет провести исследования, мониторинга и
прогнозирования процессов тепло- и влагопереноса в пористых средах при хране-
нии и сушки неоднородных телах, где учтены неоднородность среды, тепло и влаго-
обмен с окружающей средой, суточное изменение солнечной радиации, внутреннее
собственное тепловлаговыделение материала.

3 Метод решения
Из постановки задача видно, что объект исследования описывается системой диф-

ференциальной уравнений в частных и дробных производных с источником тепло-и
влаговыделения, следовательно получить аналитическое решение затруднительно. С
учетом сказанной выше для решения задачи (1)–(24) используем конечно-разностный
метод [21], заменяя область непрерывного решения на сеточную.

Введем пространственно-временной сетки:

Ω𝑥𝑦𝑧𝜏 = {(𝑥𝑖 = 𝑖∆𝑥, 𝑦𝑗 = 𝑗∆𝑦, 𝑧𝑘 = 𝑘∆𝑧, 𝜏𝑛 = 𝑛 ∆𝜏) ;

𝑖 = 1, 𝑁𝑥; 𝑗 = 1,𝑀𝑦, 𝑘 = 1, 𝐿𝑧, 𝑛 = 0, 𝑁𝜏 , ∆𝜏 = 1/𝑁𝜏

}︀
.

Дробную производную Капуто функции 𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜏) в уравнении (1) можно дис-
кретизировать следующим образом:

𝜕𝛼𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜏)

𝜕𝜏𝛼
≈ 1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼

𝑛∑︁
𝑚=0

𝑏𝑚
(︀
𝑇 𝑛−𝑚+1
𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑇 𝑛−𝑚

𝑖,𝑗,𝑘

)︀
, 𝑛 ∈ (0, 𝑁𝜏 ) ,

где 𝛼 ∈ (0, 1],

𝑏𝑚 = (1 +𝑚)1−𝛼 +𝑚1−𝛼.

Используя аппроксимацию для дробной производной по времени и конечно-
разностный метод второго порядка для пространственной производной, (1) можно
переписать в виде

1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼

𝑛∑︁
𝑚=0

𝑏𝑚

(︁
𝑇

𝑛−𝑚+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑇 𝑛−𝑚
𝑖,𝑗,𝑘

)︁
=

=
1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼

(︃
𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑇 𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 +

𝑛∑︁
𝑚=1

𝑏𝑚

(︁
𝑇

𝑛−𝑚+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑇 𝑛−𝑚
𝑖,𝑗,𝑘

)︁)︃
=

=
𝑎11,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎11,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎11,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑇
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎11,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎11,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑇

𝑛
𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎11,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎11,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑇

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎11,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑇

𝑛
𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎11,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑇

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎11,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎11,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑇

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎11,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑇

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+
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+
𝑎12,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛
𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎12,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎12,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑀

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎12,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛
𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎12,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑀

𝑛
𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎12,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎12,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑀

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎12,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑀

𝑛
𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎12,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑀

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎12,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎12,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑀

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎12,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑀

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

+
𝑎13,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛
𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎13,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎13,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑃

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎13,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛
𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎13,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑃

𝑛
𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎13,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎13,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑃

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎13,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑃

𝑛
𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎13,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑃

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎13,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎13,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑃

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎13,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑃

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

1

3
𝑓
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 .

Тогда 𝑇
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 в точке сетки 𝑖 для временного шага 𝑛+ 1

3
приводит к уравнению

𝑎𝑇,𝑖,𝑗,𝑘𝑇
𝑛+ 1

3
𝑖−1,𝑗,𝑘 − 𝑏𝑇,𝑖,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑐𝑇,𝑖,𝑗,𝑘𝑇
𝑛+ 1

3
𝑖+1,𝑗,𝑘 = −𝑑𝑇,𝑖,𝑗,𝑘, (29)

где коэффициенты и свободный член определяются с помощью следующих выраже-
ний:

𝑎𝑇,𝑖,𝑗,𝑘 =
𝑎11,𝑖−0,5,𝑗,𝑘

∆𝑥2
, 𝑏𝑇,𝑖,𝑗,𝑘 =

1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼
+
𝑎11,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎11,𝑖−0,5,𝑗,𝑘

∆𝑥2
,

𝑐𝑇,𝑖,𝑗,𝑘 =
𝑎11,𝑖+0,5,𝑗,𝑘

∆𝑥2
,

𝑑𝑇,𝑖,𝑗,𝑘 =
1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼

(︃
𝑇 𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 −

𝑛∑︁
𝑚=1

𝑏𝑖,𝑗,𝑘

(︁
𝑇

𝑛−𝑚+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑇 𝑛−𝑚
𝑖,𝑗,𝑘

)︁)︃
+

+
𝑎11,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑇

𝑛
𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎11,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎11,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑇

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎11,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑇

𝑛
𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎11,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑇

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎11,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎11,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑇

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎11,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑇

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

+
𝑎12,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛
𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎12,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎12,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑀

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎12,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛
𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎12,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑀

𝑛
𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎12,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎12,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑀

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎12,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑀

𝑛
𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎12,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑀

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎12,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎12,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑀

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎12,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑀

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

+
𝑎13,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛
𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎13,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎13,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑃

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎13,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛
𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎13,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑃

𝑛
𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎13,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎13,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑃

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎13,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑃

𝑛
𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎13,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑃

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎13,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎13,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑃

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎13,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑃

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

1

3
𝑓
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 .

Далее, граничную условию (7) аппроксимируем по 𝑂𝑥 и получим:

𝜆1
−3𝑇

𝑛+ 1
3

0,𝑗,𝑘 + 4𝑇
𝑛+ 1

3
1,𝑗,𝑘 − 𝑇

𝑛+ 1
3

2,𝑗,𝑘

2∆𝑥
= −𝛽1𝑇𝑜𝑐 + 𝛽1𝑇

𝑛+ 1
3

0,𝑗,𝑘 + 𝜙
𝑛+ 1

3
1 , (30)
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где 𝜙1 = 𝜂𝛾𝑅1 (𝜏).
Из системы уравнении (29), когда 𝑖 = 1, получим:

𝑎𝑇,1,𝑗,𝑘𝑇
𝑛+ 1

3
0,𝑗,𝑘 − 𝑏𝑇,1,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 1
3

1,𝑗,𝑘 + 𝑐𝑇,1,𝑗,𝑘𝑇
𝑛+ 1

3
2,𝑗,𝑘 = −𝑑𝑇,1,𝑗,𝑘. (31)

Поставив 𝑇
𝑛+ 1

3
2,𝑗,𝑘 из (31) в (30), найдем 𝑇

𝑛+ 1
3

0,𝑗,𝑘 :

𝑇
𝑛+ 1

3
0,𝑗,𝑘 = 𝛼𝑇,0,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 1
3

1,𝑗,𝑘 + 𝛽𝑇,0,𝑗,𝑘, (32)

где прогоночные коэффициенты 𝛼𝑇,0,𝑗,𝑘, 𝛽𝑇,0,𝑗,𝑘 вычисляется с помощью формул:

𝛼𝑇,0,𝑗,𝑘 =
𝜆1𝑏𝑇,1,𝑗,𝑘 − 4𝜆1𝑐𝑇,1,𝑗,𝑘

𝑎𝑇,1,𝑗,𝑘𝜆1 − 3𝑐𝑇,1,𝑗,𝑘𝜆1 − 2∆𝑥𝑐𝑇,1,𝑗,𝑘𝛽1
;

𝛽𝑇,0,𝑗,𝑘 =
−𝑑𝑇,1,𝑗,𝑘𝜆1 − 2∆𝑥𝑐𝑇,1,𝑗,𝑘𝛽1𝑇𝑜𝑐 + 2∆𝑥𝑐𝑇,1,𝑗,𝑘𝜙

𝑛+ 1
3

1

𝑎𝑇,1,𝑗,𝑘𝜆1 − 3𝑐𝑇,1,𝑗,𝑘𝜆1 − 2∆𝑥𝑐𝑇,1,𝑗,𝑘𝛽1
.

Аналогично аппроксимируя граничное условие (8) по 𝑂𝑥, получим:

𝜆1
𝑇

𝑛+ 1
3

𝑁−2,𝑗,𝑘 − 4𝑇
𝑛+ 1

3
𝑁−1,𝑗,𝑘 + 3𝑇

𝑛+ 1
3

𝑁,𝑗,𝑘

2∆𝑥
= 𝛽1𝑇𝑜𝑐 − 𝛽1𝑇

𝑛+ 1
3

𝑁,𝑗,𝑘 + 𝜙
𝑛+ 1

3
1 , (33)

где 𝜙1 = 𝜂𝛾𝑅1 (𝜏).
Применяя метод прогонки для последовательности при 𝑁,𝑁 − 1 и 𝑁 − 2, найдем

𝑇
𝑛+ 1

3
𝑁−1,𝑗,𝑘 и 𝑇

𝑛+ 1
3

𝑁−2,𝑗,𝑘:

𝑇
𝑛+ 1

3
𝑁−1,𝑗,𝑘 = 𝛼𝑇,𝑁−1,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 1
3

𝑁,𝑗,𝑘 + 𝛽𝑇,𝑁−1,𝑗,𝑘; (34)

𝑇
𝑛+ 1

3
𝑁−2,𝑗,𝑘 = 𝛼𝑇,𝑁−2,𝑗,𝑘𝛼𝑇,𝑁−1,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 1
3

𝑁,𝑗,𝑘 + 𝛼𝑇,𝑁−2,𝑗,𝑘𝛽𝑇,𝑁−1,𝑗,𝑘 + 𝛽𝑇,𝑁−2,𝑗,𝑘. (35)

Поставив 𝑇
𝑛+ 1

3
𝑁−1,𝑗,𝑘 из (34) и 𝑇

𝑛+ 1
3

𝑁−2,𝑗,𝑘 из (35) в (33), найдем 𝑇
𝑛+ 1

3
𝑁,𝑗,𝑘:

𝑇
𝑛+ 1

3
𝑁,𝑗,𝑘 =

−𝜆1𝛼𝑇,𝑁−2,𝑗,𝑘𝛽𝑇,𝑁−1,𝑗,𝑘 − 𝜆1𝛽𝑇,𝑁−2,𝑗,𝑘 + 4𝜆1𝛽𝑇,𝑁−1,𝑗,𝑘 − 2∆𝑥𝛽1𝑇𝑜𝑐 + 2∆𝑥𝜙
𝑛+ 1

3
1

3𝜆1 − 2∆𝑥𝛽1 + 𝜆1𝛼𝑇,𝑁−2,𝑗,𝑘𝛼𝑇,𝑁−1,𝑗,𝑘 − 4𝜆1𝛼𝑇,𝑁−1,𝑗,𝑘

.

(36)

Значения последовательности температуры 𝑇
𝑛+ 1

3
𝑁−1,𝑗,𝑘, 𝑇

𝑛+ 1
3

𝑁−2,𝑗,𝑘, ..., 𝑇
𝑛+ 1

3
1,𝑗,𝑘 определя-

ются методом обратной прогонки по уменьшению 𝑖:

𝑇
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 = 𝛼𝑇,𝑖,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 + 𝛽𝑇,𝑖,𝑗,𝑘, 𝑖 = 𝑁 − 1, 1, 𝑗 = 0, 𝑀, 𝑘 = 0, 𝐿. (37)

Аналогично уравнение (2) аппроксимируем по 𝑂𝑥 конечно-разностными соотно-
шениями

1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼

𝑛∑︁
𝑚=0

𝑏𝑚

(︁
𝑀

𝑛−𝑚+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘 −𝑀𝑛−𝑚
𝑖,𝑗,𝑘

)︁
=

=
1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼

(︃
𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘 −𝑀𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 +

𝑛∑︁
𝑚=1

𝑏𝑚

(︁
𝑀

𝑛−𝑚+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘 −𝑀𝑛−𝑚
𝑖,𝑗,𝑘

)︁)︃
=

=
𝑎21,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎21,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎21,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑀
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎21,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎21,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑀

𝑛
𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎21,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎21,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑀

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎21,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑀

𝑛
𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+
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+
𝑎21,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑀

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎21,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎21,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑀

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎21,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑀

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

+
𝑎22,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛
𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎22,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎22,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑇

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎22,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛
𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎22,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑇

𝑛
𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎22,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎22,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑇

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎22,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑇

𝑛
𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎22,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑇

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎22,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎22,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑇

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎22,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑇

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

+
𝑎23,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛
𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎23,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎23,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑃

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎23,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛
𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎23,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑃

𝑛
𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎23,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎23,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑃

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎23,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑃

𝑛
𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎23,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑃

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎23,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎23,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑃

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎23,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑃

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

1

3
𝑞
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 .

Тогда 𝑀
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 в точке сетки 𝑖 для временного шага 𝑛+ 1

3
приводит к систему урав-

нению

𝑎𝑀,𝑖,𝑗,𝑘𝑀
𝑛+ 1

3
𝑖−1,𝑗,𝑘 − 𝑏𝑀,𝑖,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑐𝑀,𝑖,𝑗,𝑘𝑀
𝑛+ 1

3
𝑖+1,𝑗,𝑘 = −𝑑𝑀,𝑖,𝑗,𝑘, (38)

где коэффициенты и свободный член определяются с помощью следующих выраже-
ний:

𝑎𝑀,𝑖,𝑗,𝑘 =
𝑎21,𝑖−0,5,𝑗,𝑘

∆𝑥2
,

𝑏𝑀,𝑖,𝑗,𝑘 =
1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼
+
𝑎21,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎21,𝑖−0,5,𝑗,𝑘

∆𝑥2
,

𝑐𝑀,𝑖,𝑗,𝑘 =
𝑎21,𝑖+0,5,𝑗,𝑘

∆𝑥2
,

𝑑𝑀,𝑖,𝑗,𝑘 =
1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼

(︃
𝑀𝑛

𝑖,𝑗,𝑘 −
𝑛∑︁

𝑚=1

𝑏𝑖,𝑗,𝑘

(︁
𝑀

𝑛−𝑚+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘 −𝑀𝑛−𝑚
𝑖,𝑗,𝑘

)︁)︃
+

+
𝑎21,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑀

𝑛
𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎21,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎21,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑀

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎21,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑀

𝑛
𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎21,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑀

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎21,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎21,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑀

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎21,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑀

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

+
𝑎22,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛
𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎22,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎22,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑇

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎22,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛
𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎22,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑇

𝑛
𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎22,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎22,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑇

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎22,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑇

𝑛
𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎22,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑇

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎22,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎22,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑇

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎22,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑇

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

+
𝑎23,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛
𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎23,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎23,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑃

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎23,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛
𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎23,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑃

𝑛
𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎23,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎23,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑃

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎23,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑃

𝑛
𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎23,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑃

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎23,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎23,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑃

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎23,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑃

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

1

3
𝑞
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 .
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Далее, граничную условию (13) аппроксимируем со вторым порядком точности
по 𝑂𝑥 и получим:

𝜆2
−3𝑀

𝑛+ 1
3

0,𝑗,𝑘 + 4𝑀
𝑛+ 1

3
1,𝑗,𝑘 −𝑀

𝑛+ 1
3

2,𝑗,𝑘

2∆𝑥
= −𝛽2𝑀𝑜𝑐 + 𝛽2𝑀

𝑛+ 1
3

0,𝑗,𝑘 .
(39)

Из системы уравнений (38), при 𝑖 = 1, получим:

𝑎𝑀,1,𝑗,𝑘𝑀
𝑛+ 1

3
0,𝑗,𝑘 − 𝑏𝑀,1,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 1
3

1,𝑗,𝑘 + 𝑐𝑀,1,𝑗,𝑘𝑀
𝑛+ 1

3
2,𝑗,𝑘 = −𝑑𝑀,1,𝑗,𝑘. (40)

Поставив 𝑀
𝑛+ 1

3
2,𝑗,𝑘 из (40) в (39), найдем значение 𝑀

𝑛+ 1
3

0,𝑗,𝑘 :

𝑀
𝑛+ 1

3
0,𝑗,𝑘 = 𝛼𝑀,0,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 1
3

1,𝑗,𝑘 + 𝛽𝑀,0,𝑗,𝑘. (41)

Из соотношения (41) прогоночные коэффициенты определяются в виде:

𝛼𝑀,0,𝑗,𝑘 =
𝜆2𝑏𝑀,1,𝑗,𝑘 − 4𝜆2𝑐𝑀,1,𝑗,𝑘

𝑎𝑀,1,𝑗,𝑘𝜆2 − 3𝑐𝑀,1,𝑗,𝑘𝜆2 − 2∆𝑥𝑐𝑀,1,𝑗,𝑘𝛽2
;

𝛽𝑀,0,𝑗,𝑘 =
−𝑑𝑀,1,𝑗,𝑘𝜆2 − 2∆𝑥𝑐𝑀,1,𝑗,𝑘𝛽2𝑀𝑜𝑐

𝑎𝑀,1,𝑗,𝑘𝜆2 − 3𝑐𝑀,1,𝑗,𝑘𝜆2 − 2∆𝑥𝑐𝑀,1,𝑗,𝑘𝛽2
.

Аналогично аппроксимируя граничному условию (14) по 𝑂𝑧, получим:

𝜆2
𝑀

𝑛+ 1
3

𝑁−2,𝑗,𝑘 − 4𝑀
𝑛+ 1

3
𝑁−1,𝑗,𝑘 + 3𝑀

𝑛+ 1
3

𝑁,𝑗,𝑘

2∆𝑥
= 𝛽2𝑀𝑜𝑐 − 𝛽2𝑀

𝑛+ 1
3

𝑁,𝑗,𝑘.
(42)

Применяя метод прогонки для последовательности 𝑁,𝑁 − 1 и 𝑁 − 2, найдем

𝑀
𝑛+ 1

3
𝑁−1,𝑗,𝑘 и 𝑀

𝑛+ 1
3

𝑁−2,𝑗,𝑘:

𝑀
𝑛+ 1

3
𝑁−1,𝑗,𝑘 = 𝛼𝑀,𝑁−1,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 1
3

𝑁,𝑗,𝑘 + 𝛽𝑀,𝑁−1,𝑗,𝑘; (43)

𝑀
𝑛+ 1

3
𝑁−2,𝑗,𝑘 = 𝛼𝑀,𝑁−2,𝑗,𝑘𝛼𝑀,𝑁−1,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 1
3

𝑁,𝑗,𝑘 + 𝛼𝑀,𝑁−2,𝑗,𝑘𝛽𝑀,𝑁−1,𝑗,𝑘 + 𝛽𝑀,𝑁−2,𝑗,𝑘. (44)

Поставив 𝑀
𝑛+ 1

3
𝑁−1,𝑗,𝑘 из (43) и 𝑀

𝑛+ 1
3

𝑁−2,𝑗,𝑘 из (44) в (42), найдем 𝑀
𝑛+ 1

3
𝑁,𝑗,𝑘:

𝑀
𝑛+ 1

3
𝑁,𝑗,𝑘 =

−𝜆2𝛼𝑀,𝑁−2,𝑗,𝑘𝛽𝑀,𝑁−1,𝑗,𝑘 − 𝜆2𝛽𝑀,𝑁−2,𝑗,𝑘 + 4𝜆2𝛽𝑀,𝑁−1,𝑗,𝑘 + 2∆𝑥𝛽2𝑀𝑜𝑐

3𝜆2 − 2∆𝑥𝛽2 + 𝜆2𝛼𝑀,𝑁−2,𝑗,𝑘𝛼𝑀,𝑁−1,𝑗,𝑘 − 4𝜆2𝛼𝑀,𝑁−1,𝑗,𝑘

.

Значения последовательности влаги 𝑀
𝑛+ 1

3
𝑁−1,𝑗,𝑘, 𝑀

𝑛+ 1
3

𝑁−2,𝑗,𝑘, ..., 𝑀
𝑛+ 1

3
1,𝑗,𝑘 определяются

методом обратной прогонки по уменьшению 𝑖:

𝑀
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 = 𝛼𝑀,𝑖,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 + 𝛽𝑀,𝑖,𝑗,𝑘 , где 𝑖 = 𝑁 − 1, 1, 𝑗 = 0, 𝑀, 𝑘 = 0, 𝐿. (45)
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Аналогично уравнение (3) аппроксимируем по 𝑂𝑥 конечно-разностными соотно-
шениями, изменение давление:

1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼

𝑛∑︁
𝑚=0

𝑏𝑚

(︁
𝑃

𝑛−𝑚+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑃 𝑛−𝑚
𝑖,𝑗,𝑘

)︁
=

=
1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼

(︃
𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑃 𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 +

𝑛∑︁
𝑚=1

𝑏𝑚

(︁
𝑃

𝑛−𝑚+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑃 𝑛−𝑚
𝑖,𝑗,𝑘

)︁)︃
=

=
𝑎31,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎31,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎31,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑃
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎31,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎31,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑃

𝑛
𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎31,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎31,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑃

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎31,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑃

𝑛
𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎31,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑃

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎31,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎31,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑃

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎31,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑃

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

+
𝑎32,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛
𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎32,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎32,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑇

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎32,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛
𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎32,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑇

𝑛
𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎32,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎32,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑇

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎32,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑇

𝑛
𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎32,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑇

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎32,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎32,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑇

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎32,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑇

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

+
𝑎33,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛
𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎33,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎33,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑀

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎33,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛
𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎33,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑀

𝑛
𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎33,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎33,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑀

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎33,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑀

𝑛
𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎33,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑀

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎33,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎33,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑀

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎33,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑀

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
.

Тогда 𝑃
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 в точке сетки 𝑖 для временного шага 𝑛+ 1

3
приводит к систему урав-

нению:

𝑎𝑃,𝑖,𝑗,𝑘 𝑃
𝑛+ 1

3
𝑖−1,𝑗,𝑘 − 𝑏𝑃,𝑖,𝑗,𝑘 𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑐𝑃,𝑖,𝑗,𝑘 𝑃
𝑛+ 1

3
𝑖+1,𝑗,𝑘 = −𝑑𝑃,𝑖,𝑗,𝑘, (46)

где коэффициенты и свободный член определяются с помощью следующих выраже-
ний:

𝑎𝑃,𝑖,𝑗,𝑘 =
𝑎31,𝑖−0,5,𝑗,𝑘

∆𝑥2
, 𝑏𝑃,𝑖,𝑗,𝑘 =

1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼
+
𝑎31,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎31,𝑖−0,5,𝑗,𝑘

∆𝑥2
,

𝑐𝑃,𝑖,𝑗,𝑘 =
𝑎31,𝑖+0,5,𝑗,𝑘

∆𝑥2
,

𝑑𝑃,𝑖,𝑗,𝑘 =
1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼

(︃
𝑃 𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 −

𝑛∑︁
𝑚=1

𝑏𝑖,𝑗,𝑘

(︁
𝑃

𝑛−𝑚+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑃 𝑛−𝑚
𝑖,𝑗,𝑘

)︁)︃
+

+
𝑎31,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑃

𝑛
𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎31,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎31,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑃

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎31,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑃

𝑛
𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎31,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑃

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎31,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎31,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑃

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎31,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑃

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+
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+
𝑎32,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛
𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎32,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎32,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑇

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎32,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛
𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎32,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑇

𝑛
𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎32,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎32,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑇

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎32,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑇

𝑛
𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎32,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑇

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎32,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎32,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑇

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎32,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑇

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

+
𝑎33,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛
𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎33,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎33,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑀

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎33,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛
𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎33,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑀

𝑛
𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎33,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎33,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑀

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎33,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑀

𝑛
𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎33,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑀

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎33,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎33,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑀

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎33,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑀

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
.

Далее, граничную условию (19) аппроксимируем со вторым порядком точности
по 𝑂𝑥 и получим:

𝜆3
−3𝑃

𝑛+ 1
3

0,𝑗,𝑘 + 4𝑃
𝑛+ 1

3
1,𝑗,𝑘 − 𝑃

𝑛+ 1
3

2,𝑗,𝑘

2∆𝑥
= −𝛽3𝑃𝑜𝑐 + 𝛽3𝑃

𝑛+ 1
3

0,𝑗,𝑘 .
(47)

Из системы уравнений (46), при 𝑖 = 1, получим:

𝑎𝑃,1,𝑗,𝑘 𝑃
𝑛+ 1

3
0,𝑗,𝑘 − 𝑏𝑃,1,𝑗,𝑘 𝑃

𝑛+ 1
3

1,𝑗,𝑘 + 𝑐𝑃,1,𝑗,𝑘 𝑃
𝑛+ 1

3
2,𝑗,𝑘 = −𝑑𝑃,1,𝑗,𝑘. (48)

Поставив 𝑃
𝑛+ 1

3
2,𝑗,𝑘 из (48) в (47), найдем значение 𝑃

𝑛+ 1
3

0,𝑗,𝑘 :

𝑃
𝑛+ 1

3
0,𝑗,𝑘 = 𝛼𝑃,0,𝑗,𝑘 𝑃

𝑛+ 1
3

1,𝑗,𝑘 + 𝛽𝑃,0,𝑗,𝑘. (49)

Из соотношения (49) прогоночные коэффициенты определяются в виде:

𝛼𝑃,0,𝑗,𝑘 =
𝜆3𝑏𝑃,1,𝑗,𝑘 − 4𝜆3𝑐𝑃,1,𝑗,𝑘

𝑎𝑃,1,𝑗,𝑘𝜆3 − 3𝑐𝑃,1,𝑗,𝑘𝜆3 − 2∆𝑥𝑐𝑃,1,𝑗,𝑘𝛽3
;

𝛽𝑃,0,𝑗,𝑘 =
−𝑑𝑃,1,𝑗,𝑘𝜆3 − 2∆𝑥𝑐𝑃,1,𝑗,𝑘𝛽3𝑃𝑜𝑐

𝑎𝑃,1,𝑗,𝑘𝜆3 − 3𝑐𝑃,1,𝑗,𝑘𝜆3 − 2∆𝑥𝑐𝑃,1,𝑗,𝑘𝛽3
.

Аналогично аппроксимируя граничному условию (20) по 𝑂𝑥, получим:

𝜆3
𝑃

𝑛+ 1
3

𝑁−2,𝑗,𝑘 − 4𝑃
𝑛+ 1

3
𝑁−1,𝑗,𝑘 + 3𝑃

𝑛+ 1
3

𝑁,𝑗,𝑘

2∆𝑥
= 𝛽3𝑃𝑜𝑐 − 𝛽3𝑃

𝑛+ 1
3

𝑁,𝑗,𝑘.
(50)

Применяя метод прогонки для последовательности 𝑁,𝑁−1𝑁−2, найдем 𝑃
𝑛+ 1

3
𝑁−1,𝑗,𝑘

и 𝑃
𝑛+ 1

3
𝑁−2,𝑗,𝑘:

𝑃
𝑛+ 1

3
𝑁−1,𝑗,𝑘 = 𝛼𝑃,𝑁−1,𝑗,𝑘𝑃

𝑛+ 1
3

𝑁,𝑗,𝑘 + 𝛽𝑃,𝑁−1,𝑗,𝑘; (51)

𝑃
𝑛+ 1

3
𝑁−2,𝑗,𝑘 = 𝛼𝑃,𝑁−2,𝑗,𝑘𝛼𝑃,𝑁−1,𝑗,𝑘 𝑃

𝑛+ 1
3

𝑁,𝑗,𝑘 + 𝛼𝑃,𝑁−2,𝑗,𝑘𝛽𝑃,𝑁−1,𝑗,𝑘 + 𝛽𝑃,𝑁−2,𝑗,𝑘. (52)

Поставив 𝑃
𝑛+ 1

3
𝑁−1,𝑗,𝑘 из (51) и 𝑃

𝑛+ 1
3

𝑁−2,𝑗,𝑘 из (52) в (50), найдем 𝑃
𝑛+ 1

3
𝑁,𝑗,𝑘:

𝑃
𝑛+ 1

3
𝑁,𝑗,𝑘 =

−𝜆3𝛼𝑃,𝑁−2,𝑗,𝑘𝛽𝑃,𝑁−1,𝑗,𝑘 − 𝜆3𝛽𝑃,𝑁−2,𝑗,𝑘 + 4𝜆3𝛽𝑃,𝑁−1,𝑗,𝑘 + 2∆𝑥𝛽3𝑃ат
3𝜆3 − 2∆𝑥𝛽3 + 𝜆3𝛼𝑃,𝑁−2,𝑗,𝑘𝛼𝑃,𝑁−1,𝑗,𝑘 − 4𝜆3𝛼𝑃,𝑁−1,𝑗,𝑘

.
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Значения последовательности влаги 𝑃
𝑛+ 1

3
𝑁−1,𝑗,𝑘, 𝑃

𝑛+ 1
3

𝑁−2,𝑗,𝑘, ..., 𝑃
𝑛+ 1

3
1,𝑗,𝑘 определяются ме-

тодом обратной прогонки по уменьшению 𝑖:

𝑃
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 = 𝛼𝑃,𝑖,𝑗,𝑘 𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 + 𝛽𝑃,𝑖,𝑗,𝑘 , где 𝑖 = 𝑁 − 1, 1, 𝑗 = 0, 𝑀, 𝑘 = 0, 𝐿. (53)

1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼

𝑛∑︁
𝑚=0

𝑏𝑚

(︁
𝑇

𝑛−𝑚+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑇
𝑛−𝑚+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘

)︁
=

=
1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼

(︃
𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑇
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 +

𝑛∑︁
𝑚=1

𝑏𝑚

(︁
𝑇

𝑛−𝑚+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑇
𝑛−𝑚+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘

)︁)︃
=

=
𝑎11,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎11,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎11,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑇
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎11,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎11,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎11,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎11,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎11,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎11,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎11,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎11,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑇
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎11,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

+
𝑎12,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎12,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎12,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑀
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎12,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎12,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎12,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎12,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑀
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎12,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎12,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎12,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎12,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑀
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎12,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

+
𝑎13,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎13,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎13,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑃
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎13,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎13,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎13,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎13,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑃
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎13,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎13,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎13,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎13,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑃
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎13,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

1

3
𝑓
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 .

Тогда 𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 в точке сетки 𝑗для временного шага 𝑛+ 2

3
приводит к уравнению

𝑎𝑇,𝑖,𝑗,𝑘𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖−1,𝑗,𝑘 − 𝑏𝑇,𝑖,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑐𝑇,𝑖,𝑗,𝑘𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖+1,𝑗,𝑘 = −𝑑𝑇,𝑖,𝑗,𝑘, (54)

где коэффициенты и свободный член определяются с помощью следующих выраже-
ний:

𝑎𝑇,𝑖,𝑗,𝑘 =
𝑎11,𝑖,𝑗−0,5,𝑘

∆𝑦2
, 𝑏𝑇,𝑖,𝑗,𝑘 =

1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼
+
𝑎11,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎11,𝑖,𝑗−0,5,𝑘

∆𝑦2
,

𝑐𝑇,𝑖,𝑗,𝑘 =
𝑎11,𝑖,𝑗+0,5,𝑘

∆𝑦2
,

𝑑𝑇,𝑖,𝑗,𝑘 =
1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼

(︃
𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘 −
𝑛∑︁

𝑚=1

𝑏𝑖,𝑗,𝑘

(︁
𝑇

𝑛−𝑚+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑇
𝑛−𝑚+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘

)︁)︃
+

+
𝑎11,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎11,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎11,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑇
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎11,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+
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+
𝑎11,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎11,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎11,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑇
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎11,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

+
𝑎12,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎12,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎12,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑀
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎12,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎12,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎12,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎12,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑀
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎12,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎12,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎12,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎12,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑀
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎12,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

+
𝑎13,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎13,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎13,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑃
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎13,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎13,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎13,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎13,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑃
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎13,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎13,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎13,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎13,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑃
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎13,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

1

3
𝑓
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 .

Далее, граничную условию (9) аппроксимируем по 𝑂𝑦 и получим:

𝜆1
−3𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,0,𝑘 + 4𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,1,𝑘 − 𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,2,𝑘

2∆𝑦
= −𝛽1𝑇𝑜𝑐 + 𝛽1𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,0,𝑘 + 𝜙
𝑛+ 2

3
2 , (55)

где 𝜙2 = 𝜂𝛾𝑅2 (𝜏).
Из системы уравнении (54), когда 𝑗 = 1, получим:

𝑎𝑇,𝑖,1,𝑘𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,0,𝑘 − 𝑏𝑇,𝑖,1,𝑘𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,1,𝑘 + 𝑐𝑇,𝑖,1,𝑘𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,2,𝑘 = −𝑑𝑇,𝑖,1,𝑘. (56)

Поставив 𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,2,𝑘 из (56) в (50), найдем 𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,0,𝑘 :

𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,0,𝑘 = 𝛼𝑇,𝑖,0,𝑘𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,1,𝑘 + 𝛽𝑇,𝑖,0,𝑘, (57)

где прогоночные коэффициенты вычисляется с помощью формул:

𝛼𝑇,𝑖,0,𝑘 =
𝜆1𝑏𝑇,𝑖,1,𝑘 − 4𝜆1𝑐𝑇,𝑖,1,𝑘

𝑎𝑇,𝑖,1,𝑘𝜆1 − 3𝑐𝑇,𝑖,1,𝑘𝜆1 − 2∆𝑦𝑐𝑇,𝑖,1,𝑘𝛽1
;

𝛽𝑇,𝑖,0,𝑘 =
−𝑑𝑇,𝑖,1,𝑘𝜆1 − 2∆𝑦𝑐𝑇,𝑖,1,𝑘𝛽1𝑇𝑜𝑐 − 2∆𝑦𝑐𝑇,𝑖,1,𝑘𝜙

𝑛+ 2
3

1

𝑎𝑇,𝑖,1,𝑘𝜆1 − 3𝑐𝑇,𝑖,1,𝑘𝜆1 − 2∆𝑦𝑐𝑇,𝑖,1,𝑘𝛽1
.

Аналогично аппроксимируя граничное условие (10) по 𝑂𝑦, получим:

𝜆1
𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑀−2,𝑘 − 4𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑀−1,𝑘 + 3𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑀,𝑘

2∆𝑦
= −𝛽1𝑇𝑜𝑐 + 𝛽1𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑀,𝑘 + 𝜙
𝑛+ 2

3
2 , (58)

где 𝜙2 = 𝜂𝛾𝑅2 (𝜏).
Применяя метод прогонки для последовательности при𝑀,𝑀−1 и𝑀−2, найдем

𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑀−1,𝑘 и 𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑀−2,𝑘:

𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑀−1,𝑘 = 𝛼𝑇,𝑖,𝑀−1,𝑘 𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑀,𝑘 + 𝛽𝑇,𝑖,𝑀−1,𝑘; (59)
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𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑀−2,𝑘 = 𝛼𝑇,𝑖,𝑀−2,𝑘 𝛼𝑇,𝑖,𝑀−1,𝑘 𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑀,𝑘 + 𝛼𝑇,𝑖,𝑀−2,𝑘 𝛽𝑇,𝑖,𝑀−1,𝑘 + 𝛽𝑇,𝑖,𝑀−2,𝑘. (60)

Поставив 𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑀−1,𝑘 из (59) и 𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑀−2,𝑘 из (60) в (58), найдем 𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑀,𝑘:

𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑀,𝑘 =

−𝜆1𝛼𝑇,𝑖,𝑀−2,𝑘 𝛽𝑇,𝑖,𝑀−1,𝑘 − 𝜆1𝛽𝑇,𝑖,𝑀−2,𝑘 + 4𝜆1𝛽𝑇,𝑖,𝑀−1,𝑘 − 2∆𝑦𝛽1𝑇𝑜𝑐 + 2∆𝑦𝜙
𝑛+ 2

3
2

3𝜆1 − 2∆𝑦𝛽1 + 𝜆1𝛼𝑇,𝑖,𝑀−2,𝑘 𝛼𝑇,𝑖,𝑀−1,𝑘 − 4𝜆1𝛼𝑇,𝑖,𝑀−1,𝑘

.

(61)

Значения последовательности температуры 𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑀−1,𝑘, 𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑀−2,𝑘, ..., 𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,1,𝑘 определя-

ются методом обратной прогонки по уменьшению 𝑗:

𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 = 𝛼𝑇,𝑖,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 + 𝛽𝑇,𝑖,𝑗,𝑘 , 𝑖 = 0, 𝑁, 𝑗 =𝑀 − 1, 1, 𝑘 = 0, 𝐿. (62)

Аналогично уравнение (2) аппроксимируем по 𝑂𝑦 конечно-разностными соотно-
шениями

1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼

𝑛∑︁
𝑚=0

𝑏𝑚

(︁
𝑀

𝑛−𝑚+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘 −𝑀
𝑛−𝑚+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘

)︁
=

=
1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼

(︃
𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘 −𝑀
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 +

𝑛∑︁
𝑚=1

𝑏𝑚

(︁
𝑀

𝑛−𝑚+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘 −𝑀
𝑛−𝑚+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘

)︁)︃
=

=
𝑎21,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎21,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎21,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑀
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎21,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎21,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎21,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎21,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎21,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎21,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎21,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎21,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑀
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎21,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

+
𝑎22,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎22,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎22,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑇
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎22,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎22,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎22,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎22,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑇
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎22,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎22,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎22,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎22,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑇
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎22,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

+
𝑎23,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎23,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎23,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑃
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎23,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎23,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎23,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎23,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑃
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎23,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎23,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎23,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎23,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑃
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎23,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

1

3
𝑞
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 .

Тогда 𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 в точке сетки 𝑗 для временного шага 𝑛 + 2

3
приводит к систему

уравнению

𝑎𝑀,𝑖,𝑗,𝑘𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗−1,𝑘 − 𝑏𝑀,𝑖,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑐𝑀,𝑖,𝑗,𝑘𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗+1,𝑘 = −𝑑𝑀,𝑖,𝑗,𝑘, (63)
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где коэффициенты и свободный член определяются с помощью следующих выраже-
ний:

𝑎𝑀,𝑖,𝑗,𝑘 =
𝑎21,𝑖,𝑗−0,5,𝑘

∆𝑦2
, 𝑏𝑀,𝑖,𝑗,𝑘 =

1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼
+
𝑎21,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎21,𝑖,𝑗−0,5,𝑘

∆𝑦2
,

𝑐𝑀,𝑖,𝑗,𝑘 =
𝑎21,𝑖,𝑗+0,5,𝑘

∆𝑥2
,

𝑑𝑀,𝑖,𝑗,𝑘 =
1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼

(︃
𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘 −
𝑛∑︁

𝑚=1

𝑏𝑖,𝑗,𝑘

(︁
𝑀

𝑛−𝑚+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘 −𝑀
𝑛−𝑚+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘

)︁)︃
+

+
𝑎21,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎21,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎21,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑀
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎21,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎21,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎21,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎21,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑀
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎21,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

+
𝑎22,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎22,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎22,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑇
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎22,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎22,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎22,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎22,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑇
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎22,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎22,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎22,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎22,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑇
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎22,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

+
𝑎23,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎23,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎23,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑃
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎23,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎23,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎23,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎23,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑃
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎23,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎23,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎23,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎23,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑃
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎23,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

1

3
𝑞
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 .

Далее, граничную условию (15) аппроксимируем со вторым порядком точности
по 𝑂𝑦 и получим:

𝜆2
−3𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,0,𝑘 + 4𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,1,𝑘 −𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,2,𝑘

2∆𝑦
= −𝛽2𝑀𝑜𝑐 + 𝛽2𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,0,𝑘 .
(64)

Из системы уравнений (38), при 𝑗 = 1, получим:

𝑎𝑀,𝑖,1,𝑘𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,0,𝑘 − 𝑏𝑀,𝑖,1,𝑘𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,1,𝑘 + 𝑐𝑀,𝑖,1,𝑘𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,2,𝑘 = −𝑑𝑀,𝑖,1,𝑘. (65)

Поставив 𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,2,𝑘 из (40) в (39), найдем значение 𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,0,𝑘 :

𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,0,𝑘 = 𝛼𝑀,𝑖,0,𝑘𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,1,𝑘 + 𝛽𝑀,𝑖,0,𝑘. (66)

Из соотношения (41) прогоночные коэффициенты определяются в виде:

𝛼𝑀,𝑖,0,𝑘 =
𝜆2𝑏𝑀,𝑖,1,𝑘 − 4𝜆2𝑐𝑀,𝑖,1,𝑘

𝑎𝑀,𝑖,1,𝑘 − 3𝑐𝑀,𝑖,1,𝑘 𝜆2 − 2∆𝑦𝑐𝑀,𝑖,1,𝑘𝛽2
,

𝛽𝑀,𝑖,0,𝑘 =
−𝑑𝑀,𝑖,1,𝑘 − 2∆𝑦𝑐𝑀,𝑖,1,𝑘𝛽2𝑀𝑜𝑐

𝑎𝑀,𝑖,1,𝑘 − 3𝑐𝑀,𝑖,1,𝑘 𝜆2 − 2∆𝑦𝑐𝑀,𝑖,1,𝑘𝛽2
.
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Аналогично аппроксимируя граничному условию (16) по 𝑂𝑦, получим:

𝜆2
𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑀−2,𝑘 − 4𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑀−1,𝑘 + 3𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑀,𝑘

2∆𝑦
= 𝛽2𝑀𝑜𝑐 − 𝛽2𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑀,𝑘.
(67)

Применяя метод прогонки для последовательности 𝑀,𝑀 − 1 и 𝑀 − 2, найдем

𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑀−1,𝑘 и 𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑀−2,𝑘:

𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑀−1,𝑘 = 𝛼𝑀,𝑖,𝑀−1,𝑘𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑀,𝑘 + 𝛽𝑀,𝑖,𝑀−1,𝑘, (68)

𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑀−2,𝑘 = 𝛼𝑀,𝑖,𝑀−2,𝑘𝛼𝑀,𝑖,𝑀−1,𝑘𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑀,𝑘 + 𝛼𝑀,𝑖,𝑀−2,𝑘𝛽𝑀,𝑖,𝑀−1,𝑘 + 𝛽𝑀,𝑖,𝑀−2,𝑘. (69)

Поставив 𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑀−1,𝑘 из (68) и 𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑀−2,𝑘 из (69) в (67), найдем 𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑀,𝑘:

𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑀,𝑘 =

−𝜆2𝛼𝑀,𝑖,𝑀−2,𝑘𝛽𝑀,𝑖,𝑀−1,𝑘 − 𝜆2𝛽𝑀,𝑖,𝑀−2,𝑘 + 4𝜆2𝛽𝑀,𝑖,𝑀−1,𝑘 + 2∆𝑦𝛽2𝑀𝑜𝑐

3𝜆2 − 2∆𝑦𝛽2 + 𝜆2𝛼𝑀,𝑖,𝑀−2,𝑘𝛼𝑀,𝑖,𝑀−1,𝑘 − 4𝜆2𝛼𝑀,𝑖,𝑀−1,𝑘

.

Значения последовательности влаги 𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑀−1,𝑘, 𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑀−2,𝑘, ..., 𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,1,𝑘 , определяются

методом обратной прогонки по уменьшению 𝑖:

𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 = 𝛼𝑀,𝑖,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 + 𝛽𝑀,𝑖,𝑗,𝑘 где 𝑖 = 0, 𝑁, 𝑗 =𝑀 − 1, 1, 𝑘 = 0, 𝐿. (70)

Аналогично уравнение (3) аппроксимируем по конечно-разностными соотношени-
ями, изменение давление:

1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼

𝑛∑︁
𝑚=0

𝑏𝑚

(︁
𝑃

𝑛−𝑚+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑃
𝑛−𝑚+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘

)︁
=

=
𝑎31,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎31,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎31,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑃
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎31,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎31,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎31,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎31,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎31,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎31,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎31,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎31,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑃
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎31,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

+
𝑎32,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎32,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎32,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑇
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎32,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎32,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎32,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎32,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑇
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎32,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎32,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎32,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎32,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑇
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎32,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

+
𝑎33,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎33,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎33,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑀
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎33,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎33,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎33,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎33,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑀
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎33,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎33,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎33,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎33,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑀
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎33,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
.
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Тогда 𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 в точке сетки 𝑘 для временного шага 𝑛+ 2

3
приводит к систему урав-

нению:

𝑎𝑃,𝑖,𝑗,𝑘 𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗−1,𝑘 − 𝑏𝑃,𝑖,𝑗,𝑘 𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑐𝑃,𝑖,𝑗,𝑘 𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗+1,𝑘 = −𝑑𝑃,𝑖,𝑗,𝑘, (71)

где коэффициенты и свободный член определяются с помощью следующих выраже-
ний:

𝑎𝑃,𝑖,𝑗,𝑘 =
𝑎31,𝑖,𝑗−0,5,𝑘

∆𝑦2
, 𝑏𝑃,𝑖,𝑗,𝑘 =

1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼
+
𝑎31,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎31,𝑖,𝑗−0,5,𝑘

∆𝑦2
,

𝑐𝑃,𝑖,𝑗,𝑘 =
𝑎31,𝑖,𝑗+0,5,𝑘

∆𝑦2
,

𝑑𝑃,𝑖,𝑗,𝑘 =
1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼

(︃
𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘 −
𝑛∑︁

𝑚=1

𝑏𝑖,𝑗,𝑘

(︁
𝑃

𝑛−𝑚+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑃
𝑛−𝑚+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘

)︁)︃
+

+
𝑎31,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎31,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎31,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑃
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎31,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎31,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎31,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎31,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑃
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎31,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

+
𝑎32,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎32,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎32,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑇
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎32,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎32,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎32,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎32,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑇
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎32,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎32,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎32,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎32,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑇
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎32,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑇

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

+
𝑎33,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎33,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎33,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑀
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎33,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎33,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎33,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎33,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑀
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎33,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎33,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎33,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎33,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑀
𝑛+ 1

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎33,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑀

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
.

Далее, граничную условию (21) аппроксимируем со вторым порядком точности
по 𝑂𝑦 и получим:

𝜆3
−3𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,0,𝑘 + 4𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,1,𝑘 − 𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,2,𝑘

2∆𝑦
= −𝛽3𝑃𝑜𝑐 + 𝛽3𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,0,𝑘 .
(72)

Из системы уравнений (71), при 𝑗 = 1, получим:

𝑎𝑃,1,𝑗,𝑘 𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,0,𝑘 − 𝑏𝑃,𝑖,1,𝑘 𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,1,𝑘 + 𝑐𝑃,𝑖,1,𝑘 𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,2,𝑘 = −𝑑𝑃,𝑖,1,𝑘. (73)

Поставив 𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,2,𝑘 из (73) в (72), найдем значение 𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,0,𝑘 :

𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,0,𝑘 = 𝛼𝑃,𝑖,0,𝑘 𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,1,𝑘 + 𝛽𝑃,𝑖,0,𝑘. (74)
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Из соотношения (74) прогоночные коэффициенты определяются в виде:

𝛼𝑃,𝑖,0,𝑘 =
𝜆3𝑏𝑃,𝑖,1,𝑘 − 4𝜆3𝑐𝑃,𝑖,1,𝑘

𝑎𝑃,𝑖,1,𝑘𝜆3 − 3𝑐𝑃,1,𝑘𝜆3 − 2∆𝑦𝑐𝑃,𝑖,1,𝑘𝛽3
;

𝛽𝑃,𝑖,0,𝑘 =
−𝑑𝑃,𝑖,1,𝑘𝜆3 − 2∆𝑥𝑐𝑃,𝑖,1,𝑘𝛽3𝑃𝑜𝑐

𝑎𝑃,𝑖,1,𝑘𝜆3 − 3𝑐𝑃,𝑖,1,𝑘𝜆3 − 2∆𝑦𝑐𝑃,𝑖,1,𝑘𝛽3
.

Аналогично аппроксимируя граничному условию (22) по 𝑂𝑦, получим:

𝜆3
𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑀−2,𝑘 − 4𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑀−1,𝑘 + 3𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑀,𝑘

2∆𝑦
= 𝛽3𝑃𝑜𝑐 − 𝛽3𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑀,𝑘.
(75)

Применяя метод прогонки для последовательности𝑀,𝑀−1𝑀−2, найдем 𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑀−1,𝑘

и 𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑀−2,𝑘:

𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑀−1,𝑘 = 𝛼𝑃,𝑖,𝑀−1,𝑘𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑀,𝑘 + 𝛽𝑃,𝑖,𝑀−1,𝑘; (76)

𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑀−2,𝑘 = 𝛼𝑃,𝑖,𝑀−2,𝑘𝛼𝑃,𝑖,𝑀−1,𝑘 𝑃

𝑛+ 1
3

𝑖,𝑀,𝑘 + 𝛼𝑃,𝑖,𝑀−2,𝑘𝛽𝑃,𝑖,𝑀−1,𝑘 + 𝛽𝑃,𝑖,𝑀−2,𝑘. (77)

Поставив 𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑀−1,𝑘 из (43) и 𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑀−2,𝑘 из (44) в (42), найдем 𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑀,𝑘:

𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑀,𝑘 =

−𝜆3𝛼𝑃,𝑖,𝑀−2,𝑘𝛽𝑃,𝑖,𝑀−1,𝑘 − 𝜆3𝛽𝑃,𝑖,𝑀−2,𝑘 + 4𝜆3𝛽𝑃,𝑖,𝑀−1,𝑘 + 2∆𝑦𝛽3𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡

3𝜆3 − 2∆𝑦𝛽3 + 𝜆3𝛼𝑃,𝑖,𝑀−2,𝑘𝛼𝑃,𝑖,𝑀−1,𝑘 − 4𝜆3𝛼𝑃,𝑖,𝑀−1,𝑘

.

Значения последовательности влаги 𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑀−1,𝑘, 𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑀−2,𝑘, ..., 𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,1,𝑘 определяются ме-

тодом обратной прогонки по уменьшению 𝑗:

𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 = 𝛼𝑃,𝑖,𝑗,𝑘 𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 + 𝛽𝑃,𝑖,𝑗,𝑘 , где 𝑖 = 0, 𝑁, 𝑗 =𝑀 − 1, 1, 𝑘 = 0, 𝐿. (78)

1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼

𝑛∑︁
𝑚=0

𝑏𝑚

(︁
𝑇 𝑛−𝑚+1
𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑇

𝑛−𝑚+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘

)︁
=

=
1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼

(︃
𝑇 𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘 +
𝑛∑︁

𝑚=1

𝑏𝑚

(︁
𝑇 𝑛−𝑚+1
𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑇

𝑛−𝑚+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘

)︁)︃
=

=
𝑎11,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎11,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎11,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎11,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎11,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎11,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎11,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎11,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎11,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑇

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎11,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎11,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑇

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎11,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑇

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+
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+
𝑎12,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎12,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎12,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎12,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎12,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎12,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎12,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎12,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎12,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎12,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎12,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎12,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

+
𝑎13,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎13,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎13,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎13,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎13,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎13,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎13,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎13,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎13,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎13,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎13,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎13,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

1

3
𝑓𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘 .

Тогда 𝑇 𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘 в точке сетки 𝑘для временного шага 𝑛+ 1 приводит к уравнению

𝑎𝑇,𝑖,𝑗,𝑘𝑇
𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘−1 − 𝑏𝑇,𝑖,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑐𝑇,𝑖,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘+1 = −𝑑𝑇,𝑖,𝑗,𝑘, (79)

где коэффициенты и свободный член определяются с помощью следующих выраже-
ний:

𝑎𝑇,𝑖,𝑗,𝑘 =
𝑎11,𝑖,𝑗,𝑘−0,5

∆𝑧2
, 𝑏𝑇,𝑖,𝑗,𝑘 =

1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼
+
𝑎11,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎11,𝑖,𝑗,𝑘−0,5

∆𝑧2
,

𝑐𝑇,𝑖,𝑗,𝑘 =
𝑎11,𝑖,𝑗,𝑘+0,5

∆𝑧2
,

𝑑𝑇,𝑖,𝑗,𝑘 =
1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼

(︃
𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘 −
𝑛∑︁

𝑚=1

𝑏𝑖,𝑗,𝑘

(︁
𝑇 𝑛−𝑚+1
𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑇

𝑛−𝑚+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘

)︁)︃
+

+
𝑎11,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎11,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎11,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎11,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎11,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎11,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎11,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎11,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎12,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎12,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎12,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎12,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎12,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎12,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎12,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎12,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎12,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎12,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎12,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎12,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

+
𝑎13,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎13,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎13,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎13,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎13,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎13,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎13,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎13,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎13,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎13,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎13,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎13,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

1

3
𝑓𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘 .
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Далее, граничную условию (11) аппроксимируем по 𝑂𝑧 и получим:

−3𝑇 𝑛+1
𝑖,𝑗,0 + 4𝑇 𝑛+1

𝑖,𝑗,1 − 𝑇 𝑛+1
𝑖,𝑗,2

2∆𝑧
= 0. (80)

Из системы уравнении (79), когда 𝑘 = 1, получим:

𝑎𝑇,𝑖,𝑗,1𝑇
𝑛+1
𝑖,𝑗,0 − 𝑏𝑇,𝑖,𝑗,1𝑇

𝑛+1
𝑖,𝑗,1 + 𝑐𝑇,𝑖,𝑗,1𝑇

𝑛+1
𝑖,𝑗,2 = −𝑑𝑇,𝑖,𝑗,1. (81)

Поставив 𝑇 𝑛+1
𝑖,𝑗,2 из (81) в (80), найдем 𝑇 𝑛+1

𝑖,𝑗,0 :

𝑇 𝑛+1
𝑖,𝑗,0 = 𝛼𝑇,𝑖,𝑗,0𝑇

𝑛+1
𝑖,𝑗,1 + 𝛽𝑇,𝑖,𝑗,0, (82)

где прогоночные коэффициенты вычисляется с помощью формул:

𝛼𝑇,𝑖,𝑗,0 =
𝑏𝑇,𝑖,𝑗,1 − 4𝑐𝑇,𝑖,𝑗,1
𝑎𝑇,𝑖,𝑗,1 − 3𝑐𝑖,𝑗,1

, 𝛽𝑇 𝑖,𝑗,0 = − 𝑑𝑇,𝑖,𝑗,1
𝑎𝑇,𝑖,𝑗,1 − 3𝑐𝑖,𝑗,1

.

Аналогично аппроксимируя граничное условие (12) по 𝑂𝑧, получим:

𝜆1
𝑇 𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿−2 − 4𝑇 𝑛+1

𝑖,𝑗,𝐿−1 + 3𝑇 𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿

2∆𝑧
= −𝛽1𝑇𝑜𝑐 + 𝛽1𝑇

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿 − 𝜙2

𝑛+1, (83)

где 𝜙2 = 𝜂𝛾𝑅2 (𝜏).

Применяя метод прогонки для последовательности при 𝐿,𝐿 − 1 и 𝐿 − 2, найдем
𝑇 𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿−1 и 𝑇

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿−2:

𝑇 𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿−1 = 𝛼𝑇,𝑖,𝑗,𝐿−1 𝑇

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿 + 𝛽𝑇,𝑖,𝑗,𝐿−1, (84)

𝑇 𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿−2 = 𝛼𝑇,𝑖,𝑗,𝐿−2 𝛼𝑇,𝑖,𝑗,𝐿−1 𝑇

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿 + 𝛼𝑖,𝑗,𝐿−2𝛽𝑇,𝑖,𝑗,𝐿−1 + 𝛽𝑇,𝑖,𝑗,𝐿−2. (85)

Поставив 𝑇 𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿−1 из (84) и 𝑇

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿−2 из (85) в (83), найдем 𝑇 𝑛+1

𝑖,𝑗,𝐿 :

𝑇 𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿 =

−𝜆1𝛼𝑇,𝑖,𝑗,𝐿−2𝛽𝑇,𝑖,𝑗,𝐿−1 − 𝜆1𝛽𝑇,𝑖,𝑗,𝐿−2 + 4𝜆1𝛽𝑇,𝑖,𝑗,𝐿−1 − 2∆𝑧𝛽1𝑇𝑜𝑐 + 2∆𝑧𝜙2
𝑛+1

3𝜆1 − 2∆𝑧𝛽1 + 𝜆1𝛼𝑇,𝑖,𝑗,𝐿−2 𝛼𝑇,𝑖,𝑗,𝐿−1 − 4𝜆1𝛼𝑇,𝑖,𝑗,𝐿−1

.

(86)

Значения последовательности температуры 𝑇 𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿−1, 𝑇

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿−2, ..., 𝑇

𝑛+1
𝑖,𝑗,1 определяются

методом обратной прогонки по уменьшению k:

𝑇 𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘 = 𝛼𝑇,𝑖,𝑗,𝑘 𝑇

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘+1 + 𝛽𝑇,𝑖,𝑗,𝑘 , 𝑖 = 0, 𝑁, 𝑗 = 0,𝑀, 𝑘 = 𝐿− 1, 1. (87)
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Аналогично уравнение (2) аппроксимируем по 𝑂𝑧 конечно-разностными соотно-
шениями

1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼

𝑛∑︁
𝑚=0

𝑏𝑚

(︁
𝑀𝑛−𝑚+1

𝑖,𝑗,𝑘 −𝑀
𝑛−𝑚+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘

)︁
=

=
1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼

(︃
𝑀𝑛+1

𝑖,𝑗,𝑘 −𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 +

𝑛∑︁
𝑚=1

𝑏𝑚

(︁
𝑀𝑛−𝑚+1

𝑖,𝑗,𝑘 −𝑀
𝑛−𝑚+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘

)︁)︃
=

=
𝑎21,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎21,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎21,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎21,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎21,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎21,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎21,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎21,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎21,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑀

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎21,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎21,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑀

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎21,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑀

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

+
𝑎22,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎22,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎22,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎22,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎22,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎22,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎22,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎22,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎22,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎22,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎22,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎22,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

+
𝑎23,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎23,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎23,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎23,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎23,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎23,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎23,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎23,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎23,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎23,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎23,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎23,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

1

3
𝑞𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘 .

Тогда 𝑀𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘 в точке сетки k для временного шага 𝑛+1 приводит к систему урав-

нению

𝑎𝑀,𝑖,𝑗,𝑘𝑀
𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘−1 − 𝑏𝑀,𝑖,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑐𝑀,𝑖,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘+1 = −𝑑𝑀,𝑖,𝑗,𝑘, (88)

где коэффициенты и свободный член определяются с помощью следующих выраже-
ний:

𝑎𝑀,𝑖,𝑗,𝑘 =
𝑎21,𝑖,𝑗,𝑘−0,5

∆𝑧2
, 𝑏𝑀,𝑖,𝑗,𝑘 =

1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼
+
𝑎21,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎21,𝑖,𝑗,𝑘−0,5

∆𝑧2
,

𝑐𝑀,𝑖,𝑗,𝑘 =
𝑎21,𝑖,𝑗,𝑘+0,5

∆𝑧2
,

𝑑𝑀,𝑖,𝑗,𝑘 =
1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼

(︃
𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘 −
𝑛∑︁

𝑚=1

𝑏𝑖,𝑗,𝑘

(︁
𝑀𝑛−𝑚+1

𝑖,𝑗,𝑘 −𝑀
𝑛−𝑚+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘

)︁)︃
+

+
𝑎21,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎21,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎21,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎21,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+
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+
𝑎21,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎21,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎21,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎21,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎22,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎22,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎22,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎22,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎22,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎22,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎22,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎22,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎22,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎22,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎22,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎22,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

+
𝑎23,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎23,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎23,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎23,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎23,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎23,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎23,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎23,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎23,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎23,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎23,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎23,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

1

3
𝑞𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘 .

Далее, граничную условию (17) аппроксимируем со вторым порядком точности
по 𝑂𝑧 и получим:

−3𝑀𝑛+1
𝑖,𝑗,0 + 4𝑀𝑛+1

𝑖,𝑗,1 −𝑀𝑛+1
𝑖,𝑗,2

2∆𝑧
= 0. (89)

Из системы уравнений (88), при 𝑘 = 1, получим:

𝑎𝑀,𝑖,𝑗,1𝑀
𝑛+1
𝑖,𝑗,0 − 𝑏𝑀,𝑖,𝑗,1𝑀

𝑛+1
𝑖,𝑗,1 + 𝑐𝑀,𝑖,𝑗,1𝑀

𝑛+1
𝑖,𝑗,2 = −𝑑𝑀,𝑖,𝑗,1. (90)

Поставив 𝑀𝑛+1
𝑖,𝑗,2 из (90) в (89), найдем значение 𝑀𝑛+1

𝑖,𝑗,0 :

𝑀𝑛+1
𝑖,𝑗,0 = 𝛼𝑀,𝑖,𝑗,0𝑀

𝑛+1
𝑖,𝑗,1 + 𝛽𝑀,𝑖,𝑗,0. (91)

Из соотношения (91) прогоночные коэффициенты определяются в виде:

𝛼𝑀,𝑖,𝑗,0 =
𝑏𝑀,𝑖,𝑗,1 − 4𝑐𝑀,𝑖,𝑗,1

𝑎𝑀,𝑖,𝑗,1 − 3𝑐𝑀,𝑖,𝑗,1

,

𝛽𝑀,𝑖,𝑗,0 =
−𝑑𝑀,𝑖,𝑗,1

𝑎𝑀,𝑖,𝑗,1 − 3𝑐𝑀,𝑖,𝑗,1

.

Аналогично аппроксимируя граничному условию (18) по 𝑂𝑧, получим:

𝜆2
𝑀𝑛+1

𝑖,𝑗,𝐿−2 − 4𝑀𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿−1 + 3𝑀𝑛+1

𝑖,𝑗,𝐿

2∆𝑧
= 𝛽2𝑀𝑜𝑐 − 𝛽2𝑀

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿. (92)

Применяя метод прогонки для последовательности 𝐿,𝐿−1 и 𝐿−2, найдем𝑀𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿−1

и 𝑀𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿−2:

𝑀𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿−1 = 𝛼𝑀,𝑖,𝑗,𝐿−1𝑀

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿 + 𝛽𝑀,𝑖,𝑗,𝐿−1, (93)

𝑀𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿−2 = 𝛼𝑀,𝑖,𝑗,𝐿−2𝛼𝑀,𝑖,𝑗,𝐿−1𝑀

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿 + 𝛼𝑀,𝑖,𝑗,𝐿−2𝛽𝑀,𝑖,𝑗,𝐿−1 + 𝛽𝑀,𝑖,𝑗,𝐿−2. (94)
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Поставив 𝑀𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿−1 из (43) и 𝑀

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿−2 из (44) в (42), найдем 𝑀𝑛+1

𝑖,𝑗,𝐿:

𝑀𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿 =

−𝜆2𝛼𝑀,𝑖,𝑗,𝐿−2𝛽𝑀,𝑖,𝑗,𝐿−1 − 𝜆2𝛽𝑀,𝑖,𝑗,𝐿−2 + 4𝜆2𝛽𝑀,𝑖,𝑗,𝐿−1 + 2∆𝑧𝛽2𝑀𝑜𝑐

3𝜆2 − 2∆𝑧𝛽2 + 𝜆2𝛼𝑀,𝑖,𝑗,𝐿−2𝛼𝑀,𝑖,𝑗,𝐿−1 − 4𝜆2𝛼𝑀,𝑖,𝑗,𝐿−1

. (95)

Значения влаги 𝑀𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿−1, 𝑀

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿−2, ..., 𝑀

𝑛+1
𝑖,𝑗,1 в узлах определяется последовательно

методом обратной прогонки по уменьшению индекса 𝑘:

𝑀𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘 = 𝛼𝑀,𝑖,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘+1 + 𝛽𝑀,𝑖,𝑗,𝑘, где 𝑖 = 0, 𝑁, 𝑗 = 0, 𝑀, 𝑘 = 𝐿− 1, 1.

Аналогично уравнение (3) аппроксимируем по 𝑂𝑧 конечно-разностными соотно-
шениями, изменение давление:

1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼

𝑛∑︁
𝑚=0

𝑏𝑚

(︁
𝑃 𝑛−𝑚+1
𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑃

𝑛−𝑚+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘

)︁
=

=
1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼

(︃
𝑃 𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘 +
𝑛∑︁

𝑚=1

𝑏𝑚

(︁
𝑃 𝑛−𝑚+1
𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑃

𝑛−𝑚+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘

)︁)︃
=

=
𝑎31,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎31,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎31,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎31,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎31,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎31,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎31,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎31,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎31,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑃

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎31,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎31,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑃

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎31,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑃

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

+
𝑎32,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎32,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎32,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎32,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎32,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎32,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎32,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎32,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎32,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎32,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎32,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎32,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

+
𝑎33,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎33,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎33,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎33,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎33,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎33,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎33,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎33,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎33,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎33,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎33,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎33,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
.

Тогда 𝑃 𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘 в точке сетки для временного шага 𝑛+ 1 приводит к систему уравне-

нию:

𝑎𝑃,𝑖,𝑗,𝑘 𝑃
𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘−1 − 𝑏𝑃,𝑖,𝑗,𝑘 𝑃

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑐𝑃,𝑖,𝑗,𝑘 𝑃

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘+1 = −𝑑𝑃,𝑖,𝑗,𝑘, (96)
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где коэффициенты и свободный член определяются с помощью следующих выраже-
ний:

𝑎𝑃,𝑖,𝑗,𝑘 =
𝑎31,𝑖,𝑗,𝑘−0,5

∆𝑧2
, 𝑏𝑃,𝑖,𝑗,𝑘 =

1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼
+
𝑎31,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎31,𝑖,𝑗,𝑘−0,5

∆𝑧2
,

𝑐𝑃,𝑖,𝑗,𝑘 =
𝑎31,𝑖,𝑗,𝑘+0,5

∆𝑧2
,

𝑑𝑃,𝑖,𝑗,𝑘 =
1

Γ (2− 𝛼)∆𝜏𝛼

(︃
𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘 −
𝑛∑︁

𝑚=1

𝑏𝑖,𝑗,𝑘

(︁
𝑃 𝑛−𝑚+1
𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑃

𝑛−𝑚+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘

)︁)︃

+
𝑎31,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎31,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎31,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎31,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎31,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎31,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎31,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑃
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎31,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑃

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎32,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎32,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎32,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎32,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎32,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎32,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎32,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎32,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎32,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎32,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎32,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑇
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎32,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑇

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
+

+
𝑎33,𝑖+0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖+1,𝑗,𝑘 − (𝑎33,𝑖+0,5,𝑗,𝑘 + 𝑎33,𝑖−0,5,𝑗,𝑘)𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎33,𝑖−0,5,𝑗,𝑘𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖−1,𝑗,𝑘

∆𝑥2
+

+
𝑎33,𝑖,𝑗+0,5,𝑘𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗+1,𝑘 − (𝑎33,𝑖,𝑗+0,5,𝑘 + 𝑎33,𝑖,𝑗−0,5,𝑘)𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎33,𝑖,𝑗−0,5,𝑘𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗−1,𝑘

∆𝑦2
+

+
𝑎33,𝑖,𝑗,𝑘+0,5𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘+1 − (𝑎33,𝑖,𝑗,𝑘+0,5 + 𝑎33,𝑖,𝑗,𝑘−0,5)𝑀
𝑛+ 2

3
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑎33,𝑖,𝑗,𝑘−0,5𝑀

𝑛+ 2
3

𝑖,𝑗,𝑘−1

∆𝑧2
.

Далее, граничную условию (23) аппроксимируем со вторым порядком точности
по 𝑂𝑧 и получим:

−3𝑃 𝑛+1
𝑖,𝑗,0 + 4𝑃 𝑛+1

𝑖,𝑗,1 − 𝑃 𝑛+1
𝑖,𝑗,2

2∆𝑧
= 0. (97)

Из системы уравнений (96), при 𝑘 = 1, получим:

𝑎𝑃,𝑖,𝑗,1 𝑃
𝑛+1
𝑖,𝑗,0 − 𝑏𝑃,𝑖,𝑗,1 𝑃

𝑛+1
𝑖,𝑗,1 + 𝑐𝑃,𝑖,𝑗,1 𝑃

𝑛+1
𝑖,𝑗,2 = −𝑑𝑃,𝑖,𝑗,1. (98)

Поставив 𝑃 𝑛+1
𝑖,𝑗,2 из (98) в (97), найдем значение 𝑃 𝑛+1

𝑖,𝑗,0 :

𝑃 𝑛+1
𝑖,𝑗,0 = 𝛼𝑃,𝑖,𝑗,0 𝑃

𝑛+1
𝑖,𝑗,1 + 𝛽𝑃,𝑖,𝑗,0. (99)

Из соотношения (99) прогоночные коэффициенты определяются в виде:

𝛼𝑃,𝑖,𝑗,0 =
𝑏𝑃,𝑖,𝑗,1 − 4𝑐𝑃,𝑖,𝑗,1
𝑎𝑃,𝑖,𝑗,1 − 3𝑐𝑃,𝑖,𝑗,1

,
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𝛽𝑃,𝑖,𝑗,0 =
−𝑑𝑃,𝑖,𝑗,1

𝑎𝑃,𝑖,𝑗,1 − 3𝑐𝑃,𝑖,𝑗,1
.

Аналогично аппроксимируя граничному условию (24) по 𝑂𝑧, получим:

𝜆3
𝑃 𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿−2 − 4𝑃 𝑛+1

𝑖,𝑗,𝐿−1 + 3𝑃 𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿

2∆𝑧
= 𝛽3𝑃𝑜𝑐 − 𝛽3𝑃

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿 . (100)

Применяя метод прогонки для последовательности 𝐿,𝐿−1 и 𝐿−2, найдем 𝑃 𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿−1

и 𝑃 𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿−2:

𝑃 𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿−1 = 𝛼𝑃,𝑖,𝑗,𝐿−1 𝑃

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿 + 𝛽𝑃,𝑖,𝑗,𝐿−1, (101)

𝑃 𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿−2 = 𝛼𝑃,𝑖,𝑗,𝐿−2𝛼𝑃,𝑖,𝑗,𝐿−1 𝑃

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿 + 𝛼𝑃,𝑖,𝑗,𝐿−2𝛽𝑃,𝑖,𝑗,𝐿−1 + 𝛽𝑃,𝑖,𝑗,𝐿−2. (102)

Поставив 𝑃 𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿−1 из (101) и 𝑃

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿−2 из (102) в (100), найдем 𝑃 𝑛+1

𝑖,𝑗,𝐿 :
Следственно, изменение давление:

𝑃 𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿 =

−𝜆3𝛼𝑃,𝑖,𝑗,𝐿−2𝛽𝑃,𝑖,𝑗,𝐿−1 − 𝜆3𝛽𝑃,𝑖,𝑗,𝐿−2 + 4𝜆3𝛽𝑃,𝑖,𝑗,𝐿−1 + 2∆𝑧𝛽3𝑃𝑎𝑚

3𝜆3 − 2∆𝑧𝛽3 + 𝜆3𝛼𝑃,𝑖,𝑗,𝐿−2𝛼𝑃,𝑖,𝑗,𝐿−1 − 4𝜆3𝛼𝑃,𝑖,𝑗,𝐿−1

.

Значения давление 𝑃 𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿−1, 𝑃

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝐿−2, ..., 𝑃

𝑛+1
𝑖,𝑗,1 в узлах определяется последовательно

методом обратной прогонки по уменьшению индекса 𝑘:

𝑃 𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘 = 𝛼𝑃,𝑖,𝑗,𝑘 𝑃

𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘+1 + 𝛽𝑃,𝑖,𝑗,𝑘, где 𝑖 = 0, 𝑁, 𝑗 = 0, 𝑀, 𝑘 = 𝐿− 1, 1.

Итак, разработан эффективный устойчивый численный алгоритм на основе
конечно-разностного метода высокого порядка точности, который служит для реше-
ния трехмерной задачи совместного тепло- и влагопереноса при хранении и сушки
неоднородных пористых телах.

4 Заключение
В данной работе предложена новая математическая модель и соответствующий

численный алгоритм для описания процессов совместного переноса тепла и влаги с
газовым потоком в неоднородных пористых телах. Система состоит из трёхмерных
дифференциальная уравнения частных производных и дробная производная Капу-
то по времени с пространственное изменяющимися коэффициентами, что позволяет
явно учесть память системы и аномальное распространение. Ввод фракционности на
базе производной Капуто обеспечивает дополнительную свободу для моделирования
памяти и аномального переноса, связанного с пористой, неоднородной структурой
сырьевого хлопка и условиями его хранения. Включены ключевые физические меха-
низмы как внутреннее выделение тепла и влаги (фазовые переходы, биологическое
самонагревание) и временные граничные условия, отражающие обмен с окружающей
средой и приток солнечного излучения. Чтобы решить эту сложную сопряжённую
систему, разработана стабильная вторая по порядку разностная схема, обеспечиваю-
щая устойчивость и эффективное время расчёта. Численный алгоритм демонстриру-
ет способность моделировать сложную динамику переноса и формирует предиктив-
ный инструмент для задач сушки и долгосрочного хранения сельскохозяйственной
продукции.
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