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Метод перемещаемых узлов применяется при решении задачи Дирихле для урав-
нения Пуассона в прямоугольной области. Аппроксимируя оператор Лапласа с по-
мощью перемещаемых узлов, мы получаем приближённо-аналитическое решение за-
дачи Дирихле — то есть решение, выраженное в виде комбинации аналитических
функций. Дальнейшее улучшение точности достигается за счёт применения метода
прямых (method of lines). В рамках этого подхода пространственные переменные
дискретизируются с использованием метода перемещаемых узлов, в результате чего
исходная краевая задача для уравнения Пуассона в двумерной области трансфор-
мируется в обыкновенному дифференциальному уравнению (ОДУ) – двухточечную
краевую задачу, где независимой переменной становится одна из координат (напри-
мер, 𝑦), а по другой координате (𝑥). Каждое из полученных ОДУ описывает поведе-
ние решения вдоль линии, параллельной одной из осей, и содержит граничные усло-
вия, заданные на противоположных сторонах прямоугольной области. Таким обра-
зом, комбинация метода перемещаемых узлов с методом прямых позволяет перейти
от двумерной задачи к одномерной. Для верификации эффективности предложен-
ного подхода рассмотрены тестовые задачи с аналитически заданными решениями.
Результаты подтверждают, что предложенный подход обеспечивает повышение точ-
ности решения.
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1 Введение
В данной работе рассматривается решение задачи Дирихле с двумя переменными

с помощью перемещаемых узлов. Задача Дирихле встречается во многих физических
задачах – задачи механики, теплопроводности, электростатики, гидравлики и др.

Существуют различные аналитические методы решения задачи Дирихле [1–6].
Решение дифференциальных уравнений в частных производных представляет собой
весьма трудоёмкий процесс. Многие задачи математической физики не имеют точ-
ных решений. Возникает необходимость применения приближённых решений. Ос-
новным достоинством метода перемещаемых узлов– это получение приближенного
аналитического решения в виде явной функции.

В работе [7] используется конечно-разностный метод с перемещаемым узлом для
анализа монотонности численной схемы двухточечных краевых задач обыкновенных
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дифференциальных уравнений. Работа авторов [8] посвящена применению перемеща-
емого контрольного объёма,котрое позволило получение более уточнённой схемы для
конвективно-диффузионной задачи. Применению метода перемещаемых узлов для
начально-краевых задач параболического уравнения посвящена работа [9]. С помо-
щью конечно-разностного метода в работе [10] получено приближенно-аналитическое
решение задачи течения жидкости в трубе с различными сечениями, математиче-
ская модель которого сводится к решению двумерной задачи Дирихле. В настоящей
работе исследуется применение метода перемещаемых узлов для улучшения прибли-
жённого решения задачи Дирихле.

Исследования, проведённые в работах [7–10] показали простоту применения ме-
тода перемещаемых узлов для получения приближённого решения. Однако, возни-
кает необходимость улучшения решения. При использовании стандартного способа
получения решения методом перемещаемого узла мы добиваемся того, что в диффе-
ренциальном уравнении в частных производных все частные производные аппрокси-
мируются перемещаемыми разностными отношениями. Решение полученного алгеб-
раического уравнения позволяет получить приближенное решение задачи.

Получение более уточненного решения базируется на том факте, что в исход-
ном дифференциальном уравнении производим аппроксимации только по одной за-
висимой переменной. В итоге имеем обыкновенное дифференциальное уравнение с
граничными условиями Дирихле. Решение двухточечных краевых задач позволяет
получить более точное решение.

Возможности предлагаемого подхода демонстрируются на конкретных тестовых
задачах, имеющих точное решение. Сравниваются результаты точного и приближенно-
аналитического решений.

2 Постановка задачи
Рассмотрим двумерное уравнение Пуассона в прямоугольнике Ω = {(𝑥, 𝑦)|𝑥 ∈

[𝑎, 𝑏], 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑]}

∆(𝑥, 𝑦) =
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 𝑓(𝑥, 𝑦) (1)

с граничными условиями

𝑢(𝑎, 𝑦) = 𝑢𝑎(𝑦), 𝑢(𝑏, 𝑦) = 𝑢𝑏(𝑦), 𝑢(𝑥, 𝑐) = 𝑢𝑐(𝑥), 𝑢(𝑥, 𝑑) = 𝑢𝑑(𝑥). (2)

Считаем, что задача (1)- (2) имеет единственное решение и обладает достаточное
гладкостью.

Для решения поставленной задачи существуют различные методы: аналитические
и численные [1, 11–16].

3 Метод решения
Для получения приближенно-аналитическое решения задачи используем метод

перемещаемых узлов [10].
Способ получения приближенно-аналитического решения очень прост, однако,

представляет более грубое представления решения задачи. Очень удобен для ин-
женерных расчетов.

3.1 Приближенное решение при аппроксимации по обеим переменным
(стандартная схема)

Возьмем произвольную точку в прямоугольнике (𝑥, 𝑦).
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Аппроксимируем частные производные второго порядка следующими выражени-
ями с перемещаемым узлом:

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
≈ 2

𝑏− 𝑎
(
𝑢𝑏(𝑦) − 𝑢(𝑥, 𝑦)

𝑏− 𝑥
− 𝑢(𝑥, 𝑦) − 𝑢𝑎

𝑥− 𝑎
, (3)

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
≈ 2

𝑑− 𝑐
(
𝑢𝑑(𝑥) − 𝑢(𝑥, 𝑦)

𝑑− 𝑦
− 𝑢(𝑥, 𝑦) − 𝑢𝑐

𝑦 − 𝑎
. (4)

Подставляя выражения (3) и (4) в уравнение (1), получим приближённое алгеб-
раическое уравнение

2

𝑏− 𝑎

(︃
𝑢𝑏(𝑦) − 𝑢(𝑥, 𝑦)

𝑏− 𝑥
− 𝑢(𝑥, 𝑦) − 𝑢𝑎

𝑥− 𝑎

)︃
+

+
2

𝑑− 𝑐

(︃
𝑢𝑑(𝑥) − 𝑢(𝑥, 𝑦)

𝑑− 𝑦
− 𝑢(𝑥, 𝑦) − 𝑢𝑐

𝑦 − 𝑎

)︃
≈ 𝑓(𝑥, 𝑦).

(5)

Обозначим через 𝑈(𝑥, 𝑦) приближённое решение, получаемое из (5) при замене
приближённого знака точным равенством, в итоге получим

𝑈(𝑥, 𝑦) =
1

(𝑏− 𝑥)(𝑥− 𝑎) + (𝑑− 𝑦)(𝑦 − 𝑐)
×

×

(︃
(𝑑− 𝑦)(𝑦 − 𝑐)

𝑏− 𝑎
((𝑥− 𝑎)𝑈𝑏 + (𝑏− 𝑥)𝑈𝑎)+

+
(𝑏− 𝑥)(𝑥− 𝑎)

𝑑− 𝑐
((𝑦 − 𝑐)𝑈𝑑 + (𝑑− 𝑦)𝑈𝑐)

)︃
+

+
(𝑏− 𝑥)(𝑥− 𝑎)(𝑑− 𝑦)(𝑦 − 𝑐)

2((𝑏− 𝑥)(𝑥− 𝑎) + (𝑑− 𝑦)(𝑦 − 𝑐))
𝑓(𝑥, 𝑦).

(6)

В приближённом решении задачи (6) положено 𝑈𝑏 = 𝑢𝑏(𝑦), 𝑈𝑎 = 𝑢𝑎(𝑦) 𝑈𝑑 =
= 𝑢𝑑(𝑥), 𝑈𝑐 = 𝑢𝑐(𝑥).

(6) формула представляет собой приближенное аналитическое решение уравне-
ния Пуассона в прямоугольнике. Уравнение (6) удовлетворяет граничным условиям.
Из-за того, что уравнения (3) и (4) представляют собой приближенное соотношение
аппроксимации вторых производных, то выражение (6) является приближенным ре-
шением. Тем не менее выражение (6) дает приемлемое решение во многих практиче-
ских задачах.

3.2 Приближенное решение задачи при аппроксимации по переменной 𝑥

Для увеличения точности получаемого приближённого решения произведём ча-
стичную аппроксимацию в уравнении (1). Такое подход в численном анализе называ-
ется методом прямых [17]. Мы будем сочетать этот подход с методом перемещаемых
узлов. В уравнении (1) аппроксимируем вторую производную по 𝑥 выражением (3),
получим следующее выражение (для краткости положено 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0).

2

𝑏− 𝑎

(︃
𝑢𝑏(𝑦) − 𝑢(𝑥, 𝑦)

𝑏− 𝑥
− 𝑢(𝑥, 𝑦) − 𝑢𝑎

𝑥− 𝑎

)︃
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
≈ 𝑓(𝑥, 𝑦).
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Отсюда получим обыкновенное дифференциальное уравнение при замены при-
ближённого равенство точным

𝜕2𝑈2

𝜕𝑦2
− 2

(𝑏− 𝑥)(𝑥− 𝑎)
𝑈2 = −

(︃
2𝑢𝑏(𝑦)

(𝑏− 𝑎)(𝑏− 𝑥)
+

−𝑢𝑎(𝑦)

(𝑏− 𝑎)(𝑥− 𝑎)

)︃
. (7)

Решая уравнение (7), получим более уточнённой решение. Здесь предполагаем,
что 𝑦 – переменная величина, и решаем дифференциальное уравнение второго по-
рядка относительно данной переменной 𝑥 – считаем константой.

Введём следующие обозначения в уравнении (7)

𝐴 =
2

(𝑏− 𝑥)(𝑥− 𝑎)
, 𝐵 =

2𝑢𝑏(𝑦)

(𝑏− 𝑎)(𝑏− 𝑥)
+

2𝑢𝑎(𝑦)

(𝑏− 𝑎)(𝑥− 𝑎)
.

Решаем это уравнение (7) как обыкновенное дифференциальное уравнение отно-
сительно переменной 𝑦. С учётом граничных условий общее решение будет иметь
следующий вид

𝑈2 = 𝐶1 exp(
√
𝐴𝑦) + 𝐶2 exp(−

√
𝐴𝑦) +𝑄(𝑥, 𝑦). (8)

Частное решение 𝑄(𝑥, 𝑦) зависит от задания правой части уравнения (7)

𝐶2 =
𝑢𝑑(𝑥) − (𝑢𝑐(𝑥) −𝑄(𝑥, 𝑐)) exp(

√
𝐴(𝑑− 𝑐)) −𝑄(𝑥, 𝑑)

exp(−
√
𝐴𝑑) − exp(−

√
𝐴(𝑑− 2𝑐))

,

𝐶1 = 𝑢𝑐(𝑥) exp(−
√
𝐴𝑐) − exp(−2

√
𝐴𝑐) −𝑄(𝑥, 𝑐) exp(−

√
𝐴𝑐).

3.3 Приближенное решение задачи при аппроксимации по переменной 𝑦

Способ получения приближённого решения задачи аналогично как в предыду-
щим пункте. Аппроксимируем вторую производную по 𝑦 выражением (4), получим
следующее решение

𝑈3 = 𝐶1 exp(
√
𝐸𝑦) + 𝐶2 exp(−

√
𝐸𝑦) + 𝐿(𝑥, 𝑦), (9)

𝐶2 =
𝑢𝑏(𝑦) − (𝑢𝑎(𝑦) − 𝐿(𝑎, 𝑦)) exp(

√
𝐸(𝑏− 𝑎)) − 𝐿(𝑏, 𝑦)

exp(−
√
𝐸𝑏) − exp(−

√
𝐸(𝑏− 2𝑎))

,

𝐶1 = 𝑢𝑎(𝑦) exp(−
√
𝐸𝑐) − exp(−2

√
𝐸𝑐) −𝑄(𝑥, 𝑐) exp(−

√
𝐸𝑐),

𝐸 =
2

(𝑑− 𝑦)(𝑦 − 𝑐)
, 𝐷 =

2𝑢𝑑(𝑥)

(𝑑− 𝑐)(𝑑− 𝑦)
+

2𝑢𝑐(𝑥)

(𝑑− 𝑐)(𝑦 − 𝑐)
.

4 Обсуждение
Рассмотрим теперь конкретные тестовые примеры.
Задача 1. Рассмотрим уравнение теплопроводности в области [0, 𝑎] × [0, 𝑏]

∆𝑇 = 0,

с граничными условиями

𝑇 (0, 𝑦) = 𝑇0 + (𝑇3 − 𝑇0)
𝑦

𝑏
, 𝑇 (𝑎, 𝑦) = 𝑇1 + (𝑇2 − 𝑇1)

𝑦

𝑏
,
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𝑇 (𝑥, 0) = 𝑇0 + (𝑇1 − 𝑇0)
𝑥

𝑎
, 𝑇 (𝑥, 𝑏) = 𝑇3 + (𝑇2 − 𝑇3)

𝑥

𝑎
.

Здесь 𝑇 (0, 0) = 𝑇0, 𝑇 (𝑎, 0) = 𝑇1, 𝑇 (0, 𝑏) = 𝑇2, 𝑇 (𝑎, 𝑏) = 𝑇3 температуры угловых
точек.

Точное решение этой задачи:

𝑇 (𝑥, 𝑦) = 𝑇0 +
𝑇1 − 𝑇0

𝑎
𝑥+

𝑇3 − 𝑇0
𝑏

𝑦 +
𝑇0 + 𝑇2 − 𝑇1 − 𝑇3

𝑎𝑏
𝑥𝑦.

Аппроксимируем уравнение Лапласа перемещаемым разностной схемой:

2

𝑎

(︃
𝑇 (𝑎, 𝑦) − 𝑇 (𝑥, 𝑦)

𝑎− 𝑥
− 𝑇 (𝑥, 𝑦) − 𝑇 (0, 𝑦)

𝑥

)︃
+

+
2

𝑏

(︃
𝑇 (𝑥, 𝑏) − 𝑇 (𝑥, 𝑦)

𝑏− 𝑦
− 𝑇 (𝑥, 𝑦) − 𝑇 (𝑥, 0)

𝑦

)︃
= 0.

Решение этого уравнения совпадает с точним решением. Дальнейшее улучшение
не требуется.

Задача 2. Рассмотрим уравнение Пуассона

∆𝑢 = 6𝑥− 6𝑦,

с граничными условиями в области [0, 1] × [0, 1]:

𝑢(0, 𝑦) = −𝑦3, 𝑢(1, 𝑦) = 1 − 𝑦3, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑥3, 𝑢(𝑥, 1) = 𝑥3 − 1.

Точное решение 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 − 𝑦3.
Используя стандартный перемещаемый узел по формуле (5), получим прибли-

жённое решение

𝑈(𝑥, 𝑦) =
𝑥𝑦(𝑦 − 𝑥) + 𝑦4(1 − 𝑦) + 𝑥4(𝑥− 1)

𝑦(𝑦 − 1) + 𝑥(𝑥− 1)
. (10)

а) точное решение
б) приближённое решение

Рис. 1 Графики точного и приближённого решения задачи 2
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На рис.1 представлена точное и приближённое решение задачи 2. Из графика вид-
но, что близость этих решений. Визуально трудно отличить разницу между точного
и приближённого решения.

При использовании приближённого решения по формуле (8) получим

𝑈2 = 𝐶1 exp(
√
𝐴𝑥) + 𝐶2 exp(−

√
𝐴𝑥) + 𝑥3 − 𝑦 + 3𝑦2(1 − 𝑦). (11)

где

𝐶2 =
(2𝑦3 − 3𝑦2 + 𝑦)(1 − exp

√
𝐴)

𝑦(1 − 𝑦)
,

𝐶1 = 2𝑦3 − 3𝑦2 + 𝑦 − 𝐶2, 𝐴 =
2

𝑦(1 − 𝑦)
.

а) разность по формуле (10) б) разность по формуле (11)

Рис. 2 Графики точного и приближённого решения задачи 2

На рис.2(а) приведен график разности точного и стандартного приближённого
решения (10) (𝑢 − 𝑈). Представленной на рис.1(б) показывает улучшение прибли-
жённого решения по формуле (11) (𝑢 − 𝑈2). Частичная аппроксимация позволяет
получить улучшенное решение.

Задача 3. Решить уравнение Пуассона

∆𝑢 = 8 cos2(𝑥+ 𝑦) − 4, (12)

в области [0, 1] × [0, 1] с граничными условиями:

𝑢(0, 𝑦) = sin2(𝑦), 𝑢(1, 𝑦) = sin2(1 + 𝑦),

𝑢(𝑥, 0) = sin2(𝑥), 𝑢(𝑥, 1) = sin2(1 + 𝑥).
(13)

Точное решение задачи 𝑢(𝑥, 𝑦) = sin2(𝑥+ 𝑦).
Стандартное приближённое решение на основе (5) имеет вид:

𝑈(𝑥, 𝑦) =
𝑦(1 − 𝑦)[𝑥 sin2(𝑦 + 1) + (1 − 𝑥) sin2(𝑦)]]

𝑀
+

+
𝑥(1 − 𝑥)[𝑦 sin2(𝑥+ 1) + (1 − 𝑦 sin2(𝑥)]

2𝑀
+

+
𝑥(1 − 𝑥)𝑦(1 − 𝑦)

𝑀
[8 cos2(𝑥+ 𝑦) − 4,

(14)
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где 𝑀 = 𝑥(1 − 𝑥) + 𝑦(1 − 𝑦).
Приближённое решение по формуле (5) даёт

𝑈2(𝑥, 𝑦) = 𝐶1 exp(
√
𝐴𝑥) + 𝐶2 exp(−

√
𝐴𝑥) + 𝑢0. (15)

В уравнении (15) значение 𝐴 = 2/[𝑦(1 − 𝑦)], a 𝑢0 -частное решение, которое опре-
деляетсяв виде:

𝑢0 = 𝑎1 cos(2(1 + 𝑦)) + 𝑎2 cos(2𝑥) + 𝑎3 cos(2(𝑥+ 𝑦)) + 1/2,

𝑎1 =
−𝑦

𝑦2(1 − 𝑦)
, 𝑎2 =

𝑦 − 1

𝑦2(1 − 𝑦) + 2
, 𝑎3 =

−4𝑦(1 − 𝑦)

𝑦2(1 − 𝑦) + 2
.

𝐶1, 𝐶2 определяются исходя из граничных условий.

а) Точное решение б) приближённое решение

Рис. 3 Графики точного и приближённого решения задачи 3

На рис.3 представлены графики решение задачи 3: рис.3(а) соответствует точному
решению, а рис.3(б) приближённому, полученное на основе стандартной аппрокси-
мации производных с перемещаемым разностным отношением. Из графика видно
хорошее совпадение точного и приближённого решения.

а) разность по формуле (14) б) разность по формуле (15)

Рис. 4 Разность точного и приближённого решения задачи 3
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Близость этих решений (разность точного и приближённого решения (14)) от-
ражена на рис.4(а), где показано хорошее совпадение результатов (максимальная
ошибка по абсолютной величины не превосходит 0, 06). Если используем улучшенное
приближённое решение по формуле (15) наблюдается увеличение точности прибли-
жённого решения почти два раза (рис.4(б)).

Задача 4. Решить уравнение Лапласа

∆𝑢 = 0,

в области [0, 1] × [0, 𝜋/2] с граничными условиями

𝑢(0, 𝑦) = cos(𝑦), 𝑢(1, 𝑦) = cos(𝑦)/𝑒, 𝑢(𝑥, 0) = exp(−𝑥), 𝑢(𝑥, 𝜋/2) = 0. (16)

Точное решение exp(−𝑥) cos(𝑦).
Стандартная схема по перемещаемым узлам даёт следующий результат:

𝑈(𝑥, 𝑦) =
𝑦(𝜋/2 − 𝑦)(𝑥/𝑒+ 1 − 𝑥) cos(𝑦) + 2/𝜋𝑥(1 − 𝑥)(𝜋/2 − 𝑦) exp(−𝑥)

𝑥(1 − 𝑥) + 𝑦(𝜋/2 − 𝑦)
. (17)

Результаты вычисления по формуле (17) следующие

𝑈2(𝑥, 𝑦) = 𝐶1 exp(
√
𝐴𝑦) + 𝐶2 exp(−

√
𝐴𝑦) +𝐵 cos(𝑦). (18)

Здесь введены обозначения

𝐴 =
2

𝑥(1 − 𝑥)
, 𝐵 =

2(𝑒−1𝑥+ 1 − 𝑥)

−𝑥2 + 𝑥+ 2
,

𝐶1 =
exp(−

√
𝐴𝜋/2))(𝐵 − exp(−𝑥)

exp(
√
𝐴𝜋/2) − exp(−

√
𝐴𝜋/2)

, 𝐶2 = exp(−𝑥) − 𝐶1 −𝐵.

а) график разности по формуле (10) б) график разности по формуле (17)

Рис. 5 Графики разности точных и приближённых решений

На рис.5 приведены графики разности точного и приближённого решения полу-
ченных по формулам (17) и (18), которые показывают улучшения решения почти в
два раза.
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Среднеквадратичные ошибки по стандартной и улучшенной схемах составляют
соответственно 0, 00581 и 0, 00382. Среднеквадратичные ошибки вычислены по фор-
муле

𝐸𝑟 =

⎯⎸⎸⎸⎷ 𝑁∑︀
𝑖=1

𝑀∑︀
𝑗=1

(𝑢𝑖𝑗 − 𝑈𝑖𝑗)2

𝑁𝑀

при 𝑁 = 10 и 𝑀 = 10, причем 𝑢𝑖𝑗 = 𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗).

5 Заключение
Простота применения метода перемещаемых узлов позволяет легко получить

приближённо-аналитическое решение для задач Дирихле. Частичная аппроксима-
ция, полученная во втором и третьих методах, даёт лучшее приближение к точному
решению. Однако, в этом случае, задача сводится к решению краевой задачи ОДУ.
Основным достоинством первого метода (стандартного метода перемещаемых узлов)
является простота его использования.
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The method of displaced nodes is applied when solving the Dirichlet problem for the
Poisson equation in a rectangular domain. By approximating the Laplace operator using
moving nodes, we obtain an approximate analytical solution to the Dirichlet problem,
i.e., a solution expressed as a combination of analytic functions. Further improvement
of accuracy is achieved by applying the method of lines. Within this approach, spa-
tial variables are discretized using the moving nodes method, resulting in the original
boundary value problem for the Poisson equation in a two-dimensional domain being
transformed into an ordinary differential equation (ODE) - a two-point boundary value
problem where the independent variable becomes one of the coordinates (e.g., 𝑦), and
for another coordinate (𝑥). Each of the obtained ODEs describes the behavior of the
solution along a line parallel to one of the axes and contains boundary conditions given
on the opposite sides of the rectangular domain. Thus, the combination of the method
of displaced nodes with the method of lines allows us to move from a two-dimensional
problem to a one-dimensional one. To verify the effectiveness of the proposed approach,
test problems with analytically given solutions were considered. The results confirm that
the proposed approach ensures increased solution accuracy.
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