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Задача построения оптимальных квадратурных формул для приближенного вы-
числения определенных интегралов и приближения функций является одной из важ-
ных задач вычислительной математики. Этими задачами занимались многие мате-
матики, и существует несколько методов построения оптимальных квадратурных
формул. Одним из таких методов является метод, предложенный С.Л. Соболевым,
с понятием экстремальной функции функционала погрешности. Данная статья по-
священа нахождению основных элементов, необходимых для процесса построения
оптимальной квадратурной формулы для действительных периодических функций
в гильбертовом пространстве. Рассматриваемая квадратурная формула выражается
в виде нормы функционала погрешности и используется для определения верхней
границы погрешности. В свою очередь, для нахождения вида нормы функционала
погрешности нам понадобится экстремальная функция, соответствующая функцио-
налу погрешности. Данная работа направлена на нахождение экстремальной функ-
ции функционала погрешности.
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1 Введение и постановка задачи
Многие процессы, встречающиеся в технике, сводятся к вычислению определён-

ных интегралов. В большинстве случаев вычислить такие интегралы аналитически-
ми методами невозможно. В данной работе излагаются некоторые основные понятия,
необходимые для приближённого вычисления определённых интегралов на некото-
ром классе периодических функций. Понятие периодической функции является од-
ним из важнейших понятий математики.

К понятию периодичности функций приводят периодические процессы со ста-
бильным состоянием определённых переменных. Такие процессы человек наблюдает
в природе и технике.

Приведём некоторые формулы и утверждения, которыми следует пользоваться
при выяснении вопроса о периодичности функции и определении её периода.

Функцию 𝜙(𝑥), определённую хотя бы в одной точке, называют периодической,
если существует такое число 𝑇 ̸= 0, называемое периодом, что для любого 𝑥 из
области определения этой функции числа 𝑥 + 𝑇 и 𝑥 − 𝑇 также принадлежат её
области определения и выполняется равенство

𝜙(𝑥− 𝑇 ) = 𝜙(𝑥+ 𝑇 ) = 𝜙(𝑥).
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Наименьшее из положительных чисел 𝑇 называют основным периодом. Часто
основной период функции называют просто её периодом. Область определения пе-
риодической функции является неограниченной как в положительном, так и в от-
рицательном направлениях оси 𝑂𝑥. При этом значения функции повторяются через
каждые 𝑇 единиц.

Если функция 𝜙(𝑥) периодична с периодом 𝑇 , то при любом целом 𝑛 справедливо
равенство 𝜙(𝑥 + 𝑛𝑇 ) = 𝜙(𝑥). Если 𝑇1 > 0 — период функции 𝜙1(𝑥), 𝑇2 > 0 — период
функции 𝜙2(𝑥), причём 𝑇1 и 𝑇2 соизмеримы и существуют значения 𝑥, принадлежа-
щие одновременно областям определения 𝜙1 и 𝜙2, то функция 𝜙(𝑥) = 𝜙1(𝑥) + 𝜙2(𝑥)
является периодической и имеет период 𝑇 , равный общему кратному (в том числе
наименьшему) периодов 𝑇1 и 𝑇2.

Существует множество методов приближённого вычисления определённого инте-
грала. Мы воспользуемся вариационным методом. Требуется найти разность между
значением определённого интеграла и соответствующей квадратурной суммой в про-
странстве 𝑆2(𝑃𝑚), а также минимальное значение нормы функционала погрешности
для оценки этой разности. Для этого необходимо найти экстремальную функцию,
соответствующую функционалу погрешности.

𝑆2(𝑃𝑚) — гильбертово пространство действительнозначных функций, которое
определяется следующим образом: 𝑆2(𝑃𝑚) = {𝜙 : (0, 1] → R |𝜙(𝛼) абсолютно непре-
рывна 𝛼 = 0,𝑚− 1, и 𝜙(𝑚) ∈ 𝐿2(0, 1)}.

Норма функции в этом пространстве определяется в виде

‖𝜙 | 𝑆2 (𝑃𝑚)‖ =

⎛⎝ 1∫︁
0

(︁
𝜙(𝑚)(𝑥) + 2𝜙(𝑚−1)(𝑥) + 𝜙(𝑚−2)(𝑥)

)︁2
𝑑𝑥

⎞⎠
1
2

.

Подпространство пространства 𝑆2(𝑃𝑚), состоящее из действительнозначных пе-
риодических функций, обозначим как 𝑆2(𝑃𝑚).

В данной статье рассматриваются периодические действительнозначные функции
из гильбертова пространства 𝑆2(𝑃𝑚) для любого 𝑚.

Для функций с периодом, равным единице, для каждого 𝑥 ∈ R и 𝛽 ∈ Z из про-
странства 𝑆2(𝑃𝑚) справедливо условие 𝜙(𝑥+ 𝛽) = 𝜙(𝑥).

Для определения нормы функционала погрешности необходимо найти функцию,
при которой функционал достигает наибольшего значения, то есть экстремальную
функцию. Другими словами, требуется решить следующую задачу.

Задача: найти функцию 𝜓(𝑥), удовлетворяющую равенству

|(ℓ, 𝜓)| = ‖ℓ‖ ˜𝑆2(𝑃𝑚)
* ‖𝜓‖ ˜𝑆2(𝑃𝑚)

. (1)

В различных гильбертовых пространствах эти задачи исследованы в работах [1]-
[4], [7]- [14].

Здесь мы будем использовать экстремальную функцию данного функционала.

2 Экстремальная функция функционала погрешности
Для решения задачи, то есть для нахождения представления нормы заданного

функционала погрешности ℓ, воспользуемся понятием экстремальной функции, со-
ответствующей этому функционалу.
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Скалярное произведение двух функций 𝜙(𝑥) и 𝜓(𝑥) в пространстве 𝑆2(𝑃𝑚) опре-
деляется следующим образом:

(𝜙(𝑥), 𝜓(𝑥)) ˜𝑆2(𝑃𝑚)
=

=

1∫︁
0

(︀
𝜙(𝑚)(𝑥) + 2𝜙(𝑚−1)(𝑥) + 𝜙(𝑚−2)(𝑥)

)︀ (︀
𝜓(𝑚)(𝑥) + 2𝜓(𝑚−1)(𝑥) + 𝜓(𝑚−2)(𝑥)

)︀
𝑑𝑥.

Рассмотрим следующую квадратурную формулу:

1∫︁
0

𝜙(𝑥) 𝑑𝑥 ∼=
𝑁∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘 𝜙(ℎ𝑘), (2)

где 𝐶𝑘 — коэффициенты квадратурной формулы, ℎ = 1
𝑁

, 𝑁 ∈ N и 𝜙 ∈ 𝑆2(𝑃𝑚).
Погрешность квадратурной формулы имеет вид

(ℓ, 𝜙) =

1∫︁
0

𝜙(𝑥) 𝑑𝑥−
𝑁∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘 𝜙(ℎ𝑘). (3)

Общий вид функционала погрешности ℓ(𝑥) выглядит следующим образом:

ℓ(𝑥) =

(︃
𝜀(0,1](𝑥) −

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘𝛿(𝑥− ℎ𝑘)

)︃
* 𝜙0(𝑥), (4)

где 𝜀(0,1](𝑥) — характеристическая функция интервала (0, 1], 𝛿 — дельта-функция

Дирака, 𝜙0(𝑥) =
∞∑︀

𝛽=−∞
𝛿(𝑥− 𝛽).

По неравенству Коши—Шварца абсолютная погрешность (3) оценивается следу-
ющим образом:

|(ℓ, 𝜙)| 6 ‖𝜙‖ ˜𝑆2(𝑃𝑚 )
‖ℓ‖ ˜𝑆2(𝑃𝑚 )*

. (5)

Используя теорему Рисса об общем виде линейных непрерывных функционалов в
гильбертовых пространствах, определим экстремальную функцию функционала (4).

На основании теоремы Рисса для любого линейного непрерывного функционала
ℓ ∈ (𝑆2(𝑃𝑚))* существует единственный элемент 𝜓 ∈ 𝑆2(𝑃𝑚) такой, что для любого
𝜙 ∈ 𝑆2(𝑃𝑚) выполняется равенство

(ℓ, 𝜙) = ⟨𝜙, 𝜓⟩ ˜𝑆2(𝑃𝑚)
, (6)

‖ℓ‖
( ˜𝑆2(𝑃𝑚))*

= ‖𝜓‖ ˜𝑆2(𝑃𝑚)
. (7)

Элемент 𝜓(𝑥), удовлетворяющий этим равенствам, называется элементом Рисса,
или экстремальной функцией.

Учитывая периодичность функций и интегрируя правую часть равенства (6) 𝑚
раз, получим уравнение

ℓ(𝑥) = (−1)𝑚
(︀
𝜓(2𝑚)(𝑥) − 2𝜓(2𝑚−2)(𝑥) + 𝜓(2𝑚−4)(𝑥)

)︀
. (8)
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На основании (8) сформулируем теорему.
Теорема 1. Решение уравнения (8) является экстремальной функцией функци-

онала погрешности и имеет вид

𝜓(𝑥) = 𝑑0 −
𝑁∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘𝐺𝑚(𝑥− ℎ𝑘), (9)

где

𝐺𝑚(𝑥) =
∞∑︁

𝛽=−∞

𝑒−2𝜋𝑖𝛽𝑥

(−1)𝑚(2𝜋𝑖𝛽)2(𝑚−1) ((2𝜋𝑖𝛽)2 − 1)2
. (10)

Доказательство. Прежде чем доказать теорему, рассмотрим случаи 𝑚 = 2 и
𝑚 = 3. Интегрируя скалярное произведение ⟨𝜓, 𝜙⟩ при 𝑚 = 2, получим:

(𝜙(𝑥), 𝜓(𝑥)) =

1∫︁
0

(︁
𝜙

′′
(𝑥) + 2𝜙

′
(𝑥) + 𝜙(𝑥)

)︁(︁
𝜓

′′
(𝑥) + 2𝜓

′
(𝑥) + 𝜓(𝑥)

)︁
𝑑𝑥 =

=

1∫︁
0

𝜙
′′
(𝑥)
(︁
𝜓

′′
(𝑥) + 2𝜓

′
(𝑥) + 𝜓(𝑥)

)︁
𝑑𝑥+ 2

1∫︁
0

𝜙
′
(𝑥)
(︁
𝜓

′′
(𝑥) + 2𝜓

′
(𝑥) + 𝜓(𝑥)

)︁
𝑑𝑥+

+

1∫︁
0

𝜙(𝑥)
(︁
𝜓

′′
(𝑥) + 2𝜓

′
(𝑥) + 𝜓(𝑥)

)︁
𝑑𝑥 = 𝜙

′
(𝑥)
(︁
𝜓

′′
(𝑥) + 2𝜓

′
(𝑥) + 𝜓(𝑥)

)︁
|10+

+𝜙(𝑥)
(︁
−𝜓′′′

(𝑥) + 3𝜓
′′
(𝑥) + 2𝜓(𝑥)

)︁
|10 +

1∫︁
0

𝜙(𝑥)
(︀
𝜓(4)(𝑥) − 2𝜓(2)(𝑥) + 𝜓(𝑥)

)︀
𝑑𝑥,

если
𝜙

′
(𝑥)
(︁
𝜓

′′
(𝑥) + 2𝜓

′
(𝑥) + 𝜓 (𝑥)

)︁
|𝑥=1
𝑥=0+

+𝜙 (𝑥)
(︁
−𝜓′′′

(𝑥) + 3𝜓
′′

(𝑥) + 2𝜓 (𝑥)
)︁
|𝑥=1
𝑥=0 = 0. (11)

Из равенств (11) и (6) следует, следующее

(ℓ, 𝜙) = (𝜙, 𝜓) =

1∫︁
0

𝜙 (𝑥)
(︀
𝜓(4) (𝑥) − 2𝜓(2) (𝑥) + 𝜓 (𝑥)

)︀
𝑑𝑥. (12)

Из равенства (12) мы получим ℓ(𝑥) = 𝜓4(𝑥) − 2𝜓2(𝑥) + 𝜓(𝑥).
Для 𝑚 = 3

(𝜙, 𝜓) =

1∫︁
0

(︁
𝜙

′′′
(𝑥) + 2𝜙

′′
(𝑥) + 𝜙

′
(𝑥)
)︁(︁

𝜓
′′′

(𝑥) + 2𝜓
′′

(𝑥) + 𝜓
′
(𝑥)
)︁
𝑑𝑥.

Интегрируя скалярное произведение, как в предыдущем случае для 𝑚 = 2 мы
получим функционал погрешности для этого случая ℓ(𝑥) .

ℓ(𝑥) = (−1)3
(︀
𝜓 (6)(𝑥) − 2𝜓 (4)(𝑥) + 𝜓(2) (𝑥)

)︀
. (13)
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Теперь обобщим приведенные выше последовательности. Для общего 𝑚

(𝜙 (𝑥) , 𝜓 (𝑥)) ˜𝑆2(𝑃𝑚)
=

=

1∫︁
0

(︀
𝜙(𝑚)(𝑥) + 2𝜙(𝑚−1)(𝑥) + 𝜙(𝑚−2)(𝑥)

)︀ (︀
𝜓(𝑚)(𝑥) + 2𝜓(𝑚−1)(𝑥) + 𝜓(𝑚−2)(𝑥)

)︀
𝑑𝑥, (14)

правую часть равенства (14) интегрируя по 𝑚, получаем следующее равенство

(ℓ, 𝜙) = (𝜙, 𝜓) =

1∫︁
0

𝜙 (𝑥)
(︀
𝜓(2𝑚) (𝑥) − 2𝜓(2𝑚−2) (𝑥) + 𝜓(2𝑚−4) (𝑥)

)︀
𝑑𝑥, (15)

на основе равенств (15) и (6) получаем равенсиво

ℓ (𝑥) = (−1)𝑚
(︀
𝜓 (2𝑚) (𝑥) − 2𝜓 (2𝑚−2) (𝑥) + 𝜓 (2𝑚−4) (𝑥)

)︀
. (16)

Затем для нахождения решения уравнения (16) будем использовать преобразова-
ние Фурье. При этом будем использовать следующие свойства преобразований Фу-
рье [5]- [6].

𝐹 [𝜙] =

∞∫︁
−∞

𝜙 (𝑥) 𝑒2𝜋𝑖𝑝𝑥𝑑𝑥,

𝐹−1 [𝜙] =

∞∫︁
−∞

𝜙 (𝑝) 𝑒−2𝜋𝑖𝑝𝑥𝑑𝑥,

𝐹
[︀
𝜙(𝛼)

]︀
= (−2𝜋𝑖𝑝)𝛼𝐹 [𝜙] , 𝛼 ∈ N,

𝐹 [𝜙 · 𝑔] = 𝐹 [𝜙] * 𝐹 [𝑔] ,

𝐹 [𝜙 * 𝑔] = 𝐹 [𝜙] · 𝐹 [𝑔] ,

𝐹 [𝜙0 (𝑥)] = 𝜙0 (𝑝) ,

𝐹−1 [𝐹 [𝜙 (𝑥)]] = 𝜙 (𝑥) .

Выполним преобразование Фурье для правой и левой частей равенства (16)

𝐹
[︀
(−1)𝑚

(︀
𝜓 (2𝑚) (𝑥) − 2𝜓 (2𝑚−2) (𝑥) + 𝜓 (2𝑚−4) (𝑥)

)︀]︀
= 𝐹 [ℓ (𝑥)] .

Используя свойства преобразования Фурье и равенство (4), получим

(−1)𝑚(2𝜋𝑖𝑝)2𝑚−4(︀(2𝜋𝑖𝑝)2 − 1
)︀2
𝐹 [𝜓] =

= 𝐹

[︃(︃
𝜀(0,1] (𝑥) −

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘 𝛿 (𝑥− ℎ𝑘)

)︃
* 𝜙0 (𝑥)

]︃
и

(−1)𝑚(2𝜋𝑖𝑝)2𝑚−4(︀(2𝜋𝑖𝑝)2 − 1
)︀2
𝐹 [𝜓] =
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= 𝐹

[︃
𝜀(0,1] (𝑥) −

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘 𝛿 (𝑥− ℎ𝑘)

]︃
* 𝐹 [𝜙0 (𝑥)], (17)

где

𝐹 [𝛿 (𝑥− ℎ𝑘)] =

∞∫︁
−∞

𝛿 (𝑥− ℎ𝑘) 𝑒2𝜋𝑖𝑝𝑥𝑑𝑥 =𝑒2𝜋𝑖𝑝ℎ𝑘. (18)

Используя (17), (18) и свойства преобразований Фурье мы находим выражение
𝐹 [𝜓 (𝑥)]

𝐹 [𝜓 (𝑥)] =

𝐹
[︀
𝜀(0,1] (𝑥)

]︀
−

𝑁∑︀
𝑘=1

𝐶𝑘 𝑒
2𝜋𝑖𝑝ℎ𝑘

(−1)𝑚(2𝜋𝑖𝑝)2𝑚−4(︀(2𝜋𝑖𝑝)2 − 1
)︀2 · 𝜙0 (𝑝) + 𝑑0 =

=
𝐹
[︀
𝜀(0,1] (𝑥)

]︀
· 𝜙0 (𝑝)

(−1)𝑚(2𝜋𝑖𝑝)2(𝑚−2)(︀(2𝜋𝑖𝑝)2 − 1
)︀2 −

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘
𝑒2𝜋𝑖𝑝ℎ𝑘 · 𝜙0 (𝑝)

(−1)𝑚(2𝜋𝑖𝑝)2𝑚−4(︀(2𝜋𝑖𝑝)2 − 1
)︀2 + 𝑑0 =

=

𝐹
[︀
𝜀(0,1] (𝑥)

]︀
·

∞∑︀
𝛽=−∞

𝛿 (𝑝− 𝛽)

(−1)𝑚(2𝜋𝑖𝑝)2𝑚−4(︀(2𝜋𝑖𝑝)2 − 1
)︀2 −

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘

𝑒2𝜋𝑖𝑝ℎ𝑘 ·
∞∑︀

𝛽=−∞
𝛿 (𝑝− 𝛽)

(−1)𝑚(2𝜋𝑖𝑝)2𝑚−4(︀(2𝜋𝑖𝑝)2 − 1
)︀2 + 𝑑0 .

Используя свойство дельта-функции 𝑓 (𝑥) 𝛿 (𝑥− 𝑏) = 𝑓 (𝑏) 𝛿 (𝑥− 𝑏), мы можем за-
писать следующее выражение

𝐹 [𝜓 (𝑥)] = 𝐹
[︀
𝜀(0,1] (𝑥)

]︀
·

∞∑︁
𝛽=−∞

∞∑︀
𝛽=−∞

𝛿 (𝑝− 𝛽)

(−1)𝑚(2𝜋𝑖𝛽)2𝑚−4(︀(2𝜋𝑖𝛽)2 − 1
)︀2−

−
𝑁∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘

∞∑︁
𝛽=−∞

𝑒2𝜋𝑖𝑝ℎ𝑘 · 𝛿 (𝑝− 𝛽)

(−1)𝑚(2𝜋𝑖𝛽)2𝑚−4(︀(2𝜋𝑖𝛽)2 − 1
)︀2 + 𝑑0.

Чтобы определить вид экстремальной функции, применим обратное преобразо-
вание Фурье к обеим частям приведенного выше уравнения

𝐹−1 [𝐹 [𝜓 (𝑥)]] = 𝐹−1

⎡⎢⎢⎣𝐹 [︀𝜀(0,1] (𝑥)
]︀
·

∞∑︁
𝛽=−∞

∞∑︀
𝛽=−∞

𝛿 (𝑝− 𝛽)

(−1)𝑚(2𝜋𝑖𝛽)2𝑚−4(︀(2𝜋𝑖𝛽)2 − 1
)︀2
⎤⎥⎥⎦−

−
𝑁∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘

∞∑︁
𝛽=−∞

𝑒2𝜋𝑖𝑝ℎ𝑘 · 𝐹−1 [𝛿 (𝑝− 𝛽)]

(−1)𝑚(2𝜋𝑖𝛽)2𝑚−4(︀(2𝜋𝑖𝛽)2 − 1
)︀2 + 𝐹−1 [𝑑0 ] ,

где

𝐹−1 [𝛿 (𝑝− 𝛽)] =

∞∫︁
−∞

𝛿 (𝑝− 𝛽) · 𝑒−2𝜋𝑖𝑝𝑥 = 𝑒−2𝜋𝑖𝛽𝑥.
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В результате применения обратных преобразований Фурье получаем следующее
равенство.

𝜓 (𝑥) = 𝜀(0,1] (𝑥) *
∞∑︁

𝛽=−∞

𝑒−2𝜋𝑖𝛽𝑥

(−1)𝑚(2𝜋𝑖𝛽)2𝑚−4(︀(2𝜋𝑖𝛽)2 − 1
)︀2−

−
𝑁∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘

∞∑︁
𝛽=−∞

𝑒2𝜋𝑖𝛽ℎ𝑘 · 𝑒−2𝜋𝑖𝛽𝑥

(−1)𝑚(2𝜋𝑖𝛽)2𝑚−4(︀(2𝜋𝑖𝛽)2 − 1
)︀2 + 𝑑0. (19)

Внеся некоторые изменения в равенство (19), мы можем записать его в следующем
виде:

𝜓 (𝑥) = 𝜀(0,1] (𝑥) *
∑︁
𝛽 ̸=0

𝑒−2𝜋𝑖𝛽𝑥

(2𝜋𝛽)2𝑚−4(︀(2𝜋𝛽)2 + 1
)︀2−

−
𝑁∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘
∑︁
𝛽 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖𝛽ℎ𝑘 · 𝑒−2𝜋𝑖𝛽𝑥

(2𝜋𝛽)2𝑚−4(︀(2𝜋𝛽)2 + 1
)︀2 + 𝑑0. (20)

Теперь упростим равенство (20)

𝜓 (𝑥) = 𝜀(0,1] (𝑥) *
∑︁
𝛽 ̸=0

𝑒−2𝜋𝑖𝛽𝑥

(2𝜋𝛽)2𝑚−4(︀(2𝜋𝛽)2 + 1
)︀2−

−
𝑁∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘
∑︁
𝛽 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖𝛽ℎ𝑘 · 𝑒−2𝜋𝑖𝛽𝑥

(2𝜋𝛽)2𝑚−4(︀(2𝜋𝛽)2 + 1
)︀2 + 𝑑0 =

= 𝜀(0,1] (𝑥) *𝐺𝑚 (𝑥) −
𝑁∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘𝐺𝑚 (𝑥− ℎ𝑘) =

=

∞∫︁
−∞

𝜀(0,1] (𝑦) *𝐺𝑚 (𝑥− 𝑦) 𝑑𝑦 −
𝑁∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘𝐺𝑚 (𝑥− ℎ𝑘) + 𝑑0 =

=

1∫︁
0

𝐺𝑚 (𝑥− 𝑦) 𝑑𝑦 −
𝑁∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘𝐺𝑚 (𝑥− ℎ𝑘) + 𝑑0 .

Результаты расчетов привели к следующему

1∫︁
0

𝐺𝑚 (𝑥− 𝑦) 𝑑𝑦 = 0.

Используя приведенный выше результат, получим вид экстремальной функции

𝜓 (𝑥) = 𝑑0 −
𝑁∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘𝐺𝑚 (𝑥− ℎ𝑘) . (21)

Здесь вид 𝐺𝑚 (𝑥) определяется выражением (10). Таким образом, из равенства
(21) теорема доказана.
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3 Заключение
Из теории квадратурных формул известно, что важно найти верхнюю границу

погрешности квадратурной формулы. Для этого из неравенства Коши—Шварца сле-
дует: чтобы получить точную верхнюю границу абсолютного значения погрешности
рассматриваемой квадратурной формулы, необходимо найти норму функционала по-
грешности. Для вычисления нормы функционала погрешности находят его экстре-
мальную функцию. В работе получена экстремальная функция, что позволяет вы-
числить норму функционала погрешности.
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