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В начале 60-х годов прошлого века в теории дифференциальных игр, когда игра
описывается обыкновенным дифференциальным уравнением в конечномерном про-
странстве, основополагающие результаты были получены академиками Л.С. Понт-
рягиным и Н.Н. Красовским. В XXI веке активно исследуются дифференциальные
игры, описываемые дифференциальными уравнениями дробного порядка. В послед-
ние годы дробное исчисление заняло прочные позиции в математическом моделиро-
вании физических, экономических и прикладных задач. Существует множество при-
меров успешного применения обыкновенных дифференциальных уравнений и урав-
нений в частных производных с дробными производными. В частности, в работах
А.А. Чикрия, М.Ш. Маматова и Е.М. Мухсинова рассматривается задача преследо-
вания, когда игра описывается дифференциальными уравнениями дробного поряд-
ка. В настоящей работе в банаховом пространстве исследуется разрешимость задачи
преследования для дифференциальной игры с дробными производными Хильфера
порядка 𝛼, 0 < 𝛼 < 1, и типа 𝜇, 0 6 𝜇 6 1. С использованием первого метода
Понтрягина и теоремы о строгой отделимости доказаны две теоремы о достаточных
условиях разрешимости задачи преследования и оптимальности времени преследо-
вания. Решена одна игровая задача, описывающая процесс релаксации при стекло-
образовании переохлаждённых жидкостей.
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1 Введение. Постановка задачи преследования
В области теории дифференциальных игр основополагающие результаты полу-

чили академики Л.С. Понтрягин [1] и Н.Н. Красовский [2].
Если академик Н.Н. Красовский исследовал позиционные дифференциальные иг-

ры, то академик Л.С. Понтрягин рассматривая дифференциальную игру отдельно с
точки зрения преследующего и с точки зрения убегающего разбивает игровую зада-
чу на две различные задачи: задачу преследования и задачу убегания. Этот подход
позволил применить первый метод Л.С. Понтрягина к более широким классам игр.
Например, разрешимость задачи преследования с помощью первого метода исследо-
ваны в работах:
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- [3,4,5,6], когда на управление игроков наложены геометрические и интегральные
ограничения;
- [7,8,9], когда дифференциальная игра описывается уравнением запаздывающего
или нейтрального типа;
- [10,11,12], когда динамика игры описывается дифференциальным уравнением в бес-
конечномерном банаховом пространстве;
- [13,14,15,16,17,18], когда динамика игры описывается дифференциальным уравне-
нием дробного порядка.

В банаховом пространстве 𝑋 рассматривается дифференциальная игра, описы-
ваемая дифференциальным уравнением дробного порядка{︃

𝐷𝛼,𝜇
0+ 𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐹 (𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡));

𝐼
(1−𝛼)(1−𝜇)
0+ 𝑥(0) = 𝑥0

(1)

и замкнутым терминальным множеством 𝑀 ⊂ 𝑋, где заканчивается игра. В игре (1)
𝑡 ∈ (0, 𝑇 ], 𝑇 > 0, 𝑥(𝑡) ∈ 𝑋, 𝑌, 𝑍 – банаховые пространства, 𝑈((0, 𝑇 ], 𝑌 ) – множество
измеримых отображений, действующих из (0, 𝑇 ] в 𝑌 , 𝑢(·) ∈ 𝑈((0, 𝑇 ], 𝑌 ) – управления
преследования, 𝑣(·) ∈ 𝑈((0, 𝑇 ], 𝑍) – управления убегания, 𝐷𝛼,𝜇

0+ – дробная производ-
ная Хильфера порядка 𝛼, 0 < 𝛼 < 1 и типа 𝜇, 0 6 𝜇 6 1, 𝐴 – линейный замкнутый
оператор, имеющий плотную в 𝑋 область определения, который порождает силь-
но непрерывную полугруппу 𝑆(𝑡), 𝑡 > 0, а 𝐼

(1−𝛼)(1−𝜇)
0+ – дробный интеграл порядка

𝜌 = (1 − 𝛼)(1 − 𝜇). Полагаем, что для любых допустимых 𝑢(·) и 𝑣(·) отображение
𝑡 → 𝐹 (𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) локально интегрируемо и задача Коши (1) имеет решение [19,
с.348]:

𝑥(𝑡) = 𝑆𝛼,𝜇(𝑡)𝑥0 +

𝑡∫︁
0

𝐾𝛼(𝑡− 𝑠)𝐹 (𝑠, 𝑢(𝑠), 𝑣(𝑠))𝑑𝑠, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ], (2)

где интеграл понимается в смысле Бохнера [17],

𝐾𝛼(𝑡) = 𝑡𝛼−1𝑃𝛼(𝑡),

𝑃𝛼(𝑡) =

∞∫︁
0

𝛼𝑠𝑀𝛼(𝑠)𝑆(𝑡𝛼𝑠)𝑑𝑠,

𝑆𝛼,𝜇(𝑡) = 𝐼
𝜇(1−𝛼)
0+ 𝐾𝛼(𝑡),

а функция Райт

𝑀𝛼(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

(−𝑧)𝑛−1

(𝑛− 1)!Γ(1 − 𝛼𝑛)
, 0 < 𝛼 < 1, 𝑧 ∈ C,

удовлетворяет уравнению

∞∫︁
0

𝑠𝜎𝑀𝛼(𝑠)𝑑𝑠 =
Γ(1 + 𝜎)

Γ(1 + 𝛼𝜎)
для любого 𝑠 > 0,

где Γ(𝑧) =
∞∫︀
0

𝑡𝑧−1𝑒−𝑡𝑑𝑡 – гамма-функция.
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Замечание 1. В силу [19, с.345] дробный интеграл порядка 𝑝 с нижным пределом
𝑎 от функции 𝑓 : [𝑎,∞) → 𝑋 определяется по формуле

𝐼𝑝𝑎+𝑓(𝑡) =
1

Γ(𝑝)

𝑡∫︁
𝑎

𝑓(𝑠)

(𝑡− 𝑠)1−𝑝
𝑑𝑠, 𝑡 > 𝑎, 𝑝 > 0.

Производная Римана-Лиувилля порядка 𝑝 от функции 𝑓 : [𝑎,∞) → 𝑋 определя-
ется по формуле

𝐷𝑝
𝑎+𝑓(𝑡) =

1

Γ(𝑛− 𝑝)

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛

𝑡∫︁
𝑎

𝑓(𝑠)

(𝑡− 𝑠)𝑝+1−𝑛𝑑𝑠, 𝑡 > 𝑎, 𝑛− 1 < 𝑝 < 𝑛.

Производная Капуто порядка 𝑝 от функции 𝑓 : [𝑎,∞) → 𝑋 определяется по
формуле

𝐶𝐷𝑝
𝑎+𝑓(𝑡) = 𝐷𝑝

𝑎+

[︃
𝑓(𝑡) −

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘!
𝑓 (𝑘)(0)

]︃
, 𝑡 > 𝑎, 𝑛− 1 < 𝑝 < 𝑛.

Если 𝑓 ∈ C𝑛 ([𝑎,∞), 𝑋), то

𝐶𝐷𝑝
𝑎+𝑓(𝑡) =

1

Γ(𝑛− 𝑝)

𝑡∫︁
𝑎

𝑓 (𝑛)(𝑠)

(𝑡− 𝑠)𝑝+1−𝑛𝑑𝑠, 𝑡 > 𝑎, 𝑛− 1 < 𝑝 < 𝑛.

Замечание 2. В силу ([19], с.346) производная Хильфера порядка 𝛼, 0 < 𝛼 < 1 и
типа 𝜇, 0 6 𝜇 6 1 с нижным пределом 𝑎 от функции 𝑓 : [𝑎,∞) → 𝑋 определяется по
формуле

𝐷𝛼,𝜇
𝑎+ 𝑓(𝑡) = 𝐼

𝜇(1−𝛼)
𝑎+

𝑑

𝑑𝑡
𝐼
(1−𝛼)(1−𝜇)
𝑎+ 𝑓(𝑡).

Замечание 3. 1) Когда 𝜇 = 0, 0 6 𝛼 6 1 и 𝑎 = 0 мы получаем производную
Римана-Лиувилля:

𝐷𝛼,0
0+ 𝑓(𝑡) =

𝑑

𝑑𝑡
𝐼1−𝛼0+ 𝑓(𝑡) = 𝐷𝛼

0+𝑓(𝑡).

2) Когда 𝜇 = 1, 0 6 𝛼 6 1 и 𝑎 = 0 мы получаем производную Капуто:

𝐷𝛼,1
0+ 𝑓(𝑡) = 𝐼1−𝛼

𝑑

𝑑𝑡
𝑓(𝑡) = 𝐶𝐷𝛼

0+𝑓(𝑡).

Для дифференциальной игры (1) дадим следующие определения и постановку
задачи преследования в смысле Л.С. Понтрягина.

Определение 1. В игре (1.1) из начальной точки 𝑥0 ∈ 𝑋 ∖ 𝑀 возможно за-
вершение преследования, если существует число 𝑇 = 𝑇 (𝑥0) > 0 такое, что для
любого управления убегания 𝑣(·) ∈ 𝑈([0,∞), 𝑍), зная уравнение (1.1), величины
𝑥0 и 𝑣(𝑡), можно выбрать 𝑢(𝑡) таким образом, что управление преследования 𝑢(·
·) ∈ 𝑈([0,∞), 𝑌 ) и для решения 𝑥(·) задачи (1.1), соответствующего управлениям
𝑢(·) и 𝑣(·), выполняется включение 𝑥(𝑇1) ∈ 𝑀 , при некотором 𝑇1 ∈ (0, 𝑇 ]. В этом
случае, число 𝑇 называется гарантированным временем преследования.

Следуя работе П.Б. Гусятникова, М.С. Никольского ([3], c. 518) дадим определе-
ние 2 об оптимальности времени преследования.
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Определение 2. Число 𝑇0 = 𝑇0(𝑥0) называется оптимальным временем преследо-
вания, если, во-первых, из начальной точки 𝑥0 возможно завершение преследования
за время 𝑇0 и во-вторых, при всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇0) и для любого управления преследования
𝑢(·) ∈ 𝑈([0, 𝑇0), 𝑌 ) существует такое управление убегания 𝑣(·) ∈ 𝑈([0, 𝑇0), 𝑍), что для
решения 𝑥(·) задачи (1.1) выполняется условие 𝑥(𝑡) /∈ 𝑀 . При этом выбор 𝑣(𝑡) осу-
ществляется по формуле 𝑣(𝑡) = 𝑤(𝑢(𝑡 − 𝜀)), где 𝜀 ∈ (0, 𝑇0), отображение 𝑤 : 𝑌 → 𝑍
такое, что для каждого измеримого отображения 𝑢(·) суперпозиция 𝑤(𝑢(·)) измери-
ма.

Задача преследования. Найти множество начальных точек, из которых в игре
(1) возможно завершение преследования в смысле определения 1.

2 Основные результаты
Справедлива следующая

Теорема 1. Пусть выполнены следующие условия:
1) 𝑋, 𝑌 – сепарабельные банаховы пространства;
2) начальная точка 𝑥0 ∈ 𝑋 ∖ 𝑀 такая, что при некотором 𝑇 > 0 имеет место

включение

𝑆𝛼,𝜇(𝑇 )𝑥0 ∈𝑀 −
𝑇∫︁

0

⋂︁
𝑣∈𝑍

𝐾𝛼(𝑇 − 𝑠)𝐹 (𝑠, 𝑌, 𝑣)𝑑𝑠; (3)

3) отображение 𝐹 : [0,∞) × 𝑌 × 𝑍 → 𝑋 удовлетворяет условиям Каратеодори,
т.е. оно измеримо по 𝑡 ∈ [0,∞) и непрерывно по (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑌 × 𝑍 и существует такая
локально суммируемая функция 𝜂 : [0,∞) → [0,∞), что при всех 𝑡 ∈ [0,∞), 𝑢 ∈
𝑌, 𝑣 ∈ 𝑍 имеет место неравенство ||𝐹 (𝑡, 𝑢, 𝑣)|| 6 𝜂(𝑡).

Тогда из начальной точки 𝑥0 в игре (1) возможно завершение преследования за
время 𝑇 .

Доказательство. На основании (3) существуют некоторая точка 𝑚 ∈𝑀 и инте-
грируемый селектор 𝑤(·) отображения

𝑠→
⋂︁
𝑣∈𝑍

𝐾𝛼(𝑇 − 𝑠)𝐹 (𝑠, 𝑌, 𝑣), (4)

что имеет место равенство

𝑆𝛼,𝜇(𝑇 )𝑥0 = 𝑚−
𝑇∫︁

0

𝑤(𝑠)𝑑𝑠. (5)

В силу того, что 𝑋, 𝑌 – сепарабельные, отображения (4) и 𝑠 → 𝑤(𝑠) измеримые,
а отображение (𝑠, 𝑢, 𝑣) → 𝐹 (𝑠, 𝑢, 𝑣) непрерывно по (𝑢, 𝑣) и измеримо по 𝑠, то в силу
леммы 1 ([11], с.67) об измеримом селекторе для любого измеримого управления
убегания 𝑣(·) ∈ 𝑈([0, 𝑇 ], 𝑍) существует такое измеримое управление преследования
𝑢(·) ∈ 𝑈([0, 𝑇 ], 𝑌 ), что имеет место равенство

𝑤(𝑠) = 𝐾𝛼(𝑇 − 𝑠)𝐹 (𝑠, 𝑢(𝑠), 𝑣(𝑠)), (6)

для почти всех 𝑠 ∈ [0, 𝑇 ].
Следовательно, в силу (5), (6), для решения 𝑥(·) задачи (1) соответствующего

управлениям 𝑢(·), 𝑣(·) имеем:
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𝑥(𝑇 ) = 𝑆𝛼,𝜇(𝑇 )𝑥0 +

𝑇∫︁
0

𝐾𝛼(𝑇 − 𝑠)𝐹 (𝑠, 𝑢(𝑠), 𝑣(𝑠))𝑑𝑠 =

= 𝑚−
𝑇∫︁

0

𝑤(𝑠)𝑑𝑠+

𝑇∫︁
0

𝐾𝛼(𝑇 − 𝑠)𝐹 (𝑠, 𝑢(𝑠), 𝑣(𝑠))𝑑𝑠 =

= 𝑚−
𝑇∫︁

0

𝐾𝛼(𝑇 − 𝑠)𝐹 (𝑠, 𝑢(𝑠), 𝑣(𝑠))𝑑𝑠+

𝑇∫︁
0

𝐾𝛼(𝑇 − 𝑠)𝐹 (𝑠, 𝑢(𝑠), 𝑣(𝑠))𝑑𝑠 = 𝑚 ∈𝑀,

т.е. 𝑥(𝑇 ) ∈𝑀 .
Поэтому из начальной точки 𝑥0 в игре (1) возможно завершение преследования

за время 𝑇 .
Следующая теорема обеспечивает оптимальность времени преследования.

Теорема 2. Пусть выполнены условия 1) - 3) теоремы 1 и следующие условия:
4) терминальное множество 𝑀 выпукло и компактно относительно слабой топо-

логии 𝜎(𝑋,𝑋*) ([18], c.110);

5) многозначное отображение 𝑡 →
𝑡∫︀
0

⋂︀
𝑣∈𝑍

𝐾𝛼(𝑡 − 𝑠)𝐹 (𝑠, 𝑌, 𝑣)𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] вы-

пуклозначно и замкнуто относительно слабой топологии 𝜎(𝑋,𝑋*);
6) существует отображение 𝑤 : 𝑌 → 𝑍 такое, что при всех 𝑢 ∈ 𝑌 , 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

0 6 𝑠 6 𝑡 выполнятеся включение

𝐾𝛼(𝑡− 𝑠)𝐹 (𝑠, 𝑢, 𝑤(𝑢)) ∈
⋂︁
𝑣∈𝑍

𝐾𝛼(𝑡− 𝑠)𝐹 (𝑠, 𝑌, 𝑣)

и для каждого измеримого 𝑢(·) суперпозиция 𝑤(𝑢(·)) измерима.
Тогда из начальной точки 𝑥0 в игре (1) возможно завершение преследования за

оптимальное время

𝑇0 = min {𝑇 > 0 : для которых выполняется включение (3)} .

Доказательство. В силу условия 4) терминальное множество 𝑀 компактно, а в

силу условия 5) отображение 𝑡 →
𝑡∫︀
0

⋂︀
𝑣∈𝑍

𝐾𝛼(𝑡 − 𝑠)𝐹 (𝑠, 𝑌, 𝑣)𝑑𝑠 замкнуто относительно

слабой топологии 𝜎(𝑋,𝑋*). Тогда отображение 𝑡 → 𝑀 −
𝑡∫︀
0

⋂︀
𝑣∈𝑍

𝐾𝛼(𝑡 − 𝑠)𝐹 (𝑠, 𝑌, 𝑣)𝑑𝑠

секвенциально замкнуто относительно слабой топологии 𝜎(𝑋,𝑋*) ([10], с.143).
Тогда, в силу непрерывности отображения 𝑡 → 𝑆𝛼,𝜇(𝑡)𝑥0, в силу (3) и леммы 2

([10], с.143) множество {𝑇 > 0 : для которых выполняется включение (3)} замкнуто.
А это означает, что имеет место включение

𝑆𝛼,𝜇(𝑇0)𝑥0 ∈𝑀 −
𝑇0∫︁
0

⋂︁
𝑣∈𝑍

𝐾𝛼(𝑇0 − 𝑠)𝐹 (𝑠, 𝑌, 𝑣)𝑑𝑠. (7)

Следовательно, в силу теоремы 1 из начальной точки 𝑥0 в игре (1) возможно
завершение преследования за время 𝑇0. Далее докажем, что время 𝑇0 является оп-
тимальным временем преследования. Действительно, в силу определения числа 𝑇0
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заключаем, что при всех 𝑡 ∈ (0, 𝑇0) имеет место следующее соотношение

⎛⎝𝑆𝛼,𝜇(𝑡)𝑥0 +

𝑡∫︁
0

⋂︁
𝑣∈𝑍

𝐾𝛼(𝑡− 𝑠)𝐹 (𝑠, 𝑌, 𝑣)𝑑𝑠

⎞⎠⋂︁𝑀 = ∅. (8)

Если 𝜀 ∈ (0, 𝑇0), то значения 𝑣(𝑡) управления убегания 𝑣(·) на (0, 𝜀) выбираем про-
извольно, а при 𝑡 ∈ (𝜀, 𝑇0) – специальным образом: 𝑣(𝑡) = 𝑤(𝑢(𝑡 − 𝜀)). Тогда для
решения 𝑥(𝑡) задачи (1), соответствующего выбранным управлениям 𝑢(·), 𝑣(·) на
(0, 𝑇0), имеем:

𝑥(𝑡) = 𝑆𝛼,𝜇(𝑡)𝑥0 +

𝑡∫︁
0

𝐾𝛼(𝑡− 𝑠)𝐹 (𝑠, 𝑢(𝑠), 𝑣(𝑠))𝑑𝑠 =

= 𝑆𝛼,𝜇(𝑡)𝑥0 +

𝜀∫︁
0

𝐾𝛼(𝑡− 𝑠)𝐹 (𝑠, 𝑢(𝑠), 𝑣(𝑠))𝑑𝑠+

+

𝑡∫︁
𝜀

𝐾𝛼(𝑡− 𝑠)𝐹 (𝑠, 𝑢(𝑠), 𝑤(𝑢(𝑠− 𝜀)))𝑑𝑠.

(9)

В силу (8), условий 4), 5) и согласно теореме о строгой отделимости ([21], c.109) в
локально выпуклом топологическом пространстве 𝑋 со слабой топологией 𝜎(𝑋,𝑋*)
компактное множество 𝑀 и замкнутое множество

𝑆𝛼,𝜇(𝑡)𝑥0 +

𝑡∫︁
0

⋂︁
𝑣∈𝑍

𝐾𝛼(𝑡− 𝑠)𝐹 (𝑠, 𝑌, 𝑣)𝑑𝑠,

при всех 𝑡 ∈ (0, 𝑇0) строго отделимы, т.е. при всех 𝑡 ∈ (0, 𝑇0) можно найти такой
непрерывный линейный функционал 𝜙 ∈ 𝑋* и такие числа 𝑐 и 𝛿 > 0, что

𝜙(𝑥) 6 𝑐− 𝛿 < 𝑐 6 𝜙(𝑚), (10)

при всех

𝑥 ∈ 𝑆𝛼,𝜇(𝑡)𝑥0 +

𝑡∫︁
0

⋂︁
𝑣∈𝑍

𝐾𝛼(𝑡− 𝑠)𝐹 (𝑠, 𝑌, 𝑣)𝑑𝑠 и 𝑚 ∈𝑀.

Если 𝑤(·) – произвольный интегрируемый селектор отображения

𝑠→
⋂︁
𝑣∈𝑍

𝐾𝛼(𝑡− 𝑠)𝐹 (𝑠, 𝑌, 𝑣), 𝑠 ∈ (0, 𝜀],
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то на основании 6), (9) и (10) имеем:

𝜙(𝑥(𝑡)) = 𝜙

⎛⎝𝑆𝛼,𝜇(𝑡)𝑥0 +

𝜀∫︁
0

𝐾𝛼(𝑡− 𝑠)𝐹 (𝑠, 𝑢(𝑠), 𝑣(𝑠))𝑑𝑠 +

+

𝑡∫︁
𝜀

𝐾𝛼(𝑡− 𝑠)𝐹 (𝑠, 𝑢(𝑠), 𝑤(𝑢(𝑠− 𝜀)))𝑑𝑠

⎞⎠ =

= 𝜙

⎛⎝𝑆𝛼,𝜇(𝑡)𝑥0 +

𝜀∫︁
0

𝑤(𝑠)𝑑𝑠−
𝜀∫︁

0

𝑤(𝑠)𝑑𝑠+

𝜀∫︁
0

𝐾𝛼(𝑡− 𝑠)𝐹 (𝑠, 𝑢(𝑠), 𝑣(𝑠))𝑑𝑠 +

+

𝑡∫︁
𝜀

𝐾𝛼(𝑡− 𝑠)𝐹 (𝑠, 𝑢(𝑠), 𝑤(𝑢(𝑠− 𝜀)))𝑑𝑠

⎞⎠ =

= 𝜙

⎛⎝𝑆𝛼,𝜇(𝑡)𝑥0 +

𝜀∫︁
0

𝑤(𝑠)𝑑𝑠+

𝑡∫︁
𝜀

𝐾𝛼(𝑡− 𝑠)𝐹 (𝑠, 𝑢(𝑠), 𝑤(𝑢(𝑠− 𝜀)))𝑑𝑠

⎞⎠+

+𝜙

⎛⎝ 𝜀∫︁
0

𝐾𝛼(𝑡− 𝑠)𝐹 (𝑠, 𝑢(𝑠), 𝑣(𝑠))𝑑𝑠−
𝜀∫︁

0

𝑤(𝑠)𝑑𝑠

⎞⎠ 6

6 𝑐− 𝛿 +

𝜀∫︁
0

𝜙 (𝐾𝛼(𝑡− 𝑠)𝐹 (𝑠, 𝑢(𝑠), 𝑣(𝑠)) − 𝑤(𝑠)) 𝑑𝑠.

В силу абсолютной непрерывности интеграла Лебега ([22], c.282) существует чис-
ло 𝜀 = 𝜃 > 0 такое, что⃒⃒⃒⃒

⃒⃒
𝜃∫︁

0

𝜙 (𝐾𝛼(𝑡− 𝑠)𝐹 (𝑠, 𝑢(𝑠), 𝑣(𝑠)) − 𝑤(𝑠)) 𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ < 𝜎

2
.

Следовательно,
𝜙(𝑥(𝑡)) 6 𝑐− 𝜎 +

𝜎

2
= 𝑐− 𝜎

2
< 𝑐 6 𝜙(𝑚).

Поэтому число 𝜀 = 𝜃 > 0 и соответствующее ему управление 𝑣(·) можно выбрать
таким образом, что 𝑥(𝑡) /∈ 𝑀 при всех 𝑡 ∈ (0, 𝑇0), что и доказывает оптимальность
времени преследования 𝑇0.

Теорема доказана.
3. Пример
В сепарабельном рефлексивном банаховом пространстве 𝑋 рассмотрим диффе-

ренциальную игру с производной Капуто

𝑦′(𝑡) + 𝑏𝐷0,5𝑦(𝑡) = −𝑢+ 𝑣, (11)

с начальной точкой 𝑦(0) = 𝑦0 ∈ 𝑋, ||𝑦0|| > 0 и терминальным множеством 𝑀1 = 0.
Предполагается, что 𝑡 > 0, 𝑏 ̸= 0 – действительное число, измеримые управления
преследования 𝑢 = 𝑢(𝑡) и убегания 𝑣 = 𝑣(𝑡) удовлетворяют соотношениям 𝑢(𝑡) ∈ 𝑌 =
= {𝑦 : ||𝑦|| 6 𝜌} = 𝑆𝜌 – шар с радиусом 𝜌 и центром 0, 𝑣(𝑡) ∈ 𝑍 = {𝑧 : ||𝑧|| 6 𝜎} = 𝑆𝜎,
𝜌 > 𝜎 > 0.
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Положив 𝑥1 = 𝑦, 𝑥2 = 𝐷0,5𝑥1, 𝐷0,5𝑥2 = 𝐷0,5𝐷0,5𝑥1 = 𝑥′1 = 𝑦′ игру (11) перепишем
в виде {︃

𝐷0,5𝑥1 = 𝑥2;

𝐷0,5𝑥2 = −𝑏𝑥2 − 𝑢(𝑡) + 𝑣(𝑡),

или в виде
𝐷0,5𝑥 = 𝐴𝑥− 𝑢+ 𝑣, (12)

с начальным условием 𝑥(0) =

(︂
𝑦0
0

)︂
и терминальным множеством

𝑀 =

{︂
𝑥 =

(︂
𝑥1
𝑥2

)︂
: 𝑥1 = 0

}︂
,

где

𝑥 =

(︂
𝑥1
𝑥2

)︂
, 𝐴 =

(︂
0 1
0 −𝑏

)︂
, 𝑢 =

(︂
0
𝑢

)︂
, 𝑣 =

(︂
0
𝑣

)︂
.

В нашем примере 𝜇 = 1, 𝛼 = 0, 5, 𝐼(1−𝛼)(1−𝜇0+ = 𝐼 – единичный оператор, 𝐴 –
линейный органиченный оператор, который порождает сильно непрерывную груп-
пу 𝑆(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡. В силу ([16], c.347; [12], c.257) и используя преобразование Лапласа
получим:

𝑆0,5;1(𝑡) = 𝐼0,50+𝐾0,5(𝑡) =
1

Γ(0, 5)

𝑡∫︁
0

𝐾0,5(𝑠)

(𝑡− 𝑠)0,5
𝑑𝑠 =

1√
𝜋

𝑡∫︁
0

𝑠−0,5𝑃0,5(𝑠)

(𝑡− 𝑠)0,5
𝑑𝑠 =

=
1√
𝜋

𝑡∫︁
0

[𝑠(𝑡− 𝑠)]−0,5

⎛⎝ ∞∫︁
0

0, 5 · 𝜃 ·𝑀0,5(𝜃)𝑆(𝑠0,5𝜃)𝑑𝜃

⎞⎠ 𝑑𝑠 =

=
1

2
√
𝜋

𝑡∫︁
0

[𝑠(𝑡− 𝑠)]−0,5

⎛⎝ ∞∫︁
0

𝜃 ·
∞∑︁
𝑛=1

(−𝜃)𝑛−1

(𝑛− 1)!Γ(1 − 0, 5𝑛)
𝑒𝑠

0,5𝜃𝐴𝑑𝜃

⎞⎠ 𝑑𝑠 =

=
∞∑︁
𝑛=0

(𝐴𝑡0,5)𝑛

Γ(0, 5𝑛+ 1)
= 𝐸2(𝐴𝑡

0,5; 1)

(13)

– обобщенная функция Миттаг-Леффлера;

𝐾0,5(𝑡− 𝑠) = (𝑡− 𝑠)−0,5𝑃0,5(𝑡− 𝑠) =

= (𝑡− 𝑠)−0,5

∞∫︁
0

0, 5 · 𝜃 ·𝑀0,5(𝜃)𝑆((𝑡− 𝑠)0,5𝜃)𝑑𝜃 =

=
1

2
(𝑡− 𝑠)0,5

∞∫︁
0

𝜃 ·
∞∑︁
𝑛=1

(−𝜃)𝑛−1

(𝑛− 1)!Γ(1 − 0, 5𝑛)
𝑒(𝑡−𝑠)

0,5𝜃𝐴𝑑𝜃 =

= (𝑡− 𝑠)0,5
∞∑︁
𝑛=0

(𝐴(𝑡− 𝑠)0,5)𝑛

Γ(0, 5𝑛+ 0, 5)
= (𝑡− 𝑠)0,5 · 𝐸2(𝐴(𝑡− 𝑠)0,5; 0, 5).

(14)

Обозначим через pr1 : 𝑋 ×𝑋 → 𝑋 проекцию на первый элемент:

pr1

(︂
𝑥1
𝑥2

)︂
= 𝑥1.
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Тогда pr1𝑀 = 0.
Для нашего примера в силу (13), (14) и pr1𝑀 = 0 включение (3) примет вид

pr1𝐸2(𝐴𝑇
0,5; 1)𝑥0 ∈

𝑇∫︁
0

⋂︁
𝑣∈𝑍

(𝑇 − 𝑠)0,5 · pr1𝐸2(𝐴(𝑇 − 𝑠)0,5; 0, 5) · (𝑌 − 𝑣)𝑑𝑠, (15)

где 𝑍 =

(︂
0
𝑍

)︂
=

(︂
0
𝑆𝜎

)︂
= 𝑆𝜎, 𝑌 =

(︂
0
𝑌

)︂
=

(︂
0
𝑆𝜌

)︂
= 𝑆𝜌.

В силу того, что
𝐸2(𝑧; 1) = 𝑒𝑧

2

erfc(−𝑧)

и
𝐸2(𝑧; 0, 5) = 𝑧𝐸2(𝑧; 1) +

1

Γ(0, 5)
= 𝑧𝑒𝑧

2

erfc(−𝑧) +
1√
𝜋
,

где erfc(𝑧) =
2√
𝜋

∞∫︁
𝑧

𝑒−𝑡
2

𝑑𝑡 – дополнительная функция ошибок ([13], c.265), имеем:

𝐸2(𝐴𝑇
0,5; 1) =

∞∑︁
𝑛=0

(𝐴𝑇 0,5)𝑛

Γ(𝑛 · 0, 5 + 1)
=

(︂
1 0
0 1

)︂
𝐼 + . . .+

⎛⎜⎜⎝0
𝑇 0,5𝑛 · 𝑏𝑛−1

Γ(𝑛 · 0, 5 + 1)

0
𝑇 0,5𝑛 · 𝑏𝑛

Γ(𝑛 · 0, 5 + 1)

⎞⎟⎟⎠ 𝐼 + . . . =

=

(︂
1 𝑏−1𝐸2(𝑏𝑇

0,5; 1) − 𝑏−1

0 𝐸2(𝑏𝑇
0,5; 1)

)︂
𝐼 =

(︂
1 𝑏−1[𝑒𝑏

2𝑇 erfc(−𝑏𝑇 0,5)] − 𝑏−1

0 𝑒𝑏
2𝑇 erfc(−𝑏𝑇 0,5)

)︂
𝐼,

𝐸2(𝐴(𝑇 − 𝑠)0,5; 0, 5) =
∞∑︁
𝑛=0

(𝐴(𝑇 − 𝑠)0,5)𝑛

Γ(𝑛 · 0, 5 + 0, 5)
=

1

Γ(0, 5)

(︂
1 0
0 1

)︂
+ . . .+

+
(𝑇 − 𝑠)0,5𝑛

Γ(𝑛 · 0, 5 + 0, 5)

(︂
0 𝑏𝑛−1

0 𝑏𝑛

)︂
+ . . . =

(︂ 1√
𝜋

𝑏−1𝐸2(𝑏(𝑇 − 𝑠)0,5; 0, 5) − 1
𝑏
√
𝜋

0 𝐸2(𝑏(𝑇 − 𝑠)0,5; 0, 5)

)︂
=

=

(︃
1√
𝜋

(𝑇 − 𝑠)0,5𝑒(𝑇−𝑠)𝑏
2erfc(−𝑏(𝑇 − 𝑠)0,5)

0 𝑏(𝑇 − 𝑠)0,5𝑒(𝑇−𝑠)𝑏
2erfc(−𝑏(𝑇 − 𝑠)0,5) + 1√

𝜋

)︃
.

pr1𝐸2(𝐴𝑇
0,5; 1)𝑥0 = pr1𝐸2(𝐴𝑇

0,5; 1)

(︂
𝑦0
0

)︂
= pr1

(︂
𝑦0
0

)︂
= 𝑦0.

Если 𝐴
*
−𝐵 = 𝐶 = {𝑐 : 𝑐+𝐵 ⊂ 𝐴} – геометрическая разность, то имеем:

𝑆𝜌
*
− 𝑆𝜎 = 𝑆𝜌−𝜎,⋂︁

𝑣∈𝑍

pr1(𝑇 − 𝑠)−0,5𝐸2(𝐴(𝑇 − 𝑠)0,5; 0, 5)(𝑌 − 𝑣) =

= (𝑇 − 𝑠)−0,5pr1𝐸2(𝐴(𝑇 − 𝑠)0,5; 0, 5)𝑆𝜌
*
− (𝑇 − 𝑠)−0,5pr1𝐸2(𝐴(𝑇 − 𝑠)0,5; 0, 5)𝑆𝜎 =

= (𝑇 − 𝑠)−0,5pr1

(︃
1√
𝜋

(𝑇 − 𝑠)0,5𝑒(𝑇−𝑠)𝑏
2erfc(−𝑏(𝑇 − 𝑠)0,5)

0 𝑏(𝑇 − 𝑠)0,5𝑒(𝑇−𝑠)𝑏
2erfc(−𝑏(𝑇 − 𝑠)0,5) + 1√

𝜋

)︃(︂
0
𝑆𝜌

)︂
*
−

*
−(𝑇 − 𝑠)−0,5pr1

(︃
1√
𝜋

(𝑇 − 𝑠)0,5𝑒(𝑇−𝑠)𝑏
2erfc(−𝑏(𝑇 − 𝑠)0,5)

0 𝑏(𝑇 − 𝑠)0,5𝑒(𝑇−𝑠)𝑏
2erfc(−𝑏(𝑇 − 𝑠)0,5) + 1√

𝜋

)︃(︂
0
𝑆𝜎

)︂
=

= 𝑒(𝑇−𝑠)𝑏
2

erfc(−𝑏(𝑇 − 𝑠)0,5)𝑆𝜌
*
− 𝑒(𝑇−𝑠)𝑏

2

erfc(−𝑏(𝑇 − 𝑠)0,5)𝑆𝜎 =

= 𝑒(𝑇−𝑠)𝑏
2

erfc(−𝑏(𝑇 − 𝑠)0,5)𝑆𝜌−𝜎 = 𝑆(𝜌−𝜎)𝑒(𝑇−𝑠)𝑏2erfc(−𝑏(𝑇−𝑠)0,5).
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Поэтому, в силу того, что
∫︀ 𝑇
0
𝑆𝑟(𝑠) 𝑑𝑠 = 𝑆∫︀ 𝑇

0 𝑟(𝑠) 𝑑𝑠 и

𝑇∫︁
0

𝑒(𝑇−𝑠)𝑏
2

erfc(−𝑏(𝑇 − 𝑠)0,5) 𝑑𝑠 =

𝑇∫︁
0

erfc(−𝑏𝜏 0,5)𝑒𝜏𝑏2 𝑑𝜏 =
1

𝑏2

𝑇∫︁
0

erfc(−𝑏𝜏 0,5) 𝑑𝑒𝜏𝑏2 =

= erfc(−𝑏𝜏 0,5) · 𝑒
𝜏𝑏2

𝑏2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑇

0

−
𝑇∫︁

0

𝑒𝜏𝑏
2

𝑏2
𝑑erfc(−𝑏𝜏 0,5) = erfc(−𝑏𝑇 0,5) · 𝑒

𝑇𝑏2

𝑏2
− erfc(0) · 1

𝑏2
−

−
𝑇∫︁

0

𝑒𝜏𝑏
2

𝑏2
𝑏𝑒−𝑏

2𝜏

√
𝜋𝜏

𝑑𝜏 = erfc(−𝑏𝑇 0,5) · 𝑒
𝑇𝑏2

𝑏2
− 1

𝑏2
− 2

√
𝑇

𝑏
√
𝜋
,

включение (15) запишем в виде

𝑦0 ∈
𝑇∫︁

0

𝑆(𝜌−𝜎)𝑒(𝑇−𝑠)𝑏2erfc(−𝑏(𝑇−𝑠)0.5)𝑑𝑠 = 𝑆
(𝜌−𝜎)

𝑇∫︀
0

𝑒(𝑇−𝑠)𝑏2erfc(−𝑏(𝑇−𝑠)0.5)𝑑𝑠
=

= 𝑆
(𝜌−𝜎)

[︂
𝑒𝑏

2𝑇

𝑏2
erfc(−𝑏

√
𝑇 )− 1

𝑏2
− 2

√
𝑇

𝑏
√
𝜋

]︂ = 𝑆𝑟(𝑇 ).

где 𝑟(𝑡) = (𝜌− 𝜎)

[︃
𝑒𝑏

2𝑡

𝑏2
erfc(−𝑏

√
𝑡) − 1

𝑏2
− 2

√
𝑡

𝑏
√
𝜋

]︃
– положительная и возрастающая

функция, так как 𝑟(0) = 0 и 𝑟′(𝑡) > 0 при всех 𝑡 > 0. Следовательно, для любой
начальной точки 𝑦0 существует такое 𝑇 > 0, что имеет место включение

𝑦0 ∈ 𝑆𝑟(𝑇 ). (16)

В силу того, что шар 𝑆𝑟(𝑇 ) есть замкнутое множество, то включение (16) имеет место
и при 𝑇 = 𝑇0 = min{𝑇 > 0 : выполняется включение(16)}.

Этим мы доказали, что имеет место условие 2) теоремы 1. Условия 1) и 3) очевид-
ны. Условия 4) и 5) выполняются, потому что в рефлексивном пространстве шары
слабо компактны. Условие 6) следует из того, что в качестве отображения 𝑤 можно
брать отображение задаваемое формулой 𝑤 = 𝑣(𝑢) =

𝑒

||𝑒||
𝛼0𝜎, когда 𝑢 =

𝑒

||𝑒||
𝛼0𝜌, где

0 6 𝛼0 6 1.
Следовательно, в игре (11) из любой начальной точки 𝑦0 возможно завершение

преследования за оптимальное время

𝑇0 = min{𝑇 > 0 : ||𝑦0|| = 𝑟(𝑇0)}.

При этом управление преследования 𝑢(·) выбирают по формуле

𝑢(𝑠) =
𝑦0[︁

𝑒𝑏
2𝑇0

𝑏2
erfc(−𝑏

√
𝑇0) − 1

𝑏2
− 2

√
𝑇0

𝑏
√
𝜋

]︁ + 𝑣(𝑠), 0 < 𝑠 6 𝑇0.

3 Заключение
В настоящей работе найдены множество начальных точек, из которых возмож-

но завершение преследования, когда динамика игры описывается дифференциаль-
ным уравнением дробного порядка с производными Хильфера. Решена одна игро-
вая задача, описывающая процесс релаксации при стеклообразовании переохлажден-
ных жидкостей. Полученные результаты обобщают конечномерный результат работы
([17], c.30) и бесконечномерный результат работы ([18], c.124).
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Эти результаты могут быть использованы в математической теории управляемых
процессов, протекающих в условиях конфликта или неопределенности и при решении
игровых задач, динамика которых описывается дифференциальными уравнениями
в подходящих банаховых пространствах.
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In the early 1960s, seminal results in differential game theory, where the game is de-
scribed by an ordinary differential equation in a finite-dimensional space, were obtained
by academicians L.S. Pontryagin and N.N. Krasovsky. In the 21st century, differential
games described by fractional differential equations have been actively studied. In recent
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ful application of ordinary differential equations and partial differential equations with
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for a differential game with Hilfer fractional derivatives in a Banach space of order 𝛼,
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of the pursuit problem and for the optimality of the pursuit time. A game problem de-
scribing the relaxation process during glass formation in supercooled liquids is solved.
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