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В данной статье в рамках условий совместности Сен-Венана сформулированы
плоские задачи теории пластичности в деформациях, направленные на исследова-
ние напряжённо-деформированного состояния прямоугольной пластины в условиях
упругопластического деформирования. Численная реализация поставленной зада-
чи осуществлена с использованием конечно-разностного метода, на основе которого
построены сеточные уравнения для компонент перемещений и деформаций в узлах
прямоугольной расчётной области. Дискретизация позволила осуществить переход
от дифференциальной формы краевой задачи к системе алгебраических разностных
уравнений, пригодной для последующего устойчивого и эффективного численного
решения. При формировании разностной схемы учитывались граничные условия
различного типа, адекватно отражающие реальные режимы нагружения и условия
закрепления пластины. Система разностных уравнений относительно деформаций
решалась методом переменных направлений, обеспечивающим повышение вычисли-
тельной эффективности и улучшение сходимости при решении задач с выраженной
нелинейностью. Применение данного метода способствовало снижению погрешности
аппроксимации при сохранении высокой точности получаемых результатов. Прове-
дено детальное сопоставление численных решений, полученных в постановках отно-
сительно перемещений и деформаций, при идентичных граничных и силовых усло-
виях. Анализ результатов показал их качественное и количественное соответствие,
выражающееся в близости распределений деформаций и напряжений по всей обла-
сти прямоугольной пластины.
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1 Введение
Математическое и численное моделирование процесса нелинейного деформиро-

вания конструкций и их элементов является важной задачей теории пластичности с
точки зрения оценки запасов прочности твердых тел. Математическое и численное
моделирования пластических деформаций на базе современных информационных
технологий, обусловлены широким использованием новых конструкционных матери-
алов в строительстве, машиностроении, авиастроении, медицине, текстильной про-
мышленности, и в других областях. Численное моделирование и проблемы разработ-
ки эффективных алгоритмов для расчета пластических деформаций современных
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конструкций актуальны в таких промышленно развитых странах, как США, Ка-
нада, Великобритания, страны ЕС, Российская Федерация, Япония, Индия, Китай,
Южная Корея, Индонезия и Малайзия и др.

Построение математических моделей, описывающих процесс упругопластическо-
го деформирования изотропных и анизотропных тел, является фундаментальной
проблемой математического моделирования и теории пластичности. Эти вопросы ис-
следованы в классических работах известных ученых, как Сен-Венан, Генки, Друк-
кер, Ильюшин, Нахди, Качанов и др.

Обычно пластические задачи формулируются относительно перемещений в рам-
ках деформационных теории пластичности [1] и теории пластического течений [2].
Формулировка пластических краевых задач относительно напряжений [3–5] и де-
формаций [6–8] является малоизученной областью математического моделирования
и механики деформируемого твердого тела.

Основными численными методами решения упругопластических задач являются
метод упругих решений [9], который обычно рассматривается в сочетании с извест-
ными методами, как метод конечных элементов, вариационно-разностный метод и
конечно-разностный метод, а также метод граничных элементов.

Настоящая работа посвящена формулировке краевых задач теории пластичности
относительно деформаций. Данное исследование является довольно новым направ-
лением в теории пластичности и основано на известном условии совместности Сен-
Венана. Численно решена пластическая задача о растяжении прямоугольной пласти-
ны сформулированная относительно деформаций и перемещений. Дискретные урав-
нения составлены конечно-разностным методом. Сеточные уравнения относительно
деформаций и перемещений решены методом прогонки по соответствующим направ-
лениям и итерационным методом, соответственно. Сравнением численных результа-
тов показана справедливость новой формулировки пластических задач относительно
деформаций.

2 Постановка пластических задач относительно деформаций
Обычно, модельные уравнения, описывающие процесс линейного деформирова-

ния твердых тел, состоит из [1, 6, 9]: уравнения равновесия

3∑︁
𝑗=1

𝜎𝑖𝑗,𝑗 +𝑋𝑖 = 0, 𝑥𝑖 ∈ 𝑉, 𝑖 = 1, 2, 3, (1)

закона Гука
𝜎𝑖𝑗 = 𝜆𝜃𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇𝜀𝑖𝑗, (2)

соотношения Коши

𝜀𝑖𝑗 =
1

2

(︂
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

)︂
, (3)

и граничных условий

𝑢𝑖|∑︀
1

= 𝑢𝑜𝑖 ,
3∑︁
𝑗=1

𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗|∑︀
2

= 𝑆𝑜𝑖 , (4)

где 𝜎𝑖𝑗 – тензор напряжений, 𝜀𝑖𝑗 – тензор деформаций, 𝑢𝑖 – компоненты перемещений,
𝑋𝑖 – объёмные силы, 𝜆, 𝜇 – упругие постоянные Ламе, 𝛿𝑖𝑗−символ Кронекера, 𝑛𝑗 –
внешняя нормаль к поверхности Σ2, 𝑆𝑖−поверхностная нагрузка.
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В краевой задаче (1-4), можно рассматривать вместо соотношения (2) следующую
нелинейную связь между тензором напряжений и деформаций, так называемую де-
формационную теорию пластичности Ильюшина [10, 11]:

𝜎𝑖𝑗 = 𝜎𝛿𝑖𝑗 +
𝜎𝑢
𝜀𝑢
𝑒𝑖𝑗, (5)

где

𝜎 = 𝐾𝜃, 𝐾 = 𝜆+
2

3
𝜇, (6)

𝜎𝑢 = 𝜎𝑢(𝜀𝑢), (7)

где 𝜎𝑢, 𝜀𝑢 – интенсивности тензора напряжений и деформации, соответственно, 𝑒𝑖𝑗 –
девиатор тензора деформаций

𝑒𝑖𝑗 = 𝜀𝑖𝑗 −
𝜃

3
, 𝜃 = 𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33, (8)

𝜀𝑖𝑗 =
1

2

(︂
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

)︂
. (9)

При соотношениях (9), деформационную теорию пластичности (5-7), иногда на-
зывают теорией малых упругопластических деформаций Ильюшина [10].

Известно, что соотношение (7) может быть представлено в следующем виде [11, 15]

𝜎𝑢 =

{︂
2𝜇𝜀𝑢 при 𝜀𝑢 < 𝜀*𝑢,
2𝜇𝜀*𝑢 + 2𝜇′(𝜀𝑢 − 𝜀*𝑢) при 𝜀𝑢 > 𝜀*𝑢,

(10)

где 𝜀*𝑢 – предел упругости [10, 11].
Соотношение (10) при 𝜀𝑢 > 𝜀*𝑢 может быть записано в следующем виде [3]:

𝜎𝑢 = 2𝜇𝜀𝑢 + 2(𝜇− 𝜇′)(𝜀𝑢 + 𝜀*𝑢) при 𝜀𝑢 > 𝜀*𝑢. (11)

Подставляя соотношения (11) в (5), можно найти определяющее соотношение де-
формационной теории в случае кусочно-линейной диаграммы деформирования т.е.

𝜎𝑖𝑗 =

{︂
𝜆𝜃𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇𝜀𝑖𝑗 при 𝜀𝑢 < 𝜀*𝑢,

𝜆𝜃𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇𝜀𝑖𝑗 − 2(𝜇− 𝜇′)(1 − 𝜀*𝑢
𝜀𝑢

)𝑒𝑖𝑗 при 𝜀𝑢 > 𝜀*𝑢.
(12)

Таким образом, в краевой задаче (1-4), вместо (6) рассматривая (12) получим
нелинейное модельное уравнение, описывающее нелинейный процесс деформирова-
ния твердых тел [12]:

3∑︁
𝑗=1

𝜎𝑖𝑗,𝑗 +𝑋𝑖 = 0, 𝑥𝑖 ∈ 𝑉, 𝑖 = 1, 2, 3, (13)

𝜎𝑖𝑗 =

{︂
𝜆𝜃𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇𝜀𝑖𝑗 при 𝜀𝑢 < 𝜀*𝑢,

𝜆𝜃𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇𝜀𝑖𝑗 − 2(𝜇− 𝜇′)(1 − 𝜀*𝑢
𝜀𝑢

)𝑒𝑖𝑗 при 𝜀𝑢 > 𝜀*𝑢,
(14)

𝜀𝑖𝑗 =
1

2

(︂
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

)︂
, (15)
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𝑢𝑖|∑︀
1

= 𝑢𝑜𝑖 , 𝑥𝑖 ∈
∑︁
1

,

3∑︁
𝑗=1

𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗|∑︀
2

= 𝑆𝑜𝑖 , 𝑥𝑖 ∈
∑︁
2

. (16)

Из соотношения Коши (15), можно найти следующие выражения:

𝜀𝑖𝑗,𝑘𝑙 =
1

2

(︂
𝜕3𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑙
+

𝜕3𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑙

)︂
, 𝜀𝑘𝑙,𝑖𝑗 =

1

2

(︂
𝜕3𝑢𝑘

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝜕3𝑢𝑙
𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

)︂
,

𝜀𝑖𝑘,𝑗𝑙 =
1

2

(︂
𝜕3𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑙
+

𝜕3𝑢𝑘
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑙

)︂
, 𝜀𝑗𝑙,𝑖𝑘 =

1

2

(︂
𝜕3𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑘
+

𝜕3𝑢𝑙
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑘

)︂
,

(17)

нетрудно проверить, что соотношения (17) тождественно удовлетворяют следующим
так называемым уравнениям совместности деформаций Сен-Венана [3, 8]

𝜀𝑖𝑗,𝑘𝑙 + 𝜀𝑘𝑙,𝑖𝑗 − 𝜀𝑖𝑘,𝑗𝑙 − 𝜀𝑗𝑙,𝑖𝑘 = 0. (18)

В уравнении (18) общее количество уравнений равно 81, из них только 6 являются
независимыми [1, 4, 5]. Для получения этих уравнений производим свёртывание по
индексам 𝑘, 𝑙, т.е., умножаем (18) на 𝛿𝑘𝑙, после несложных преобразований уравнение
совместности деформаций можно привести к следующему виду [6, 8, 9]:

∇2𝜀𝑖𝑗 + 𝜃,𝑖𝑗 − 𝜀𝑖𝑘,𝑘𝑗 − 𝜀𝑗𝑘,𝑘𝑖 = 0, 𝜃 = 𝜀𝑘𝑘. (19)

Подставляя (14) в (13) уравнение равновесия относительно деформаций имеет
следующий вид

𝜆𝜃,𝑖 + 2𝜇𝜀𝑖𝑗,𝑗 − 𝑃𝑒𝑖𝑗,𝑗 +𝑋𝑖 = 0, (20)

где 𝑃 =

{︂
0 при 𝜀𝑢 < 𝜀*𝑢,

−2(𝜇− 𝜇′)(1 − 𝜀*𝑢
𝜀𝑢

) при 𝜀𝑢 > 𝜀*𝑢.

Теперь переходим к постановке краевой задачи упруго-пластичности в деформа-
циях. Для этого напишем уравнение равновесия относительно деформаций [3, 6, 7]
которое имеет следующий вид (20)
из уравнения (20) найдем 𝜀𝑖𝑗,𝑗

−𝜀𝑖𝑗,𝑗 =
𝜆

2𝜇
𝜃,𝑖 −

𝑃𝑒𝑖𝑗,𝑗
2𝜇

+
1

2𝜇
𝑋𝑖, (21)

заменяя индекс 𝑗 на 𝑘 в уравнении (21)

−𝜀𝑖𝑘,𝑘 =
𝜆

2𝜇
𝜃,𝑖 −

𝑃𝑒𝑖𝑘,𝑘
2𝜇

+
1

2𝜇
𝑋𝑖, (22)

поменяв индексы 𝑖 на 𝑗, найдём следующее выражение

−𝜀𝑗𝑘,𝑘 =
𝜆

2𝜇
𝜃,𝑗 −

𝑃𝑒𝑗𝑘,𝑘
2𝜇

+
1

2𝜇
𝑋𝑗, (23)

дифференцируя (22) относительно 𝑗 и (23) относительно 𝑖 получим следующие соот-
ношения

−𝜀𝑖𝑘,𝑘𝑗 =
𝜆

2𝜇
𝜃,𝑖𝑗 −

𝑃𝑒𝑖𝑘,𝑘𝑗
2𝜇

+
1

2𝜇
𝑋𝑖,𝑗,

−𝜀𝑗𝑘,𝑘𝑖 =
𝜆

2𝜇
𝜃,𝑗𝑖 −

𝑃𝑒𝑗𝑘,𝑘𝑖
2𝜇

+
1

2𝜇
𝑋𝑗,𝑖,

(24)
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сложив эти два соотношения в (24), получим следующее уравнение

−𝜀𝑖𝑘,𝑘𝑗 − 𝜀𝑗𝑘,𝑘𝑖 =
𝜆

𝜇
𝜃,𝑖𝑗 −

𝑃

2𝜇
(𝑒𝑖𝑘,𝑘𝑗 + 𝑒𝑗𝑘,𝑘𝑖) +

1

2𝜇
(𝑋𝑖,𝑗 +𝑋𝑗,𝑖), (25)

подставляя (25) в (19), найдем дифференциальное уравнение относительно дефор-
маций [3, 6, 7]

𝜇∇2𝜀𝑖𝑗 + (𝜆+ 𝜇)𝜃,𝑖𝑗 −
𝑃

2
(𝑒𝑖𝑘,𝑘𝑗 + 𝑒𝑗𝑘,𝑘𝑖) +

1

2
(𝑋𝑖,𝑗 +𝑋𝑗,𝑖) = 0. (26)

Дифференциальное уравнение (26) можно назвать дифференциальным уравне-
нием совместности, или дифференциальным уравнением Сен-Венана, в отличие от
условия совместности деформаций Сен-Венана [2].

Напомним, что (26) является преобразованной формой условия совместности де-
формаций, с помощью закона Гука и уравнения равновесия. Таким образом вместо
(15) можно рассматривать (26).

Присоединяя к дифференциальному уравнению Сен-Венана (26), уравнение рав-
новесия (20) и граничные условия выраженные относительно деформаций [9], т.е.,

𝜆𝜃,𝑖 + 2𝜇𝜀𝑖𝑗,𝑗 − 𝑃𝑒𝑖𝑗,𝑗 +𝑋𝑖 = 0, (27)

(𝜆𝜃𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇𝜀𝑖𝑗)𝑛𝑗|∑︀2
= 𝑆𝑖 + 𝑃𝑒𝑖𝑗𝑛𝑗|∑︀2

, (28)

получим краевую задачу теории пластичности в деформациях [4].
Заметим, что краевая задача состоит из шести дифференциальных уравнений

Сен-Венана, и трех уравнений равновесия с тремя граничными условиями. Таким
образом, для определения шести неизвестных компонентов тензора деформаций, мы
имеем девять уравнений с тремя граничными условиями. Ясно, что количество диф-
ференциальных уравнений переопределено, а граничных условий не хватает. Для
того, чтобы получить корректную краевую задачу, к обычным трем поверхностным
граничным условиям, согласно работам [1, 9, 10] необходимо присоединить еще три
“дополнительных” граничных условий на основе уравнения равновесия т.е.

𝜆𝜃,𝑖 + 2𝜇𝜀𝑖𝑗,𝑗 − 𝑃𝑒𝑖𝑗,𝑗 +𝑋𝑖 |Σ = 0. (29)

Теперь переходим к обсуждению плоских краевых (𝜀33 = 𝜀13 = 𝜀23 = 0) задач
теории упругости, исходя из краевой задачи (26-29) (при отсутствии массовых сил).
Они состоят из уравнений равновесия относительно деформаций [6]

(𝜆+ 2𝜇)
𝜕𝜀11
𝜕𝑥

+ 𝜆
𝜕𝜀22
𝜕𝑥

+ 2𝜇
𝜕𝜀12
𝜕𝑦

− 𝑓1 = 0,

(𝜆+ 2𝜇)
𝜕𝜀22
𝜕𝑦

+ 𝜆
𝜕𝜀11
𝜕𝑦

+ 2𝜇
𝜕𝜀12
𝜕𝑥

− 𝑓2 = 0,

(30)

из уравнения совместности деформаций [5]

(𝜆+ 2𝜇)
𝜕2𝜀11
𝜕𝑥2

+ 𝜇
𝜕2𝜀11
𝜕𝑦2

+ (𝜆+ 𝜇)
𝜕2𝜀22
𝜕𝑥2

− 𝑓3 = 0,

(𝜆+ 2𝜇)
𝜕2𝜀22
𝜕𝑦2

+ 𝜇
𝜕2𝜀22
𝜕𝑥2

+ (𝜆+ 𝜇)
𝜕2𝜀11
𝜕𝑦2

− 𝑓4 = 0,

𝜇(
𝜕2𝜀12
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝜀12
𝜕𝑦2

) + (𝜆+ 𝜇)(
𝜕2𝜀11
𝜕𝑥𝜕𝑦

+
𝜕2𝜀22
𝜕𝑥𝜕𝑦

) − 𝑓5 = 0,

(31)
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где 𝑓1 =

{︃
2(𝜇− 𝜇′)

(︁
1 − 𝜀*𝑢

𝜀𝑢

)︁(︁
𝜕𝑒11
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑒12
𝜕𝑦

+ 𝜕𝑒13
𝜕𝑧

)︁
при 𝜀𝑢 > 𝜀*𝑢,

0 при 𝜀𝑢 < 𝜀*𝑢,
аналогичном найдём

для остальных нелинейных частей.
В работе [8, 10, 12] показано, что с помощью уравнения равновесия (30) можно

показать, что первая группа уравнений совместности деформаций (нормальные ком-
поненты тензора деформаций) (31) эквивалентны первым трем уравнениям совмест-
ности деформаций [11]. Отсюда, можно заключить, что уравнение (31) также может
быть использовано в качестве условия совместности деформаций [12].

Уравнение равновесия (30) совместно с дифференциальным уравнением совмест-
ности деформаций (31) составляет краевую задачу в деформациях (задача А)

(𝜆+ 2𝜇)
𝜕𝜀11
𝜕𝑥

+ 𝜆
𝜕𝜀22
𝜕𝑥

+ 2𝜇
𝜕𝜀12
𝜕𝑦

− 𝑓1 = 0,

(𝜆+ 2𝜇)
𝜕𝜀22
𝜕𝑦

+ 𝜆
𝜕𝜀11
𝜕𝑦

+ 2𝜇
𝜕𝜀12
𝜕𝑥

− 𝑓2 = 0,

𝜇(
𝜕2𝜀12
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝜀12
𝜕𝑦2

) + (𝜆+ 𝜇)(
𝜕2𝜀11
𝜕𝑥𝜕𝑦

+
𝜕2𝜀22
𝜕𝑥𝜕𝑦

) − 𝑓3 = 0.

(32)

При выводе дифференциальных уравнений (32), уравнения равновесия были ис-
пользованы в продифференцированном виде. Поэтому, при формулировке краевых
задач, использование продифференцированных уравнений равновесия не вызывают
сомнения. Таким образом, получим ещё одну краевую задачу теории пластичности
в деформациях (Задача B)

(𝜆+ 2𝜇)
𝜕2𝜀11
𝜕𝑥2

+ 𝜆
𝜕2𝜀22
𝜕𝑥2

+ 2𝜇
𝜕2𝜀12
𝜕𝑥𝜕𝑦

− 𝜕

𝜕𝑥
𝑓1 = 0,

(𝜆+ 2𝜇)
𝜕2𝜀22
𝜕𝑦2

+ 𝜆
𝜕2𝜀11
𝜕𝑦2

+ 2𝜇
𝜕2𝜀12
𝜕𝑥𝜕𝑦

− 𝜕

𝜕𝑦
𝑓2 = 0,

𝜇(
𝜕2𝜀12
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝜀12
𝜕𝑦2

) + (𝜆+ 𝜇)(
𝜕2𝜀11
𝜕𝑥𝜕𝑦

+
𝜕2𝜀22
𝜕𝑥𝜕𝑦

) − 𝑓3 = 0,

(33)

соответствующими граничными и дополнительными условиями на основе уравнений
равновесия.

3 Численные модели и методы их решения
Теперь переходим построению численных моделей, рассмотренных задач. Постро-

ены конечно-разностные уравнения для двумерных нелинейных модельных уравне-
ний сформулированных относительно деформаций. Построены разностные схемы
для двумерных краевых задач теории пластичности. Наши исследования показы-
вают, что для численного решения линейных и нелинейных краевых задач теории
упругости и пластичности, удобным и достаточным является метод простой итера-
ции, метод Зейделя и метод переменных направлений. Для итерационных процес-
сов, организованных на основе конечно-разностных уравнений теории упругости и
пластичности разрешенных относительно диагональных элементов, удовлетворяют-
ся условия преобладания диагональных элементов.

Для построения конечно-разностной схемы длины сторон прямоугольной области
разделяя на 𝑁𝑘 можно найти, что ℎ𝑘 = 𝑙𝑘/𝑁𝑘, где 𝑘 = 1, 2.Тогда узловые точки имеют
вид

𝑥𝑖 = ℎ1 · 𝑖 , 𝑖 = 0, 𝑁1, 𝑦𝑗 = ℎ2 · 𝑗 , 𝑗 = 0, 𝑁2.
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Далее, заменяя производные в уравнениях (33) соответствующими разностными
отношениями, получим следующие конечно-разностные уравнения при 𝜀𝑢 > 𝜀*𝑢 [6, 9,
10, 14] для задачи Б.

(𝜆+ 2𝜇)
𝜀11𝑖+1,𝑗 − 2𝜀11𝑖,𝑗 + 𝜀11𝑖−1,𝑗

ℎ21
+ 𝜆

𝜀22𝑖+1,𝑗 − 2𝜀22𝑖,𝑗 + 𝜀22𝑖−1,𝑗

ℎ21
+ 2𝜇

𝜀12𝑖,𝑗+1 − 2𝜀12𝑖,𝑗 + 𝜀12𝑖,𝑗−1

ℎ22
−

− 2(𝜇− 𝜇′)(1 − 𝜀*𝑢
𝜀𝑢

)(
2(𝜀11𝑖+1,𝑗 − 2𝜀11𝑖,𝑗 + 𝜀11𝑖−1,𝑗)

3ℎ21
−
𝜀22𝑖+1,𝑗 − 2𝜀22𝑖,𝑗 + 𝜀22𝑖−1,𝑗

3ℎ21
) = 0.

(34)

Аналогичном образом найдём конечно-разностные уравнения для остальных
уравнений.

Для решения разностных уравнений (34) удобно применять метод прогонки по-
следовательно по соответствующим осям [11]. Для чего уравнение (34) записываем в
следующем виде, т.е., ⎧⎪⎨⎪⎩

𝛼01𝜀
11
0,𝑗

+ 𝛽01𝜀
11
1,𝑗

= 𝛾01,

𝑎𝑖𝜀
11
𝑖+1,𝑗

+ 𝑏𝑖𝜀
11
𝑖,𝑗

+ 𝑐𝑖𝜀
11
𝑖−1,𝑗

= 𝑓𝑥𝑖,𝑗,

𝛼02𝜀
11
𝑛−1,𝑗

+ 𝛽02𝜀
11
𝑛,𝑗

= 𝛾02,

(35)

где

𝑎𝑖 =
𝜆+ 2𝜇

ℎ21
, 𝑏𝑖 =

−2(𝜆+ 2𝜇)

ℎ21
, 𝑐𝑖 =

𝜆+ 2𝜇

ℎ21
,

𝑓𝑥𝑖,𝑗 = −𝜆
𝜀22𝑖+1,𝑗 − 2𝜀22𝑖,𝑗 + 𝜀22𝑖−1,𝑗

ℎ21
− 2𝜇

𝜀12𝑖,𝑗+1 − 2𝜀12𝑖,𝑗 + 𝜀12𝑖,𝑗−1

ℎ22
+

+2(𝜇− 𝜇′)(1 − 𝜀*𝑢
𝜀𝑢

)(
2(𝜀11𝑖+1,𝑗 − 2𝜀11𝑖,𝑗 + 𝜀11𝑖−1,𝑗)

3ℎ21
−
𝜀22𝑖+1,𝑗 − 2𝜀22𝑖,𝑗 + 𝜀22𝑖−1,𝑗

3ℎ21
).

Аналогичным образом остальные уравнения (33) могут быть риведены к трёх диа-
гональному виду, с различными коэффициентами.

4 Экспериментальные задачи
В качестве экспериментальной задачи была взята следующая задача: пусть пря-

моугольная пластина размером (2a,2b) находится под действием одноосной нагрузки
параболической формы, приложенной на противоположных сторонах перпендику-
лярных к оси [8, 12]. Остальные грани свободны от нагрузок т.е.

при 𝑥 = ±𝑎 : 𝜎11 = 𝑆0(1 − 𝑦2

𝑎2
), 𝜎12 = 0, (36)

при 𝑦 = ±𝑏 : 𝜎22 = 0, 𝜎21 = 0. (37)

Для рассматриваемой задачи, в работе Тимошенко-Гудьера [12], на основе усло-
вия минимизации энергии деформации с использованием функции напряжений Эри,
были найдены следующие выражения для компонентов тензора напряжений

𝜎11 = 𝑆(1 − 𝑦2

𝑎2
) − 0.1702𝑆(1 − 3𝑦2

𝑎2
)(1 − 𝑥2

𝑎2
)2,

𝜎22 = −0.1702𝑆(1 − 3𝑥2

𝑎2
)(1 − 𝑦2

𝑎2
)2,

𝜎12 = −0.6805𝑆
𝑥𝑦

𝑎2
(1 − 𝑥2

𝑎2
)(1 − 𝑦2

𝑎2
).

(38)
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Исходные данные имеют следующие безразмерные значения:

𝜆 = 0.8, 𝜇 = 0.5, 𝑙1 = 2𝑎, 𝑙2 = 2𝑏,

𝑎 = 𝑏 = 1, 𝑁1 = 𝑁2 = 10, 𝜇′ = 0.3, 𝜀*𝑢 = 0.32, 𝑆 = 1.

В таблице 1 сравнены значения напряжений 𝜎11, в середине пластины, полученные
по решению пластических задач сформулированных относительно перемещений и
деформаций, а также с результатамы Тимошенко-Гудьера [12] при 𝜀𝑢 < 𝜀*𝑢

Таблица 1 Сравнение тензора напряжений 𝜎11 при 𝑦 = 0
Задачи 𝑥 = −1 𝑥 = −0.8 𝑥 = −0.6 𝑥 = −0.4 𝑥 = −0.2 𝑥 = 0

Тимошенко–Гудьер 1.0000 0.9779 0.9303 0.8788 0.8431 0.8298
В перемещениях 0.9925 0.8791 0.8538 0.8214 0.7963 0.8214
В деформациях 1.0000 0.9818 0.9818 0.9818 0.9818 0.9818

Сравнения напряжений 𝜎11 показывают, что численные результаты, полученные
по итерационному методу относительно перемещений и методу прогонки относитель-
но деформаций очень близки, чем обеспечивается справедливость сформулированной
пластической задачи в деформациях, а также достоверность полученных численных
результатов. По рис. 1 можно сравнить графики распределения напряжений 𝜎11 в
середине 𝑥 = 0 плоской пластины по результатам Тимошенко-Гудьера (II) и задачи
в перемещениях (III) и а также задачи в деформациях (I). На рис. 1 желтой кривой
показана часть нагрузи параболической формы, приложенной по противоположным
граням пластины по оси 𝑂𝑋.

Рис. 1 Распределение напряжений 𝜎11 по результатам задачи о растяжении пластины по
параболической нагрузке: в деформациях(I) и перемещениях (III), а также Тимошенко-
Гудьера (II).
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Таблица 2 Сравнение тензора напряжений 𝜎11 при 𝑦 = 0

Пластические задачи 𝑥 = −1 𝑥 = −0.8 𝑥 = −0.6 𝑥 = −0.4 𝑥 = −0.2 𝑥 = 0
В перемещениях 0.9919 0.8339 0.7827 0.7417 0.7145 0.7051
В деформациях 1.0000 0.9457 0.9275 0.9229 0.9220 0.9221

В таблице 2 приведены значения напряжений, полученные по результатам числен-
ного решения пластических задач о растяжении прямоугольной пластины, сформу-
лированных относительно деформаций и перемещений при условии 𝜀𝑢 > 𝜀*𝑢. Заметим,
что значения напряжений вычисленные по результатам краевой задачи в перемеще-
ниях заниженные, что, по-видимому, происходит в результате погрешности аппрок-
симации граничных условий. В случае краевых задач в деформациях, граничные
условия удовлетворяются точно.

5 Заключение
Сформулирована плоская задача теории пластичности относительно деформа-

ций в рамках условий совместности Сен-Венана. Для сравнения численных резуль-
татов также рассмотрена пластическая задача о растяжении прямоугольной пласти-
ны в перемещениях. Сеточные уравнения относительно деформаций и перемещений
для прямоугольной пластины составлены конечно-разностным методом. Разностные
уравнения относительно перемещений и деформаций решены, соответственно, ите-
рационным методом и методом переменных направлений. Сравнением численных
результатов показана справедливость сформулированной пластической задачи отно-
сительно деформаций. Разработаны численные алгоритмы и соответствующее про-
граммное обеспечение для решения упругопластических краевых задач относительно
перемещений и деформаций.
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In this article, within the framework of the Saint-Venant compatibility conditions,
plane problems of plasticity theory formulated in terms of strains are presented, aimed
at investigating the stress-strain state of a rectangular plate under elastoplastic defor-
mation. The numerical implementation of the formulated problem is carried out using
the finite difference method, on the basis of which grid equations for the displacement
and strain components at the nodes of the rectangular computational domain are con-
structed. Spatial discretization enables the transition from the differential form of the
boundary-value problem to a system of algebraic finite-difference equations suitable for
stable and efficient numerical solution. In the development of the finite-difference scheme,
boundary conditions of various types are taken into account, adequately reflecting real
loading regimes and fixation conditions of the plate. The system of finite-difference
equations with respect to strains is solved using the alternating direction method, which
ensures an increase in computational efficiency and improved convergence when solving
problems with pronounced nonlinearity. The application of this method contributes to
reducing approximation errors while maintaining high accuracy of the obtained results.
A detailed comparison of numerical solutions obtained in formulations based on displace-
ments and strains under identical boundary and loading conditions is performed. The
analysis demonstrates their qualitative and quantitative agreement, manifested in the
close correspondence of strain and stress distributions throughout the entire domain of
the rectangular plate.
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