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Данная статья посвящена исследованию свойств решений системы уравнений
теплопроводности, связанной с нелинейными граничными условиями, построению
автомодельных решений и нахождению их асимптотик, а также построению чис-
ленных решений. На основе автомодельного анализа найдены условия глобальности
решений во времени и формирования неограниченных решений. В частности, най-
дены значения критической экспоненты типа Фуджиты и критической экспоненты
глобальности решения. Для решений системы уравнений теплопроводности, связан-
ной с нелинейными граничными условиями, получены нижние и верхние оценки.
Также предложен выбор начального приближения для итерационного процесса при
численном решении системы уравнений теплопроводности, связанной с нелинейны-
ми граничными условиями.
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1 Введение
В данной статье рассматривается следующая задача теплопроводности в много-

компонентных средах, выявленных в области 𝑄+ =
{︀

(𝑥, 𝑡) : 𝑥 ∈ 𝑅𝑁
+ , 0 < 𝑡 < +∞

}︀
,

связанная с нелинейными граничными условиями:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑢𝑖𝑡 = ∇

(︀
|∇𝑢𝑖|𝑚𝑖−1∇𝑢𝑖

)︀
, 𝑥 ∈ 𝑅𝑁

+ , 𝑡 > 0,

− |∇𝑢𝑖|𝑚𝑖−1 𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥1

= 𝑢𝑞𝑖𝑖+1, 𝑢𝑘+1 = 𝑢1, 𝑥1 = 0, 𝑡 > 0,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅𝑁
+ .

(1)

Здесь 𝑚𝑖 > 1, 𝑞𝑖 > 0, 𝑢0(𝑥) – непрерывная, неотрицательная, ограниченная функ-
ция. Она удовлетворяет следующим условиям: – |∇𝑢𝑖0|𝑚𝑖−1 𝜕𝑢𝑖0

𝜕𝑥1
= 𝑢𝑞𝑖(𝑖+1)0, 𝑥1 = 0, и

для некоторой точки 𝑥0 ∈ 𝑅𝑁
+ выполняется sup 𝑝𝑢0 ⊂ 𝐵𝑅(𝑥0) ∩𝑅𝑁

+ , 𝑢0 ̸= 0. При этом,
даже если начальное значение вне некоторой подобласти 𝑢0(𝑥)равно нулю, решения
могут за конечное время прийти в режим blow-up. Особенность уравнения (1) состо-
ит в том, что в нём коэффициент диффузии зависит от градиента. Уравнения такого
типа описывают процессы теплопроводности, зависящие от градиента.

Поскольку система уравнений (1) является вырождающейся, при 𝑢𝑖 (𝑥, 𝑡) = 0 или
|∇𝑢𝑖| = 0 она может не иметь классического решения. В связи с этим задачу (1) рас-
сматривают в классе обобщённых решений, где |∇𝑢𝑖|𝑚𝑖−1∇𝑢𝑖 ∈ 𝐶

(︀
𝑅𝑁

+ × (0, +∞)
)︀
,
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0 < 𝑢𝑖 ∈ 𝐶 (𝑄) , (𝑖 = 1, 2, ..., 𝑘), причем это решение удовлетворяет системе уравнений
(1) в смысле интегральных тождеств или в смысле распределений.

Рассматриваемая нами нелинейная математическая модель описывает многие фи-
зические и биологические процессы в многокомпонентных нелинейных средах. На-
пример, она при различных значениях параметров описывает процессы взаимной
диффузии, взаимную теплопроводность различных тел, горение, политропную филь-
трацию жидкости и газа, популяционные процессы биологических видов, распростра-
нение инфекционных заболеваний, взаимодействие тектонических плит и другие яв-
ления [10]. Задача (1) в частных случаях изучалась многими учёными.

В работах [1, 8] исследованы квазилинейные и нелинейные уравнения и их систе-
мы с нелинейными граничными условиями. В частности, в работе [9] Huang, Yin и
Wang расширили задачу из [4] на многомерный случай:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 = ∆𝑢𝑚, 𝑥 ∈ 𝑅𝑁
+ , 0 < 𝑡 < 𝑇,

− 𝜕𝑢𝑚

𝜕𝑥1
𝑢𝑝(𝑥, 𝑡), 𝑥1 = 0, 0 < 𝑡 < 𝑇,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅𝑁
+ .

(2)

Для указанной выше задачи они нашли критические показатели 𝑝0 = 1
2
(𝑚 + 1)

и 𝑝𝑐 = 𝑚 + 1
𝑁
. Однако критические показатели задачи из работы [4] в многомерном

случае до настоящего времени оставались неизвестными.
В работе [10] Wanjian Du и Zhongping Li исследовали уравнение теплопроводности

𝑢𝑡 = ∇
(︀
|∇𝑢|𝑚−1∇𝑢

)︀
, (𝑚 > 1) , 𝑥 ∈ 𝑅𝑁 , 𝑡 > 0,

в многомерном случае при нелинейном граничном условии – |∇𝑢|𝑚−1 𝜕𝑢
𝜕𝑥1

= 𝑢𝑝, 𝑥1 =
= 0, 𝑡 > 0. Путём построения автомодельных верхних и нижних решений они нашли
критический показатель глобального (по времени) существования, а также критиче-
ский показатель типа Фуджиты.

В работе [11] для следующих уравнений быстрой диффузии, не относящихся
к ньютоновскому типу, были определены критические показатели, а также найде-
ны условия существования глобального решения и возникновения неограниченного
(blow-up) решения.

𝑢𝑖𝑡 =
(︀
|𝑢𝑖𝑥|𝑚𝑖−1𝑢𝑖𝑥

)︀
𝑥
, (𝑖 = 1, 2, ..., 𝑘), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑅+ × (0,+∞). (3)

Уравнения взаимосвязаны между собой посредством нелинейного граничного
условия:

|𝑢𝑖𝑥|𝑚𝑖−1𝑢𝑖𝑥 (0, 𝑡) = 𝑢𝑝𝑖𝑖+1(0, 𝑡), (𝑖 = 1, 2, ..., 𝑘), 𝑢𝑘+1 := 𝑢1, 𝑡 ∈ (0,+∞), (4)

𝑢𝑖(𝑥, 0) = 𝑢𝑖0(𝑥), (𝑖 = 1, 2, ..., 𝑘), 𝑥 ∈ 𝑅+. (5)

Начальные условия не тождественны нулю, неотрицательны, ограничены и до-
статочно гладки. Здесь 0 < 𝑚𝑖 < 1, 𝑝𝑖 > 0. Поскольку уравнения (3) относятся к
типу быстрой диффузии, решение системы (3)–(5) при любом 𝑡 > 0 принимает по-
ложительные значения во всём фазовом пространстве. Для системы ньютоновского
типа, обладающей свойством быстрой диффузии, они построили критический по-
казатель нелинейной граничной задачи. С помощью построения верхних и нижних
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автомодельных решений были найдены критические показатели глобального суще-
ствования решения и типа Фуджиты.

В [13] были определены критические экспоненты типа Фуджиты между глобаль-
ным существованием решения и неограниченным состоянием решения за конечное
время.

М. Арипов и др. [14] рассмотрели следующую проблему:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜕𝑡𝑢 = 𝜕𝑥

(︁⃒⃒
𝜕𝑥𝑢

𝑘
𝑖

⃒⃒𝑚−1
𝜕𝑥𝑢

𝑘
𝑖

)︁
+ 𝑢𝑝𝑖𝑖 , 𝑥 ∈ 𝑅+, 𝑡 > 0,

−
⃒⃒
𝜕𝑥𝑢

𝑘
𝑖

⃒⃒𝑚−1
𝜕𝑥𝑢

𝑘
𝑖 = 𝑢𝑞𝑖3−𝑖, 𝑥 = 0, 𝑡 > 0,

𝑢𝑖 (𝑥, 0) = 𝑢𝑖0 (𝑥) , 𝑥 ∈ 𝑅+,

(6)

где𝑚 > 1, 𝑘 > 1, 𝑞𝑖, 𝑝𝑖 > 0, и 𝑖 = 1, 2, числовые параметры. Они изучили глобальную
разрешимость и неразрешимость (6) и обнаружили следующие критические кривые,
которые гарантировали существование глобального решения:(︁∏︁

2
𝑖=1𝑞𝑖

)︁
𝑐
6
∏︁2

𝑖=1

𝑚 (𝑘 + 1 − 𝑝𝑖)

𝑚+ 1
,

min

{︂
𝑞𝑖 (𝑚+ 1) − 𝑚 (𝑝3−𝑖 − 1) (𝑝𝑖 + 𝑘)

𝑝𝑖 − 1

}︂
= 0.

Кроме того, они также показали существование неограниченного решения для
некоторых достаточно больших начальных данных.

Авторы работы [15] получили аналогичные результаты для следующей системы:⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕𝑡𝑢𝑖 = ∇

(︀
|∇𝑢𝑚𝑖

𝑖 |𝑝𝑖−2∇𝑢𝑚𝑖
𝑖

)︀
, 𝑥 ∈ 𝑅𝑁

+ , 𝑡 > 0,

− |∇𝑢𝑚𝑖 |
𝑝𝑖−2∇𝑢𝑚𝑖

𝑖 = 𝑢𝛽𝑖1 𝑢
𝑞𝑖
2 , 𝑥 = 0, 𝑡 > 0,

𝑢𝑖 (𝑥, 0) = 𝑢𝑖0 (𝑥) , 𝑥 ∈ 𝑅𝑁
+ ,

где 𝑚𝑖 > 1, 𝑝𝑖 > 1 + 1/𝑚𝑖, 𝛽𝑖, 𝑞𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2.

Они показали следующие критические кривые:

0 < 𝑞1𝛽2 6
∏︁𝑘

𝑖=1
[(𝑚𝑖 + 1) (1 − 1/𝑝𝑖) − 𝛽𝑖 (2 − 𝑖) − 𝑞3−𝑖 (𝑖− 1)],

min {𝑁𝜆𝑖 − 𝛼𝑖} = 0, 𝑖 = 1, 2.

Классические модели часто опираются на линейную диффузию, однако мно-
гие сложные процессы в экономике [16], а также в обработке изображений [17, 18],
управляются более сложными, вырожденными и нелокальными механизмами пере-
носа [18].

В [19, 20] были изучены свойства одной и двух нелинейных задач диффузии, за-
данных нелинейными граничными условиями. Также были получены критический
показатель типа Фуджиты и критический показатель глобального существования.

В [21] изучается условие глобального существования и не существования реше-
ния нелинейной системы кросс-диффузии с нелинейными граничными условиями.
Установлены критические экспоненты типа Фуджита и критические экспоненты для
глобального существования решения.
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Определение. [12] Функция 𝑢𝑖(𝑥, 𝑡) называется верхним (нижним) решением за-
дачи (1) в области 𝑄, если 𝑢𝑖(𝑥, 𝑡) = 0 в 𝑄∖𝐷𝑡, где 𝐷𝑡 = {𝑥 < 𝑙(𝑡)} × (0; +∞) ,
𝑢𝑖1(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶1,2

𝑡,𝑥 (𝐷𝑡)∩𝐶(𝑄), |∇𝑢𝑖|𝑚𝑖−1 𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥1

∈ 𝐶(𝑄), и выполняются следующие условия:

𝑢𝑖𝑡 > (6)∇
(︀
|∇𝑢𝑖|𝑚𝑖−1∇𝑢𝑖

)︀
,

−|∇𝑢𝑖|𝑚𝑖−1 𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥1

> (6)𝑢𝑞𝑖𝑖+1,

𝑢(𝑥, 0) > (6)𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅.

2 Методология исследования

Используя уравнение (1) 𝑟 =
𝑁∑︀
𝑖=1

√︀
𝑥2𝑖 , 𝜕𝑟

𝜕𝑥𝑖
= 2𝑥𝑖

2
𝑁∑︀
𝑖=1

√
𝑥2𝑖

= 𝑥𝑖
𝑟

выполним следующие

преобразования:

∇𝑢𝑖 =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑖

=
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑟

𝜕𝑟

𝜕𝑥𝑖
=
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑟

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜕𝑟

𝜕𝑥𝑖
=
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑟

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖
𝑟
,

|∇𝑢𝑖| =

⎯⎸⎸⎷ 𝑁∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
=

⎯⎸⎸⎷ 𝑁∑︁
𝑖=1

𝑥2𝑖
𝑟2

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒2
=

⎯⎸⎸⎷ 1

𝑟2

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒2 𝑁∑︁
𝑖=1

𝑥2𝑖 =

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
,

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︃⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒𝑚𝑖−1
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑟

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖
𝑟

)︃
=

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑟

𝜕𝑟

𝜕𝑥𝑖

(︃⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒𝑚𝑖−1
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑟

)︃
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖
𝑟

+

+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒𝑚𝑖−1
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑟

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑟

(︃
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖
𝑟

)︃
=

𝜕

𝜕𝑟

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜕𝑟

𝜕𝑥𝑖

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖
𝑟

(︃⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒𝑚𝑖−1
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑟

)︃
+

+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒𝑚𝑖−1
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑟

𝑁 − 1

𝑟
=

[︃
𝜕

𝜕𝑟

(︃⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒𝑚𝑖−1
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑟

)︃
+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒𝑚𝑖−1
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑟

𝑁 − 1

𝑟

]︃
𝑟𝑁−1 1

𝑟𝑁−1
=

= 𝑟1−𝑁

[︃
𝑟𝑁−1 𝜕

𝜕𝑟

(︃⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒𝑚𝑖−1
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑟

)︃
+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒𝑚𝑖−1
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑟

(𝑁 − 1) 𝑟𝑁−2

]︃
.

Уравнение (1) приводим к радиально-симметричному виду:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑡

= 𝑟1−𝑁
𝜕

𝜕𝑟

[︃
𝑟𝑁−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒𝑚𝑖−1
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑟

]︃
,

−
⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒𝑚𝑖−1
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑟1

= 𝑢𝑞𝑖𝑖+1.

(7)

Для построения системы автомодельных уравнений решение системы уравнений
(7) будем искать в следующем виде:

𝑢̄𝑖(𝑥, 𝑡) = (𝜏 + 𝑡)−𝛼𝑖𝑔𝑖(𝜂𝑖), 𝜂𝑖 = 𝑥(𝜏 + 𝑡)−𝛽𝑖 , (8)
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здесь 𝛼𝑖 + 1 = 𝛽𝑖 + (𝛼𝑖 + 𝛽𝑖)𝑚𝑖, 𝑚𝑖(𝛼𝑖 + 𝛽𝑖) = 𝛼𝑖+1q𝑖, (𝑖 = 1, 2, ..., 𝑘). В результате
вычислений уравнение (7) приводится к следующему виду:⎧⎪⎨⎪⎩

𝜂1−𝑁
(︁
𝜂𝑁−1

⃒⃒
(𝑔𝑖)

′⃒⃒𝑚𝑖−1
(𝑔𝑖)

′
)︁′

(𝜂𝑖) + 𝛼𝑖𝑔𝑖 (𝜂𝑖) + 𝜂𝑖𝛽𝑖𝑔
′
𝑖 (𝜂𝑖) = 0,

−
⃒⃒
(𝑔𝑖)

′⃒⃒𝑚𝑖−1 𝜕𝑔𝑖
𝜕𝜂1

= 𝑔𝑞𝑖𝑖+1(𝜂𝑖+1), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑘.
(9)

Автомодельное решение задачи (8) будем искать в следующем виде:

𝑔𝑖(𝜂𝑖) =
(︁
𝑎𝑖 − 𝑏𝑖𝜂𝑖

1+𝑚𝑖
𝑚𝑖

)︁ 𝑚𝑖
𝑚𝑖−1

, (10)

здесь 𝑎𝑖 > 0, 𝑏𝑖 = 1−𝑚𝑖

𝑚𝑖+1
(−𝛽𝑖)

1
𝑚𝑖 , 𝑦+ = max(0, 𝑦).

Теорема 1. Если выполнено условие min {𝑁𝛽𝑖 − 𝛼𝑖} > 0, то решение задачи (1)
является глобальным.

Доказательство. Доказательство теоремы (1) основано на методе сравнения ре-
шений. Для этого в области 𝑄+ =

{︀
(𝑥, 𝑡) : 𝑥 ∈ 𝑅𝑁

+ , 0 < 𝑡 < +∞
}︀

построим сравнива-
емое решение следующего вида:

𝑢̄𝑖+(𝑥, 𝑡) = (𝜏 + 𝑡)−𝛼𝑖𝑔𝑖(𝜂𝑖), (11)

здесь 𝜂𝑖 = 𝑥(𝜏 + 𝑡)−𝛽𝑖 , 𝛼𝑖 = −𝛼1𝑞𝑖(1+𝑚𝑖)−𝑚𝑖

2𝑚𝑖
, 𝛽𝑖 = 𝑚𝑖−𝛼1(1−𝑚𝑖)𝑞𝑖

2𝑚𝑖
.

Чтобы 𝑢̄+(𝑥, 𝑡) было верхним решением задачи (1), функция 𝑔𝑖(𝜂𝑖) должна удо-
влетворять следующему неравенству:

𝑑𝑔𝑖
𝑑𝜂𝑖

= −𝑏𝑖
1 +𝑚𝑖

𝑚𝑖 − 1

(︁
𝑎𝑖 − 𝑏𝑖𝜂𝑖

1+𝑚𝑖
𝑚𝑖

)︁ 1
𝑚𝑖−1

𝜂𝑖
1

𝑚𝑖 , (12)

𝑑

𝑑𝜂𝑖

(︂
𝜂𝑖
𝑁
(︁
𝑎𝑖 − 𝑏𝑖𝜂𝑖

1+𝑚𝑖
𝑚𝑖

)︁ 𝑚𝑖
𝑚𝑖−1

)︂
=

= 𝜂𝑖
𝑁−1

(︂
𝑁
(︁
𝑎𝑖 − 𝑏𝑖𝜂𝑖

1+𝑚𝑖
𝑚𝑖

)︁ 𝑚𝑖
𝑚𝑖−1

− 𝑏𝑖
1 +𝑚𝑖

𝑚𝑖 − 1
𝜂𝑖

1
𝑚𝑖

(︁
𝑎𝑖 − 𝑏𝑖𝜂𝑖

1+𝑚𝑖
𝑚𝑖

)︁ 1
𝑚𝑖−1

𝜂𝑖

)︂
,

(13)

из равенства (10) получаем (12) и (13) и, подставляя их в (9), приходим к следую-
щему:

𝜂𝑖
1−𝑁 𝑑

𝑑𝜂𝑖

(︂
𝜂𝑖
𝑁−1

(︂
−𝑏𝑖

1 +𝑚𝑖

𝑚𝑖 − 1

)︂𝑚𝑖

𝜂𝑖

(︁
𝑎𝑖 − 𝑏𝑖𝜂𝑖

1+𝑚𝑖
𝑚𝑖

)︁ 𝑚𝑖
𝑚𝑖−1

)︂
+ 𝛼𝑖𝑔𝑖 (𝜂𝑖) +

+𝜂𝑖𝛽𝑖

(︂
−𝑏𝑖

1 +𝑚𝑖

𝑚𝑖 − 1

)︂(︁
𝑎𝑖 − 𝑏𝑖𝜂𝑖

1+𝑚𝑖
𝑚𝑖

)︁ 1
𝑚𝑖−1

𝜂
1

𝑚𝑖
𝑖 6 0,

𝜂𝑖
1−𝑁
(︂
−𝑏𝑖

1 +𝑚𝑖

𝑚𝑖 − 1

)︂𝑚𝑖

𝜂𝑖
𝑁−1

(︂
𝑁
(︁
𝑎𝑖 − 𝑏𝑖𝜂𝑖

1+𝑚𝑖
𝑚𝑖

)︁ 𝑚𝑖
𝑚𝑖−1

− 𝑏𝑖
1 +𝑚𝑖

𝑚𝑖 − 1
𝜂𝑖

1
𝑚𝑖×

×
(︁
𝑎𝑖 − 𝑏𝑖𝜂𝑖

1+𝑚𝑖
𝑚𝑖

)︁ 1
𝑚𝑖−1

𝜂𝑖

)︂
+ 𝛼𝑖𝑔𝑖 (𝜂𝑖) +

+𝜂𝑖𝛽𝑖

(︂
−𝑏𝑖

1 +𝑚𝑖

𝑚𝑖 − 1

)︂(︁
𝑎𝑖 − 𝑏𝑖𝜂𝑖

1+𝑚𝑖
𝑚𝑖

)︁ 1
𝑚𝑖−1

𝜂
1

𝑚𝑖
𝑖 6 0,
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−𝛽𝑖𝑁
(︁
𝑎𝑖 − 𝑏𝑖𝜂𝑖

1+𝑚𝑖
𝑚𝑖

)︁ 𝑚𝑖
𝑚𝑖−1

+ 𝜂𝑖𝛽𝑖𝑏𝑖
1 +𝑚𝑖

𝑚𝑖 − 1

(︁
𝑎𝑖 − 𝑏𝑖𝜂𝑖

1+𝑚𝑖
𝑚𝑖

)︁ 1
𝑚𝑖−1

𝜂
1

𝑚𝑖
𝑖 + 𝛼𝑖𝑔𝑖 (𝜂𝑖) +

−𝜂𝑖𝛽𝑖𝑏𝑖
1 +𝑚𝑖

𝑚𝑖 − 1

(︁
𝑎𝑖 − 𝑏𝑖𝜂𝑖

1+𝑚𝑖
𝑚𝑖

)︁ 1
𝑚𝑖−1

𝜂
1

𝑚𝑖
𝑖 6 0,

+𝛽𝑖𝑁𝑔𝑖 (𝜂𝑖) + 𝛼𝑖𝑔𝑖 (𝜂𝑖) 6 0,

𝑔𝑖 (𝜂𝑖) (𝛼𝑖 − 𝛽𝑖𝑁) 6 0. (14)

Таким образом, для того чтобы 𝑔𝑖 (𝜂𝑖) > 0 необходимо выполнение условия
min {𝑁𝛽𝑖 − 𝛼𝑖} > 0.

Замечания 1. Теорема 1 показывает, что критической экспонентой типа Фуджи-
та является условие min {𝑁𝛽𝑖 − 𝛼𝑖} = 0.

Введем обозначения

𝑞𝑖0 =
2𝑚𝑖

𝑚𝑖 + 1
, 𝑞𝑖𝑐 =

(𝑁 + 1)𝑚𝑖

𝛼1 [(𝑚𝑖 + 1) + (𝑚𝑖 − 1)𝑁 ]
,

где 𝑞0 является критической экспонентой глобального существования решения, а 𝑞𝑖𝑐
является критической экспонентой типа Фуджита.

Теорема 2. Если выполнено условие 𝑞𝑖0 < 𝑞𝑖 < 𝑞𝑖𝑐, то любое нетривиальное
решение задачи (1) за конечное время становится неограниченным (blow-up).

Доказательство. Рассмотрим следующую функцию:

𝑢𝐵𝑖(𝑥, 𝑡) = (𝜏 + 𝑡)
− 𝑁

𝑚𝑖(𝑁+1)+1−𝑁 𝑔𝑖(𝜂𝑖), 𝜂𝑖 = 𝑥(𝜏 + 𝑡)
− 1

𝑚𝑖(𝑁+1)+1−𝑁 , (15)

𝑔𝑖(𝜂𝑖) =
(︁
𝑎𝑖 − 𝑏𝑖𝜂𝑖

1+𝑚𝑖
𝑚𝑖

)︁ 𝑚𝑖
𝑚𝑖−1

, 𝑏𝑖 =
1 −𝑚𝑖

𝑚𝑖 + 1

(︂
1

𝑚𝑖(𝑁 + 1) + 1 −𝑁

)︂ 1
𝑚𝑖−1

, (16)

здесь 𝑎𝑖 > 0 .
Проверим, что для 𝜂𝑖 ∈ {𝜂 > 0 |𝑔𝑖(𝜂𝑖) > 0} выполняются следующие условия: −

−
⃒⃒
(𝑔𝑖)

′⃒⃒𝑚𝑖−1 𝜕𝑔
𝜕𝜂1

⃒⃒⃒
𝜂1=0

= 0 и

𝜂1−𝑁
𝑑

𝑑𝜂𝑖

(︃
𝜂𝑁−1

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑔𝑖
𝑑𝜂𝑖

⃒⃒⃒⃒𝑚𝑖−1
𝑑𝑔𝑖
𝑑𝜂𝑖

)︃
+

𝑁

𝑚𝑖(𝑁 + 1) + 1 −𝑁
𝑔𝑖 (𝜂𝑖) +

+
1

𝑚𝑖(𝑁 + 1) + 1 −𝑁
𝜂𝑖
𝑑𝑔𝑖
𝑑𝜂𝑖

= 0. (17)

Пользуясь известными свойствами обобщённого решения задачи (1), видим, что
при 𝑡0 > 0 выполняется 𝑢𝑖(0, 𝑡0) > 0. Следовательно, существуют 𝜏 > 0 и 𝑎𝑖 > 0
такие, что 𝑢𝑖 (𝑥, 𝑡0) > 𝑢𝐵𝑖(𝑥, 𝑡0), 𝑥 ∈ 𝑅𝑁

+ .
Прямые вычисления показывают, что 𝑢𝐵𝑖(𝑥, 𝑡) является нижним решением задачи

(1) в области 𝑅𝑁
0 × (𝑡0,+∞). По принципу сравнения решений получаем: 𝑢𝑖 (𝑥, 𝑡) >

𝑢𝐵𝑖(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑅𝑁
+ × (𝑡0,+∞) . Теперь пусть 𝑡* > 𝑡0 и 𝑇 достаточно велико, тогда

𝑢𝐵𝑖(𝑥, 𝑡*) > 𝑢̄𝑖 (𝑥, 0) , 𝑥 ∈ 𝑅𝑁
+ , (18)

здесь 𝑢̄𝑖 (𝑥, 𝑡) задано в (11).
После простых вычислений из (18) получаем:

(𝜏 + 𝑡)
− 𝑁

𝑚𝑖(𝑁+1)+1−𝑁 > (𝜏 + 𝑡)
−𝛼1𝑞𝑖(𝑚𝑖+1)+𝑚𝑖

2𝑚𝑖 , (19)



Свойства решений систем уравнений теплопроводности . . . 49

(𝜏 + 𝑡)
− 1

𝑚𝑖(𝑁+1)+1−𝑁 6 (𝜏 + 𝑡)
−𝛼1𝑞𝑖(1−𝑚𝑖)+𝑚𝑖

2𝑚𝑖 . (20)

Таким образом, если 𝑞𝑖 6 (𝑁+1)𝑚𝑖

𝛼1[(𝑚𝑖+1)+(𝑚𝑖−1)𝑁 ]
, то

𝛼1𝑞𝑖(1 +𝑚𝑖) +𝑚𝑖

2𝑚𝑖(𝑚𝑖(𝑁 + 1) + 1 −𝑁)
6

𝑁 (𝛼1𝑞𝑖(1 −𝑚𝑖) +𝑚𝑖)

2𝑚𝑖(𝑚𝑖(𝑁 + 1) + 1 −𝑁)
.

Поэтому при достаточно больших и неравенства (19) и (20) выполняются. Сле-
довательно 𝑢𝑖(𝑥, 𝑡*) > 𝑢𝐵𝑖 (𝑥, 𝑡*) , 𝑥 ∈ 𝑅𝑁

+ . По принципу сравнения решений отсюда
вытекает, что функция 𝑢𝑖(𝑥, 𝑡) за конечное время становится неограниченной (blow-
up).

Теорема 3. Для компактно поддержанных решений задачи (9) при 𝜂𝑖 →
(︁
𝑎𝑖
𝑏𝑖

)︁ 𝑚𝑖
𝑚𝑖+1

имеет место следующая асимптотика:

𝑔𝑖(𝜂𝑖) = 𝑔𝑖 (1 + 𝑜 (1)) . (21)

Доказательство. Представим решение задачи (1) в виде

𝑔𝑖(𝜂𝑖) = 𝑔𝑖(𝜂𝑖)𝑤𝑖(𝜏𝑖), (22)

здесь 𝜏𝑖 = − ln

(︂
𝑎𝑖 − 𝑏𝑖𝜂

1+𝑚𝑖
𝑚𝑖

𝑖

)︂
, а функции 𝑤𝑖 (𝜏𝑖)− неотрицательны и ограничены.

Подставляя (22) в задачу (9), получаем следующее выражение:

𝑑𝑔𝑖
𝑑𝜂𝑖

=
𝑑
−
𝑔 𝑖
𝑑𝜏𝑖

𝑑𝜏𝑖
𝑑𝜂𝑖

𝑤𝑖(𝜏𝑖) + 𝑔𝑖(𝜂𝑖)
𝑑𝑤𝑖
𝑑𝜏𝑖

𝑑𝜏𝑖
𝑑𝜂𝑖

=
𝑑𝜏𝑖
𝑑𝜂𝑖

⎡⎣𝑑−𝑔 𝑖
𝑑𝜏𝑖

𝑤𝑖(𝜏𝑖) + 𝑔𝑖(𝜂𝑖)
𝑑𝑤𝑖
𝑑𝜏𝑖

⎤⎦ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
−
𝑔 𝑖 = 𝑒

−𝜏𝑖·
𝑚𝑖

𝑚𝑖−1

𝑑
−
𝑔 𝑖
𝑑𝜏𝑖

= − 𝑚𝑖

𝑚𝑖 − 1
𝑒
−𝜏𝑖·

𝑚𝑖
𝑚𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝜏𝑖 = − ln(𝑎𝑖 − 𝑏𝑖𝜂𝑖
1+𝑚𝑖
𝑚𝑖 )

𝑑𝜏𝑖
𝑑𝜂𝑖

= − 1

𝑎𝑖 − 𝑏𝑖𝜂𝑖
1+𝑚𝑖
𝑚𝑖

(︂
−𝑏𝑖

1 +𝑚𝑖

𝑚𝑖

𝜂𝑖
1+𝑚𝑖
𝑚𝑖

−1

)︂
=

=
𝑏𝑖𝜂𝑖

1
𝑚𝑖

𝑎𝑖 − 𝑏𝑖𝜂𝑖
1+𝑚𝑖
𝑚𝑖

1 +𝑚𝑖

𝑚𝑖

=
𝑏𝑖
𝑒−𝜏𝑖

1 +𝑚𝑖

𝑚𝑖

𝜂𝑖
1

𝑚𝑖 .

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

=

=
𝑏𝑖(𝑚𝑖 + 1)𝑒𝜏𝑖

𝑚𝑖

𝜂𝑖
1

𝑚𝑖

[︂
− 𝑚𝑖

𝑚𝑖 − 1
𝑒
−𝜏𝑖

𝑚𝑖
𝑚𝑖−1𝑤𝑖 (𝜏𝑖) + 𝑒

−𝜏𝑖
𝑚𝑖

𝑚𝑖−1 (𝑤𝑖 (𝜏𝑖))
′
]︂

=

= 𝑏𝑖(𝑚𝑖 + 1)𝜂𝑖
1

𝑚𝑖 𝑒
−𝜏𝑖 1

𝑚𝑖−1

[︂
(𝑤𝑖 (𝜏𝑖))

′

𝑚𝑖

− 𝑤𝑖 (𝜏𝑖)

𝑚𝑖 − 1

]︂
,

𝑑

𝑑𝜂𝑖
=

𝑑

𝑑𝜏𝑖

𝑑𝜏𝑖
𝑑𝜂𝑖

= −𝑏𝑖(𝑚𝑖 + 1)𝑒𝜏𝑖

𝑚𝑖

𝜂𝑖
1

𝑚𝑖
𝑑

𝑑𝜏𝑖
.

С помощью найденных равенств

𝑏𝑖
𝑚𝑖+1− 𝑁𝑚𝑖

𝑚𝑖−1 (𝑚𝑖 + 1)𝑚𝑖+1 1

𝑚𝑖𝑒−𝜏𝑖
𝜂𝑖

1
𝑚𝑖

+1−𝑁 𝑑

𝑑𝜂𝑖

[︂(︀
𝑎𝑖 − 𝑒−𝜏𝑖

)︀ 𝑁𝑚𝑖
𝑚𝑖+1 𝑒

−𝜏𝑖
𝑚𝑖

𝑚𝑖−1×



50 Зарипова А.Р.

×
[︂

(𝑤𝑖 (𝜏𝑖))
′

𝑚𝑖

− 𝑤𝑖 (𝜏𝑖)

𝑚𝑖 − 1

]︂𝑚𝑖]︂
+ 𝛼𝑖𝑒

−𝜏𝑖
𝑚𝑖

𝑚𝑖−1𝑤𝑖(𝜏𝑖)+

+𝛽𝑖𝑏𝑖(𝑚𝑖 + 1)𝜂𝑖
1+ 1

𝑚𝑖 𝑒
−𝜏𝑖

𝑚𝑖
𝑚𝑖−1

[︂
(𝑤𝑖 (𝜏𝑖))

′

𝑚𝑖

− 𝑤𝑖 (𝜏𝑖)

𝑚𝑖 − 1

]︂
= 0,

(23)

получаем выражение (23). Введём следующие обозначения:

𝐿(𝑤𝑖) =
(𝑤𝑖 (𝜏𝑖))

′

𝑚𝑖

− 𝑤𝑖 (𝜏𝑖)

𝑚𝑖 − 1
.

В результате

𝑏𝑖
𝑚𝑖+1− 𝑁𝑚𝑖

𝑚𝑖−1 (𝑚𝑖 + 1)𝑚𝑖+1 1

𝑚𝑖𝑒−𝜏𝑖
𝜂𝑖

1
𝑚𝑖

−1−𝑁 𝑑

𝑑𝜏𝑖

[︂(︀
𝑎𝑖 − 𝑒−𝜏𝑖

)︀ 𝑁𝑚𝑖
𝑚𝑖+1 𝑒

−𝜏𝑖
𝑚𝑖

𝑚𝑖−1𝐿
𝑚𝑖 (𝑤𝑖)

]︂
+

+𝛼𝑖𝑒
−𝜏𝑖

𝑚𝑖
𝑚𝑖−1𝑤𝑖(𝜏𝑖) + 𝛽𝑖𝑏𝑖(𝑚𝑖 + 1)𝜂𝑖

1+ 1
𝑚𝑖 𝑒

−𝜏𝑖 1
𝑚𝑖−1𝐿(𝑤𝑖) = 0. (24)

Из (24) вычисляем 𝑑
𝑑𝜏𝑖

:

𝑑

𝑑𝜏𝑖

[︂(︀
𝑎𝑖 − 𝑒−𝜏𝑖

)︀ 𝑁𝑚𝑖
𝑚𝑖+1 𝑒

−𝜏𝑖
𝑚𝑖

𝑚𝑖−1

]︂
= −𝑒−𝜏𝑖 𝑁𝑚𝑖

𝑚𝑖 + 1

(︀
𝑎𝑖 − 𝑒−𝜏𝑖

)︀ 𝑁𝑚𝑖
𝑚𝑖+1

−1
𝑒
− 𝑚𝑖

𝑚𝑖−1
𝜏𝑖−

− 𝑚𝑖

𝑚𝑖 − 1

(︀
𝑎𝑖 − 𝑒−𝜏𝑖

)︀ 𝑁𝑚𝑖
𝑚𝑖+1 𝑒

− 𝑚𝑖
𝑚𝑖−1

𝜏𝑖 = 𝑒
− 𝑚𝑖

𝑚𝑖−1
𝜏𝑖
(︀
𝑎𝑖 − 𝑒−𝜏𝑖

)︀ 𝑁𝑚𝑖
𝑚𝑖+1×

×
[︂
𝑁𝑚𝑖

𝑚𝑖 + 1
𝑒−𝜏𝑖

(︀
𝑎𝑖 − 𝑒−𝜏𝑖

)︀−1 − 𝑚𝑖

𝑚𝑖 − 1

]︂
,

𝑑

𝑑𝜏𝑖

[︂(︀
𝑎𝑖 − 𝑒−𝜏𝑖

)︀ 𝑁𝑚𝑖
𝑚𝑖+1 𝑒

−𝜏𝑖
𝑚𝑖

𝑚𝑖−1𝐿
𝑚𝑖 (𝑤𝑖)

]︂
= 𝑒

− 𝑚𝑖
𝑚𝑖−1

𝜏𝑖
(︀
𝑎𝑖 − 𝑒−𝜏𝑖

)︀ 𝑁𝑚𝑖
𝑚𝑖+1×

×
[︂
𝑁𝑚𝑖

𝑚𝑖 + 1
𝑒−𝜏𝑖

(︀
𝑎𝑖 − 𝑒−𝜏𝑖

)︀−1 − 𝑚𝑖

𝑚𝑖 − 1

]︂
𝐿

𝑚𝑖 (𝑤𝑖)+

+𝑒
− 𝑚𝑖

𝑚𝑖−1
𝜏𝑖
(︀
𝑎𝑖 − 𝑒−𝜏𝑖

)︀ 𝑁𝑚𝑖
𝑚𝑖+1

𝑑

𝑑𝜏𝑖
(𝐿(𝜏𝑖))

𝑚𝑖 = 𝑒
− 𝑚𝑖

𝑚𝑖−1
𝜏𝑖
(︀
𝑎𝑖 − 𝑒−𝜏𝑖

)︀ 𝑁𝑚𝑖
𝑚𝑖+1×

×
[︂[︂

𝑁𝑚𝑖

𝑚𝑖 + 1
𝑒−𝜏𝑖

(︀
𝑎𝑖 − 𝑒−𝜏𝑖

)︀−1 − 𝑚𝑖

𝑚𝑖 − 1

]︂
𝐿

𝑚𝑖 (𝑤𝑖) +
𝑑

𝑑𝜏𝑖
(𝐿(𝜏𝑖))

𝑚𝑖

]︂
= 0, (25)

подставляя (25) в (24)

𝑏𝑖
𝑚𝑖+1− 𝑁𝑚𝑖

𝑚𝑖−1 (𝑚𝑖 + 1)𝑚𝑖+1 1

𝑚𝑖

𝑒𝜏𝑖𝜂𝑖
1

𝑚𝑖
+1−𝑁

𝑒
− 𝑚𝑖

𝑚𝑖−1
𝜏𝑖
(︀
𝑎𝑖 − 𝑒−𝜏𝑖

)︀ 𝑁𝑚𝑖
𝑚𝑖+1×

×
[︂[︂

𝑁𝑚𝑖

𝑚𝑖 + 1
𝑒−𝜏𝑖

(︀
𝑎𝑖 − 𝑒−𝜏𝑖

)︀−1− 𝑚𝑖

𝑚𝑖 − 1

]︂
𝐿

𝑚𝑖 (𝑤𝑖) +
𝑑

𝑑𝜏𝑖
(𝐿(𝜏𝑖))

𝑚𝑖

]︂
+

+𝛼𝑖𝑒
−𝜏𝑖

𝑚𝑖
𝑚𝑖−1𝑤𝑖(𝜏𝑖) + 𝛽𝑖𝑏𝑖(𝑚𝑖 + 1)𝜂𝑖

1+ 1
𝑚𝑖 𝑒

−𝜏𝑖 1
𝑚𝑖−1𝐿(𝑤𝑖) = 0,[︂[︂

𝑁𝑚𝑖

𝑚𝑖 + 1
𝑒−𝜏𝑖

(︀
𝑎𝑖 − 𝑒−𝜏𝑖

)︀−1 − 𝑚𝑖

𝑚𝑖 − 1

]︂
𝐿

𝑚𝑖 (𝑤𝑖) +
𝑑

𝑑𝜏𝑖
(𝐿(𝜏𝑖))

𝑚𝑖

]︂
+

+
𝛼𝑖𝑒

−𝜏𝑖𝑏𝑖
𝑚𝑖𝑁−𝑚𝑖−1

𝑚𝑖+1

𝑡𝑖 (𝑎𝑖 − 𝑒−𝜏𝑖)
𝑤𝑖(𝜏𝑖) +

𝛽𝑖𝑏
1− 𝑚𝑖𝑁

𝑚𝑖+1

𝑖

𝑡𝑖
𝐿(𝑤𝑖) = 0. (26)
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В (26) вводим следующие обозначения. При этом

𝑡𝑖 = 𝑏𝑖
𝑚𝑖+1− 𝑁𝑚𝑖

𝑚𝑖−1 (𝑚𝑖 + 1)𝑚𝑖+1 1

𝑚𝑖

, 𝑜1 =
𝑁𝑚𝑖

𝑚𝑖 + 1
, 𝜙1(𝜏 𝑖) =

𝑒−𝜏𝑖

𝑎𝑖 − 𝑒−𝜏𝑖
,

𝑜2 =
𝛼𝑖𝑏𝑖

𝑚𝑖𝑁−𝑚𝑖−1

𝑚𝑖+1

𝑡𝑖
, 𝑜3 =

𝛽𝑖𝑏𝑖
1− 𝑚𝑖𝑁

𝑚𝑖+1

𝑡𝑖
.

Уравнение (26) принимает вид:[︂
𝑜1𝜙1(𝜏𝑖) −

𝑚𝑖

𝑚𝑖 − 1

]︂
[𝐿(𝑤𝑖)]

𝑚𝑖 +
𝑑

𝑑𝜏𝑖
(𝐿(𝑤𝑖))

𝑚𝑖 + 𝑜2𝜙1(𝜏𝑖)𝑤𝑖(𝜏𝑖) + 𝑜3𝐿(𝑤𝑖) = 0. (27)

Исследование решений последнего уравнения эквивалентно исследованию реше-
ний уравнения (9), и каждое из них на интервале [𝜏0,+∞) удовлетворяет следующим
неравенствам:

𝑤𝑖 (𝜏𝑖) > 0,
(𝑤𝑖 (𝜏𝑖))

′

𝑚𝑖

− 𝑤𝑖 (𝜏𝑖)

𝑚𝑖 − 1
̸= 0.

Проверим, что решение 𝑤𝑖(𝜏𝑖) уравнения (9) либо имеет конечный предел 𝑤0 либо
является неограниченным при 𝜂 → +∞. Предположим, что

𝜈𝑖(𝜏𝑖) = (𝐿(𝑤𝑖))
𝑚𝑖 .

Тогда для производной функции 𝑣𝑖 (𝜏𝑖) получаем:

𝜈 ′𝑖 =

[︂
𝑜1𝜙1(𝜏𝑖) −

𝑚𝑖

𝑚𝑖 − 1

]︂
𝑣𝑖 + 𝑜2𝜙1(𝜏𝑖)𝑤𝑖(𝜏𝑖) + 𝑜3𝐿(𝑤𝑖).

Для анализа решений последнего уравнения введём вспомогательную функцию:

𝜃𝑖(𝜏𝑖, 𝜇𝑖) =

[︂
𝑜1𝜙1(𝜏𝑖) −

𝑚𝑖

𝑚𝑖 − 1

]︂
𝜇𝑖 + 𝑜2𝜙1(𝜏𝑖)𝑤𝑖(𝜏𝑖) + 𝑜3𝐿(𝑤𝑖), (28)

здесь 𝜇𝑖 – действительное число. Отсюда видно, что каждая функция 𝜃𝑖 (𝜏𝑖, 𝜇𝑖) опре-
делена на интервале [𝜏1,+∞) и на этом интервале выполняется одно из следующих
неравенств:

𝜈 ′𝑖(𝜏𝑖) > 0, 𝜈 ′𝑖(𝜏𝑖) < 0.

Следовательно, анализируем уравнение (27) с учётом теоремы Боля; отсюда за-
ключаем, что для функции 𝑣𝑖 (𝜏𝑖) при 𝜏𝑖 ∈ [𝜏1,+∞) существует предел.

Теперь рассмотрим предельный случай. Видно, что далее:

𝜂𝑖 →
(︂
𝑎𝑖
𝑏𝑖

)︂ 𝑚𝑖
𝑚𝑖+1

, lim
𝜏𝑖→+∞

𝜙1(𝜏𝑖) → 0.

Таким образом, из приведённого выше предела и из того, что (𝑤𝑖)
′ = 0 следует[︂

𝑜1𝜙1(𝜏𝑖) −
𝑚𝑖

𝑚𝑖 − 1

]︂ [︂
(𝑤𝑖 (𝜏𝑖))

′

𝑚𝑖

− 𝑤𝑖 (𝜏𝑖)

𝑚𝑖 − 1

]︂𝑚𝑖

+
𝑑

𝑑𝜏𝑖
(𝐿(𝑤𝑖))

𝑚𝑖+

+𝑜2𝜙1(𝜏𝑖)𝑤𝑖(𝜏𝑖) + 𝑜3

[︂
(𝑤𝑖 (𝜏𝑖))

′

𝑚𝑖

− 𝑤𝑖 (𝜏𝑖)

𝑚𝑖 − 1

]︂
= 0,
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− 𝑚𝑖

𝑚𝑖 − 1

[︂
(𝑤𝑖 (𝜏𝑖))

′

𝑚𝑖

− 𝑤𝑖 (𝜏𝑖)

𝑚𝑖 − 1

]︂𝑚𝑖

+ 𝑜3

[︂
(𝑤𝑖 (𝜏𝑖))

′

𝑚𝑖

− 𝑤𝑖 (𝜏𝑖)

𝑚𝑖 − 1

]︂
= 0,

ниже по отношению к 𝑤𝑖 получается следующая система алгебраических уравнений:

− 𝑚𝑖

𝑚𝑖 − 1

[︂
− 𝑤𝑖 (𝜏𝑖)

𝑚𝑖 − 1

]︂𝑚𝑖

= 𝑜3
𝑤𝑖 (𝜏𝑖)

𝑚𝑖 − 1
,

из этой системы уравнений следует, что 𝑤𝑖 = 1. Из приведённых выше выражений
видно, что 𝑔𝑖(𝜂𝑖) = 𝑔𝑖 (1 + 𝑜 (1)). Теорема доказана.

3 Результаты и обсуждение
Для численного решения поставленной задачи (1) выполнена аппроксимация с

помощью неявной разностной схемы и построен итерационный процесс. Полученная в
результате трёхдиагональная система алгебраических уравнений решалась методом
прогонки. При этом в качестве начального приближения для итерационного процесса
использовались асимптотические формулы (8), (21). Ниже приведены полученные
численные результаты.

Рис. 1 Численное решение задачи (1): 𝑞1 = 1.02, 𝑞2 = 1.9, 𝑚1 = 1.14, 𝑚2 = 1.13
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На рис. 1 представлены графики численных решений задачи (1) при
min {𝑁𝛽𝑖 − 𝛼𝑖} > 0,𝑚𝑖 − 1 > 0, в случае, когда число компонентов равно двум, для
различных моментов времени, соответствующей случаю медленной диффузии. При
численном решении задачи (1) в качестве начального приближения для итерационно-
го процесса брались (11), (21). Известно, что уравнения (1) при 𝑚𝑖− 1 > 0 являются
уравнениями медленных диффузий и решение системы (1) с компактным носителем
понимается в обобщенном смысле.

Рис. 2 Численное решение задачи (1): 𝑞1 = 3.02, 𝑞2 = 3.09, 𝑚1 = 3.14, 𝑚2 = 3.13

На рис. 2 изображены результаты численного решения задачи (1), в которых
распространение тепла происходит с конечной скоростью. Каждый момент времени
имеет точку, за эту точку тепло еще не проникло и 𝑢𝑖 (𝑥, 𝑡) = 0 в 𝑥 ∈ [𝑥𝜙,+∞) , 𝑥 =
= {𝑥1, 𝑥2, . . . 𝑥𝑁} . Глубина проникновения тепловой волны зависит от времени и
фронта (точка, в которой 𝑢𝑖(𝑥, 𝑡) обращаются в нуль) волны для каждой среды на-



54 Зарипова А.Р.

ходящейся в конечной точке: 𝑥𝜙𝑢𝑖
=
(︁
𝑎𝑖
𝑏𝑖

)︁ 𝑚𝑖
𝑚𝑖+1

(𝜏 + 𝑡)𝛽𝑖 < ∞. Кроме того, во втором
графике численные значения параметров выбраны таким образом, что свойства обе-
их сред близки друг к другу, в результате чего отражается практически совпадающая
скорость распространения.

Известно, что нелинейные граничные условия описания притока подводимой
энергии на границе x=0. Например, в процессе распространения тепла граничные
условия (1) представляют собой поток тепла, следовательно, они описывают нелиней-
ный закон излучения на границе. На втором рисунке, по сравнению с первым, пред-
ставлен случай более интенсивного теплообмена на границе, соответственно, можно
наблюдать относительно более высокий уровень температуры.

4 Заключение
В статье на основе автомодельного подхода исследованы свойства решений систе-

мы уравнений теплопроводности, связанной с нелинейными граничными условиями.
При этом, поскольку в случае 𝑚𝑖 > 1 задача (1) может не иметь решения в клас-
сическом смысле, рассматривались обобщённые решения. На основе автомодельного
подхода и принципа сравнения решений найдены условия глобального по времени
существования решений и условия возникновения неограниченных решений. Кро-
ме того, для численного решения задачи (1) построены неявная разностная схема
и итерационный процесс, при этом в качестве начального приближения использо-
вались асимптотические формулы. В вычислительном эксперименте показано, что
использование асимптотических формул в качестве начального приближения даёт
эффективные результаты. На графиках приведённых выше численных результатов
показано, что распространение тепла происходит с конечной скоростью.
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