
16 Яхшибаев Д.С.

УДК 532.516

ВОЗНИКНОВЕНИЕ ЯВЛЕНИЯ УПРУГОГО ВОЗВРАТА
ПРИ НЕСТАЦИОНАРНОМ ТЕЧЕНИИ РЕОЛОГИЧЕСКИ

СЛОЖНОЙ ЖИДКОСТИ В ПЛОСКОМ КАНАЛЕ В
РАМКАХ МОДЕЛИ OLDROYD-B

Яхшибаев Д.С.
d.yaxshibayev@tuit.uz

Ташкентский университет информационных технологий имени Мухаммада-ал-Хоразмий,
100202, Узбекистан, Ташкент, ул. Амира Темура, 108.

В данной статье рассматриваются нестационарные течения реологически слож-
ных жидкостей в плоском канале в рамках модели Oldroyd-B после отключения ра-
бочего механизма. Предполагается, что до момента отключения рабочей установки
течение жидкости находится в установившемся режиме под действием постоянного
градиента давления. Начиная с заданного момента времени градиент давления в
системе принимается равным нулю. Поставленная задача решается аналитически с
использованием преобразования Лапласа. На основе полученных решений опреде-
лены соответствующие гидродинамические закономерности, имеющие важное зна-
чение для технических и технологических процессов.

Ключевые слова: градиент давления, преобразование Лапласа, нестационарное
течение, гидродинамические эффекты, реологически сложная жидкость.

Цитирование: Яхшибаев Д.С.Возникновение явления упругого возврата при неста-
ционарном течении реологически сложной жидкости в плоском канале в рамках мо-
дели Oldroyd-B // Проблемы вычислительной и прикладной математики. – 2026. –
№ 1(71). – С. 16-27.

DOI: https://doi.org/10.71310/pcam.1_71.2026.02

1 Введение
Процессы, происходящие после отключения рабочих механизмов (насосов, ком-

прессоров и т.п.), перемещающих жидкости по трубам и каналам под действием
градиента давления, широко распространены в технических и технологических про-
цессах. При математическом моделировании таких процессов предполагается, что в
начальный момент времени течение жидкости в трубе или канале осуществляется
в стационарном режиме под действием постоянного градиента давления. В опреде-
лённый момент времени рабочий механизм отключается, вследствие чего градиент
давления становится равным нулю. При этом, несмотря на остановку рабочего меха-
низма, жидкость в системе продолжает двигаться в нестационарном режиме.

Изучение особенностей данного процесса играет важную роль в повышении эф-
фективности технических устройств и предотвращении возникновения неблагопри-
ятных явлений.

Нестационарные течения, возникающие при сбросе градиента давления до ну-
ля в стационарных течениях ньютоновских вязких жидкостей в каналах и трубах,
рассматривались в работах [1–3]. В этом случае, хотя течение становится нестацио-
нарным, оно в конечном итоге монотонно затухает и переходит в состояние покоя.
В работе [3] при исследовании движения реологически сложной жидкости в каналах
и трубах при нулевом градиенте давления впервые было установлено, что в течении
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неньютоновской жидкости возникает явление возвратного течения, отсутствующее в
ньютоновских жидкостях. Подобные задачи получили дальнейшее развитие в рабо-
тах [4–12].

В работе [4] выполнено численное моделирование градиента давления и объемной
доли пустот при газожидкостном стратифицированном течении в горизонтальной
трубе. Расчеты проведены с использованием нестационарного многофазного CFD-
подхода на основе модели VOF. Показано, что точность результатов в наибольшей
степени определяется плотностью расчетной сетки в поперечном сечении трубы. Для
различных режимов течения применялись соответствующие модели турбулентности:
модель Transition SST – в общем случае и модель Realizable 𝑘− 𝜀 – при необходимо-
сти повышенной точности. Несмотря на некоторое занижение расчетных значений
градиента давления, CFD-модель показала более высокую точность по сравнению с
одномерными моделями при малых скоростях газа. Модель дрейфового потока хо-
рошо согласуется с экспериментальными данными при определении объемной доли
пустот.

В статье [5] представлен обзор современного состояния и основных направлений
исследований многофазных течений в ядерной технике. Работа состоит из трех раз-
делов. В первом разделе выполнен анализ тематических публикаций, подтверждаю-
щий быстрый рост интереса к данной тематике. Во втором разделе рассматриваются
современные методы измерений, моделирования и алгоритмические подходы к иссле-
дованию многофазных течений в микро- и наномасштабах. Третий раздел посвящен
обзору результатов исследований твердожидкостных, газожидкостных и газочастич-
ных потоков в ядерной технике, включая применение концепции критического теп-
лового потока и методов искусственного интеллекта.

В обзорной статье [6] изложены основные положения метода сглаженной гидроди-
намики частиц с акцентом на физическое моделирование и численную реализацию.
Рассматриваются ограничения данного метода и возможные пути их преодоления.
Показана применимость метода к различным задачам межфазного течения, включая
разрыв жидкостного столба, газожидкостные течения в каналах и переходы между
режимами, а также явления смачивания. Примеры моделирования двухжидкостных
систем приведены на задаче переноса осадка под действием поверхностных волн. В
заключение обозначены актуальные проблемы и перспективы развития метода.

В работе [7] исследуется задача точного определения границы раздела фаз при мо-
делировании стратифицированного многофазного потока. Отмечено, что динамика
границы раздела, формируемой под действием поверхностного натяжения и молеку-
лярных сил, существенно влияет на характеристики потока. В связи с этим подчер-
кивается необходимость применения многофазных CFD-моделей, обеспечивающих
корректное описание границы раздела фаз. Эффективность моделей VOF, CLSVOF
и MVOF, реализованных в ANSYS Fluent, оценивалась путем сравнения с экспери-
ментальными данными по течению нефти и воды в горизонтальном трубопроводе.

В работе [8] предложены физически обоснованные теоретические модели для про-
гнозирования переходов между режимами течения в газожидкостном двухфазном
потоке. Данные модели являются полностью предсказательными и не требуют за-
дания эмпирических границ режимов. На их основе построена обобщенная карта
режимов течения.

В работе [9] рассмотрены различные методы определения свободных границ в
численных схемах конечных разностей. Предложен эффективный подход, основан-
ный на методе объема жидкости, который позволяет более точно описывать сложные
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формы свободной поверхности. Для иллюстрации метода представлен программный
код SOLA-VOF, предназначенный для моделирования несжимаемых течений со сво-
бодной поверхностью.

В статье [10] приведен обзор современных достижений и перспективных на-
правлений исследований дисперсных многофазных потоков, включая системы ти-
па «газ–частица», «газ–распыление», «жидкость–частица» и пузырьковые течения.
Отмечено, что подобные потоки широко применяются в энергетике, химической и ме-
таллургической промышленности, авиации, транспорте, гидравлике и ядерной тех-
нике.

В статье [11] описан метод решения уравнений гидродинамики, основанный на
прямой временной дискретизации без итерационных процедур. Метод использует
давление и скорость в качестве основных переменных и применим к задачам перено-
са как несжимаемых, так и сжимаемых жидкостей. Решение на каждом временном
шаге близко к точному, а погрешность определяется порядком временного шага, что
позволяет реализовать эффективную неявную вычислительную схему.

В статье [12] рассмотрены основные проблемы и достижения в моделировании
турбулентных потоков с дисперсной фазой. Анализируются подходы, основанные на
моделях турбулентности и прямом численном моделировании, а также статистиче-
ские методы для описания переноса частиц. Рассматриваются несжимаемые изотер-
мические потоки без фазовых переходов, и формулируются рекомендации по учету
ключевых корреляционных эффектов.

Колебательные и нестационарные течения реологически сложных и вязкоупругих
жидкостей в каналах и трубах в различных режимах рассматривались в исследова-
ниях [19, 20]. Механические модели процессов заливки жидкостей в плоском кана-
ле с использованием ньютоновских и неньютоновских жидкостей в стационарных и
нестационарных режимах были разработаны в работах [13].

Несмотря на это, нестационарные течения реологически сложных жидкостей в
каналах и трубах, возникающие вследствие остановки рабочих механизмов, изучены
недостаточно полно. В связи с этим в данной работе на основе модели Oldroyd-B ис-
следуется нестационарное течение реологически сложной жидкости в плоском канале
после остановки рабочих механизмов.

2 Постановка задачи

Для математического моделирования нестационарного течения реологически
сложной жидкости в плоском канале, возникающего в результате остановки рабочих
механизмов, рассмотрим плоский канал, длина которого 𝐿 превышает его ширину
2ℎ, так что отношение ширины канала к его длине считается достаточно малым.
Выполнение данного условия обеспечивает формирование однонаправленного стаби-
лизированного течения.

Для данной задачи сформулируем, начальные условия, считая, что в момент вре-
мени, т.е. 𝑡 − 𝑡* 6 0, поток в канале стационарен, за счет постоянного градиента
давления

(︀
−𝜕𝑝0

𝜕𝑥

)︀
. Начиная с момента, 𝑡 − 𝑡* = 0. градиент давления в системе при-

нимается равным нулю, т.е. в данном случае
(︀
−𝜕𝑝1

𝜕𝑥

)︀
= 0. Это в свою очередь создаёт

нестационарный режим течения в канале.
Таким образом, начальные и граничные условия можно сформулировать следу-

ющим образом [21–23]:
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

при 𝑡− 𝑡* < 0, 𝑢0 =
1

2𝜂

(︂
−𝜕𝑝0
𝜕𝑥

)︂
ℎ2
(︂

1 − 𝑦2

ℎ2

)︂
,

при 𝑡− 𝑡* > 0, (−𝜕𝑝1
𝜕𝑥

) = 0,

при 𝑡− 𝑡* > 0, 𝑦 = 0,
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0, 𝑡− 𝑡* > 0, 𝑦 = ℎ, 𝑢 = 0.

(1)

В модели Oldroyd-B, при условии, что градиент давления равен нулю в длинном
плоском канале, стабилизированное нестационарное течение реологически сложной
жидкости в однонаправленном потоке описывается следующей системой уравнений
[14–16]. ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

1

𝜌

𝜕𝜏

𝜕𝑦
,

𝜆1
𝜕𝜏

𝜕𝑡
+ 𝜏 = 𝜂(

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝜆2

𝜕

𝜕𝑡
(
𝜕𝑢

𝜕𝑦
)).

(2)

Здесь 𝜌 – плотность жидкости; 𝑢 – скорость; 𝑝0 – давление; 𝜏 – касательное на-
пряжение; 𝜂 – динамическая вязкость; 𝜆1, 𝜆2 – соответственно, время релаксации и
время ретардации; 𝑡 – время; 𝑦 – поперечная координата.

3 Метод решения
Для решения системы уравнений (2) с начальными и граничными условиями (1)

применим преобразование Лапласа [17, 18] по времени. При этом по переменной 𝑡
используем следующие замены [21–23]:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢̄ = 𝑠

∞∫︁
0

𝑒−𝑠𝑡𝑢𝑑𝑡, 𝜏 = 𝑠

∞∫︁
0

𝑒−𝑠𝑡𝜏𝑑𝑡,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
→ 𝑠𝑢̄− 𝑠𝑢0,

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
→ 𝑑2𝑢̄

𝑑𝑦2
,

𝜕𝜏

𝜕𝑡
→ 𝑠𝜏 ,

𝜕𝑝

𝜕𝑥
→ 𝑑𝑝

𝑑𝑥
,

(3)

где 𝑠 – параметр преобразования.

Тогда система уравнений (2) приводится к такому виду:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜌(−𝑠𝑢0 + 𝑠𝑢̄) =

𝜕

𝜕𝑦
(𝜏) ,

𝜆1𝑠𝜏 + 𝜏 = 𝜂(1 + 𝜆2𝑠)
𝜕𝑢̄

𝜕𝑦
.

(4)

Используя второе уравнение в системе уравнений (4), получаем:

𝜏 = 𝜂(𝑠)
𝜕𝑢̄

𝜕𝑦
, (5)

где

𝜂(𝑠) = 𝜂𝜂*(𝑠) = 𝜂

(︂
1 + 𝑠𝜆2
1 + 𝑠𝜆1

)︂
, 𝜂* =

(︂
1 + 𝑠𝜆2
1 + 𝑠𝜆1

)︂
.
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Если подставить полученное выражение (5) в систему уравнений (4), то получим
уравнение:

𝜌(−𝑠𝑢0 + 𝑠𝑢̄) = 𝜂𝜂*(𝑠)
𝜕2𝑢̄

𝜕𝑦2
, (6)

здесь 𝑢0 = 1
2𝜂

(︀
−𝜕𝑝0

𝜕𝑥

)︀
(ℎ2 − 𝑦2).

Приведем уравнение (6) к следующему виду:

𝜕2𝑢̄

𝜕𝑦2
+

𝑖2𝜌𝑠

𝜂𝜂*(𝑠)
𝑢̄ = − 𝜌𝑠

2𝜂𝜂𝜂*(𝑠)

(︂
−𝜕𝑝0
𝜕𝑥

)︂(︀
ℎ2 − 𝑦2

)︀
. (7)

Решение однородной части уравнения (7) находится следующим образом:

𝑢̄ = 𝑐1𝑐𝑜𝑠

(︂
𝑖

√︂
𝜌𝑠

𝜂(𝑠)
𝑦

)︂
+ 𝑐2 sin

(︂
𝑖

√︂
𝜌𝑠

𝜂(𝑠)
𝑦

)︂
. (8)

Решение неоднородной части уравнения (7) имеет вид:

𝑢* = −𝜂
*(𝑠)

𝜌𝑠
(−𝜕𝑝0

𝜕𝑥
) +

1

2𝜂
(−𝜕𝑝0

𝜕𝑥
)(ℎ2 − 𝑦2). (9)

Учитывая полученное решение (8) и (9), находим общее решение уравнения (7):

𝑢̄ = 𝑐1𝑐𝑜𝑠

(︂
𝑖

√︂
𝜌𝑠

𝜂(𝑠)
𝑦

)︂
+ 𝑐2 sin

(︂
𝑖

√︂
𝜌𝑠

𝜂(𝑠)
𝑦

)︂
+

+
1

2𝜂

(︂
−𝜕𝑝0
𝜕𝑥

)︂(︀
ℎ2 − 𝑦2

)︀
− 𝜂*(𝑠)

𝜌𝑠

(︂
−𝜕𝑝0
𝜕𝑥

)︂
.

(10)

Используя граничные условия (1), находим произвольные постоянные и

𝑐1 =
𝜂*(𝑠)

𝜌𝑠

(︂
−𝜕𝑝0
𝜕𝑥

)︂⧸︂
𝑐𝑜𝑠

(︂
𝑖

√︂
𝜌𝑠

𝜂(𝑠)
ℎ

)︂
, 𝑐2 = 0. (11)

Подставляя найденные значения (11) в (10), получим решение уравнение (7):

𝑢̄(𝑦, 𝑠) = −𝜂
*(𝑠)

𝜌𝑠

(︂
−𝜕𝑝0
𝜕𝑥

)︂⎛⎜⎝1 −
𝑐𝑜𝑠
(︁
𝑖
√︁

𝜌𝑠
𝜂(𝑠)

𝑦
)︁

𝑐𝑜𝑠
(︁
𝑖
√︁

𝜌𝑠
𝜂(𝑠)

ℎ
)︁
⎞⎟⎠+

+
1

2𝜂

(︂
−𝜕𝑝0
𝜕𝑥

)︂(︀
ℎ2 − 𝑦2

)︀
.

(12)

Для перехода от решения (12), к оригиналу используем формулу Лапласа:

𝑢(𝑦, 𝑡) =
1

2𝜋𝑖

𝜎+𝑖∞∫︁
𝜎−𝑖∞

𝑒𝑠𝑡

⎛⎜⎝
⎛⎜⎝−𝜂

*(𝑠)

𝜌𝑠

(︂
−𝜕𝑝0
𝜕𝑥

)︂⎛⎜⎝1 −
𝑐𝑜𝑠
(︁
𝑖
√︁

𝜌𝑠
𝜂(𝑠)

𝑦
)︁

𝑐𝑜𝑠
(︁
𝑖
√︁

𝜌𝑠
𝜂(𝑠)

ℎ
)︁
⎞⎟⎠
⎞⎟⎠
⎞⎟⎠ 𝑑𝑠

𝑠
+

+
1

2𝜂

(︂
−𝜕𝑝0
𝜕𝑥

)︂(︀
ℎ2 − 𝑦2

)︀
.

(13)

Найденное решение представляет собой интеграл Коши в комплексном поле, и для
его вычисления необходимо найти особые точки функции, стоящей под интегралом.
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Это точка 𝑠 = 0 и точки, удовлетворяющие решению трансцендентного уравнения
𝑐𝑜𝑠
(︁
𝑖
√︁

𝜌𝑠
𝜂(𝑠)

ℎ
)︁

= 0. В этих точках интеграл (13) будет иметь только полярные особые
точки. Решения, которого определяются в зависимости от наличия реологических
моделей сложной жидкости. В связи с этим в следующем параграфе, представляя
уравнение реологических моделей, будут анализированы нестационарные процессы
при остановке рабочих механизмов.

4 Анализ ньютоновской жидкости
В частном случае из (13) при 𝜂(𝑠) = 𝜂 получается для Ньютоновской жидкости

коэффициент динамической вязкости и соответственно получается решение уравне-
ния в виде [21–23]

𝑢(𝑦, 𝑡) =
1

2𝜋𝑖

𝜎+𝑖∞∫︁
𝜎−𝑖∞

𝑒𝑠𝑡

⎛⎜⎝
⎛⎜⎝− 1

𝜌𝑠

(︂
−𝜕𝑝0
𝜕𝑥

)︂⎛⎜⎝1 −
𝑐𝑜𝑠
(︁
𝑖
√︁

𝜌𝑠
𝜂(𝑠)

𝑦
)︁

𝑐𝑜𝑠
(︁
𝑖
√︁

𝜌𝑠
𝜂(𝑠)

ℎ
)︁
⎞⎟⎠
⎞⎟⎠
⎞⎟⎠ 𝑑𝑠

𝑠
+

+
1

2𝜂

(︂
−𝜕𝑝0
𝜕𝑥

)︂(︀
ℎ2 − 𝑦2

)︀
.

(14)

Интеграл (14) представляет собой решение для ньютоновской жидкости при
нестационарном течении в интегральной форме Коши. Чтобы найти его интегралы,
необходимо найти особые точки выражения под интегралом. Такие особые точки
есть, точки 𝑠 = 0, 𝑠 = −𝑣 𝑠𝑛

ℎ2
. Интеграл в этих точках определяются как вычисления

вычеты:
𝐹1(𝑠)

𝐹2(𝑠)
=
𝐶0

𝑠
+

∞∑︁
𝑛=1

𝐶𝑛
𝑠− 𝑠𝑛

, (15)

здесь коэффициент 𝐶0 определяется из (15) умножением 𝑠 в обеих частях и вычис-
лением предела:

𝐶0 = lim
𝑠→0

𝑠𝐹1(𝑠)

𝐹2(𝑠)
= − 1

2𝜂

(︂
−𝜕𝑝0
𝜕𝑥

)︂
ℎ2
(︂

1 − 𝑦2

ℎ2

)︂
+

+
1

2𝜂

(︂
−𝜕𝑝0
𝜕𝑥

)︂
ℎ2
(︂

1 − 𝑦2

ℎ2

)︂
= 0.

(16)

Чтобы найти 𝐶𝑛 сначала нужно определить корень трансцендентного уравнения
𝑐𝑜𝑠
(︁
𝑖
√︁

𝜌𝑠
𝜂(𝑠)

ℎ
)︁

= 0. В этом случае это корень определяется из уравнения 𝑖
√︁

𝜌𝑠
𝜂(𝑠)

ℎ =

= 2𝑛+1
2
𝜋. Отсюда при 𝑠 = −𝑣 𝑠𝑛

ℎ2
находим решения 𝑠𝑛 = (2𝑛+1)2

4
𝜋2. Учитывая это значе-

ние, определяем 𝐶𝑛, следующим образом:

𝐶𝑛 = lim
𝑠→𝑠𝑛

𝐹1(𝑠)

𝐹 ′
2(𝑠)

=

= lim
𝑠→𝑠𝑛

𝑒𝑠𝑡

⎛⎜⎝− 1

𝜌𝑠2

(︂
−𝜕𝑝0
𝜕𝑥

)︂⎛⎜⎝𝑐𝑜𝑠
(︁
𝑖
√︁

𝜌𝑠
𝜂(𝑠)

ℎ
)︁
− 𝑐𝑜𝑠

(︁
𝑖
√︁

𝜌𝑠
𝜂(𝑠)

𝑦
)︁

𝑐𝑜𝑠′𝑠

(︁
𝑖
√︁

𝜌𝑠
𝜂(𝑠)

ℎ
)︁

⎞⎟⎠
⎞⎟⎠ =

(17)

=
ℎ2

2𝜂

(︂
−𝜕𝑝0
𝜕𝑥

)︂
32

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
cos
(︀(︀

2𝑛+1
2

)︀
𝜋 𝑦
ℎ

)︀
𝑒−

𝜈
ℎ2
𝑠𝑛𝑡

(2𝑛+ 1)3𝜋3
.
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Подставив найденные значения коэффициентов 𝐶0, 𝐶𝑛 в формулу (15), получим
следующую формулу для распределения скорости:

𝑢(𝑦, 𝑡)

𝑢0max

= 32
∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
cos
(︀(︀

2𝑛+1
2

)︀
𝜋 𝑦
ℎ

)︀
𝑒−

𝜈
ℎ2
𝑠𝑛𝑡

(2𝑛+ 1)3𝜋3
. (18)

Здесь 𝑢0max = 1
2𝜂

(︀
−𝜕𝑝0

𝜕𝑥

)︀
ℎ2 – стационарная скорость течения ньютоновской жидко-

сти в оси канала. Отношение нестационарной максимальной скорости к максималь-
ной скорости стационарного профиля при нестационарном течении Ньютоновской
жидкости определяется по формуле:

𝑢(0, 𝑡)

𝑢0max

= 32
∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
𝑒−

𝜈
ℎ2
𝑠𝑛𝑡

(2𝑛+ 1)3𝜋3
. (19)

Здесь 𝑠𝑛 = (2𝑛+1)2

4
𝜋2.

На основе найденной формулы (19) на рис. 1 проиллюстрировано изменение во
времени отношение нестационарной максимальной скорости к максимальной скоро-
сти стационарного профиля при нестационарном течении Ньютоновской жидкости

Рис. 1 Изменение во времени отношения максимальных скоростей при нестационарном
течении ньютоновской жидкости

Из рис. 1 видно, что это отношение монотонно уменьшается в зависимости от
времени и асимптотически стремится к нулю.
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5 Анализ реологически сложной жидкости на Oldroyd-B

Для анализа реологически сложной жидкости на модели Oldroyd-B, необходимо
найти корни уравнения:

𝑖

√︂
𝜌𝑠

𝜂𝜂* (𝑠)
ℎ =

2𝑛+ 1

2
𝜋, (20)

здесь

𝜂* =

(︂
1 + 𝑠𝜆2
1 + 𝑠𝜆1

)︂
.

Отсюда легко, можно получить

𝑠 = −(2𝑛+ 1)2

4
𝜋2 𝜈

ℎ2

(︂
1 + 𝑠𝜆2
1 + 𝑠𝜆1

)︂
. (21)

Если предположить, что 𝑠 = − 𝜈
ℎ2
𝑠, то уравнение (21) принимает безразмерный

вид:

𝑠 =
(2𝑛+ 1)2

4
𝜋2

(︃
1 − 𝑠𝐷𝑒𝜆2

𝜆1

1 − 𝑠𝐷𝑒1

)︃
= 𝑎2𝑛

(︃
1 − 𝑠𝐷𝑒𝜆2

𝜆1

1 − 𝑠𝐷𝑒1

)︃
. (22)

Выполнив некоторые простые арифметические операции над уравнение (22), то
его можно преобразовать в квадратное уравнение вида

𝐷𝑒𝑠2 − 𝑠(1 + 𝛾𝐷𝑒𝑎2𝑛) + 𝑎2𝑛 = 0, (23)

здесь

𝑎𝑛 =
2𝑛+ 1

2
𝜋, 𝐷𝑒 =

𝜆𝜈

ℎ2
, 𝛾 =

𝜆2
𝜆1
.

Полученное уравнение (23) имеет два корня 𝑠1𝑛,2𝑛, в котором соответствующие
решения имеют вид

𝑢(𝑦, 𝑡) = 32
∞∑︁
𝑛=0

2∑︁
𝑖=1

(−1)𝑛 cos
(︀(︀

2𝑛+1
2

)︀
𝜋 𝑦
ℎ

)︀
𝑒−

𝜈
ℎ2
𝑠𝑖𝑛𝑡

(2𝑛+ 1)3𝜋3 1−2𝐷𝑒𝑠𝑖𝑛+𝐷𝑒2𝑠2𝑖𝑛𝛾

(1−𝑠𝑖𝑛𝐷𝑒)2
, (24)

𝑢(0, 𝑡)

𝑢0max

= 32
∞∑︁
𝑛=0

2∑︁
𝑖=1

(−1)𝑛𝑒−
𝜈
ℎ2
𝑠𝑖𝑛𝑡

(2𝑛+ 1)3𝜋3 1−2𝐷𝑒𝑠𝑖𝑛+𝐷𝑒2𝑠2𝑖𝑛𝛾

(1−𝑠𝑖𝑛𝐷𝑒)2
. (25)

На основе модели Oldroyd-B, проводится анализ перехода реологически сложной
жидкости из нестационарного состояния в стационарное с использованием формулы
(25) как процесс остановки рабочих механизмов.
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Рис. 2 Изменение во времени отношения нестационарной и стационарной максимальных
скоростей для вязкоупругой жидкости (когда число Дебора 𝐷𝑒 = 0.1 и при различных
значениях 𝛾* = 𝜆2

𝜆1
)

Рис. 3 Изменение во времени отношения нестационарной и стационарной максимальных
скоростей при течении вязкоупругой жидкости (когда число Дебора 𝐷𝑒 = 0.1 и при раз-
личных значениях 𝛾* = 𝜆2

𝜆1
)
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Рис. 4 Изменение во времени отношения нестационарной и стационарной максимальных
скоростей при течении вязкоупругой жидкости (когда число Дебора 𝐷𝑒 = 1 и при различ-
ных значениях 𝛾* = 𝜆2

𝜆1
)

На рис. 2 показано изменение во времени отношения нестационарной максималь-
ной скорости к максимальной скорости стационарного профиля при нестационарном
течении вязкоупругой жидкости ( когда числа Дебора 𝐷𝑒 = 0.1 и при различных
значениях𝛾 = 𝜆2

𝜆1
) на основе модели Oldroyd-B.

Из рисунка видно, что в данном случае переход максимальной скорости из неста-
ционарного состояния в стационарное практически не отличается от ньютоновской
жидкости. На рис. 3 и 4 показано изменение во времени отношения нестационар-
ной максимальной скорости к максимальной скорости стационарного профиля при
нестационарном течении вязкоупругой жидкости (когда числа Дебора 𝐷𝑒 = 0.5; 1 и
при различных значениях 𝛾 = 𝜆2

𝜆1
) на основе модели Oldroyd-B.

Из этих графиков видно, что при 𝐷𝑒 = 0.5 значениях коэффициента Деборы в
модели Oldroyd-B, возникновение эффекта «упругого возврата» сравнительно нью-
тоновской жидкости (рис. 3,4). В результате возникновения этого эффекта установ-
лено, что при течении реологически сложной жидкости возможно возникновение
обратного течения, направленного в противоположную сторону от основного тече-
ния.

Возникновение данного явления может привести к преждевременному выходу
из строя рабочих устройств или механизмов, используемых в технических и техно-
логических процессах. Кроме того, в результате увеличения коэффициента Деборы
установлено, что длительность процесса перехода из нестационарного состояния в
стационарное увеличивается. Например, из приведенных выше рисунков видно, что
при увеличении коэффициента Деборы в десять раз время перехода в стационарное
состояние увеличивается в 5-6 раз.
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6 Заключение
Возникающее нестационарное течение ньютоновской жидкости при остановке ра-

бочих устройств или механизмов, переходит к стационарному состоянию постепенно
и монотонно. В реологически сложной жидкости Oldroyd-B после снятия градиента
давления возникает явление упругого возврата, которое отсутствует в ньютоновских
течениях. При этом значения максимальной скорости, оказываются в 1,5–2 раза ни-
же, чем в стационарном состоянии ньютоновской жидкости, при этом наблюдается
течение в противоположном направлении основного потока, что приводит к возник-
новение неблагоприятных явлений.
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This article examines unsteady flows of rheologically complex fluids in a flat channel
using the Oldroyd-B model after the actuator is switched off. It is assumed that until
the actuator is switched off, the fluid flow is steady under a constant pressure gradient.
From a given point in time, the pressure gradient in the system is assumed to be zero.
The problem is solved analytically using the Laplace transform. Based on the solutions
obtained, the corresponding hydrodynamic regularities are determined, which are impor-
tant for technical and technological processes.
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