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Математические модели многих прикладных задач приводят к необходимости
решения внутренняя-краевых задач для уравнений с частными производными. Ис-
следуемая задача относится к классу некорректно поставленных задач математиче-
ской физики. Возникает проблема малых знаменателей; существование и единствен-
ность решения зависят от числовых свойств данных задачи. Доказаны теоремы о
единственности решения и её условной устойчивости на множестве корректности,
определены априорные оценки решения и построены приближённые решения мето-
дом регуляризации. Разработка приближённых методов их решения базируется на
построении и исследовании численных методов решения задач с внутренними и гра-
ничными данными для базовых (основных, модельных) уравнений математической
физики.
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1 Введение
При исследовании математических моделей прикладных задач возникают обрат-

ные и некорректные задачи для дифференциальных уравнений смешанного типа.
Теория смешанных и внутренних задач в силу своей прикладной важности в на-
стоящее время является одним из важнейших разделов теории дифференциальных
уравнений. Дифференциальные уравнения в частных производных смешанного и со-
ставного типов рассматриваются при решении задач теории нелинейной акустики и
гидродинамической теории космической плазмы. В работе К.С. Фаязова и З.Ш. Аб-
дуллаева [1], [9–11] рассмотрены задачи для системы уравнений смешанного типа с
краевыми данными внутри области регулярности. В качестве классического примера
внутренней задачи для дифференциальных уравнений можно указать задачу анали-
тического продолжения. По-видимому, впервые она как некорректная задача была
рассмотрена М.М. Лаврентьевым. По определению М. М. Лаврентьева, под внутрен-
ними задачами понимают определение решения уравнения по её известным значе-
ниям внутри области регулярности, а под внутренне-краевыми задачами — задачи,
когда исходные данные задаются как внутри области регулярности, так и на границе
области. Также в работах [2] рассматривается внутренняя задача для псевдодиффе-
ренциального уравнения с меняющимся направлением времени. Внутренне-краевые
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задачи для уравнений четвёртого и более общего порядка рассмотрены в работах
Б.И. Пташника [4]. По поводу обратных задач см. [7, 8].

Представляют большой интерес с точки зрения физических приложений диффе-
ренциальные уравнения второго порядка смешанного и смешанно-составного типа.
Изучение многих задач газовой динамики, теории упругости, теории пластин и обо-
лочек приводит к рассмотрению дифференциальных уравнений в частных производ-
ных высоких порядков.

2 Постановка задачи
В данной работе исследуется некорректная внутренне-краевая задача для систе-

мы неоднородного дифференциального уравнения в частных производных второго
порядка смешанного типа.

Рассмотрим системы уравнений{︂
𝑣𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) + sgn(𝑥)𝑣𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑡),
𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) + sgn(𝑥)𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑡)

(1)

в области Ω = {−1 < 𝑥 < 1, 𝑥 ̸= 0, 0 < 𝑡 < 𝑇}, где 𝑓(𝑥, 𝑡) – заданная достаточно глад-
кая функция.

Постановка задачи. Найти пару функций (𝑣(𝑥, 𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡)) решение системы урав-
нений (1), удовлетворяющее условиям:
начальным и внутренним

𝑣(𝑥, 0) = 𝜙0(𝑥), 𝑣(𝑥, 𝑡1) = 𝜙1(𝑥)
𝑢(𝑥, 0) = 𝜓0(𝑥), 𝑢(𝑥, 𝑡1) = 𝜓1(𝑥)

}︂
, 0 < 𝑡1 < 𝑇, −1 6 𝑥 6 1, (2)

граничным
𝑣(−1, 𝑡) = 𝑣(1, 𝑡) = 0
𝑢(−1, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) = 0

}︂
, 0 6 𝑡 6 𝑇, (3)

и условиям склеивания

𝑣(−0, 𝑡) = 𝑣(+0, 𝑡), 𝑣𝑥(−0, 𝑡) = 𝑣𝑥(+0, 𝑡)
𝑢(−0, 𝑡) = 𝑢(+0, 𝑡), 𝑢𝑥(−0, 𝑡) = 𝑢𝑥(+0, 𝑡)

}︂
, 0 6 𝑡 6 𝑇, (4)

где 𝜙𝑖(𝑥), 𝜓𝑖(𝑥) заданные достаточные гладкие функции, 𝑖 = 0, 1.
Определение. Под решением задачи понимаем пару функций, которая удовле-

творяющая системе уравнений (1) в Ω, и имеет соответствующие непрерывные про-
изводные в области регулярности решения, а также непрерывную в замкнутой Ω, а
также удовлетворяет условиям (2), (3), (4).

Исследуемая нами задача относится к классу некорректно поставленных задач
математической физики, а именно отсутствует непрерывно зависимость решения от
данных. Кроме того возникает проблема малых знаменателей, а существования и
единственность решения зависит от числовых свойств данных задачи.

В данной работе доказаны теорема о единственности решения и его условной
устойчивости на множестве корректности.

Для дальнейшего изложения нам понадобятся следующие факты.
В работе [3] рассматривается спектральная задача: найти такие значения 𝜆 при

котором ⎧⎨⎩
𝑠𝑔𝑛 𝑥𝑋 ′′(𝑥) + 𝜆𝑋(𝑥) = 0,
𝑋(−1) = 𝑋(1) = 0,
𝑋(−0) = 𝑋(+0), 𝑋 ′(−0) = 𝑋 ′(+0),

(5)
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имеет нетривиальное решение.
В работе [3] доказано, что существует счетное количество собственных значений{︀

𝜆+𝑘
}︀∞
𝑘=1

,
{︀
𝜆−𝑘
}︀∞
𝑘=1

(где 𝜆−𝑘 , 𝜆+𝑘 соответственно отрицательное и положительное значе-
ния) и соответствующие им собственные функции

{︀
𝑋+

𝑘 (𝑥)
}︀∞
𝑘=1

,
{︀
𝑋−

𝑘 (𝑥)
}︀∞
𝑘=1

.
Заметим, что [6]

𝑋+
𝑘 (𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
sℎ
√

𝜆+
𝑘 (1+𝑥)

𝑠ℎ
√

𝜆+
𝑘

, −1 6 𝑥 6 0,

sin
√

𝜆+
𝑘 (1−𝑥)

sin
√

𝜆+
𝑘

, 0 6 𝑥 6 1, 𝑘 = 1, 2, ... ,

𝑋−
𝑘 (𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
sin
√

−𝜆−
𝑘 (1+𝑥)

sin
√

−𝜆−
𝑘

, −1 6 𝑥 6 0,

sh
√

−𝜆−
𝑘 (1−𝑥)

sh
√

−𝜆−
𝑘

, 0 6 𝑥 6 1, 𝑘 = 1, 2, ... ,

где
√︁⃒⃒

𝜆±𝑘
⃒⃒

являются решениями трансцендентного уравнения 𝑡𝑔
√︁⃒⃒

𝜆−𝑘
⃒⃒
+ 𝑡ℎ

√︁⃒⃒
𝜆−𝑘
⃒⃒
=

= 0. Отметим, что
⃒⃒
𝜆±𝑘
⃒⃒
≈ −𝜋

4
+ 𝜋𝑘, 𝑘 = 1, 2, 3, ... .

Обозначим (𝑢, 𝑣) =
1∫︀

−1

𝑢𝑣𝑑𝑥 скалярное произведение в 𝐿2(−1, 1), ‖𝑢‖2 = (𝑢, 𝑢).

Нормируем собственные функции(︀
𝑠𝑔𝑛𝑥𝑋+

𝑘 , 𝑋
−
𝑗

)︀
= 0, ∀𝑘, 𝑗,(︀

𝑠𝑔𝑛𝑥𝑋±
𝑘 , 𝑋

±
𝑗

)︀
= ±𝛿𝑘𝑗,

где ±𝛿𝑘𝑗 – символ Кронекера. В [3] доказано, что собственные функции задачи (5)
образуют базис Рисса в 𝐻0. Тогда определим

‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖20 =
∞∑︁
𝑘=1

{︁⃒⃒(︀
𝑠𝑔𝑛𝑥 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑋+

𝑘

)︀⃒⃒2
+
⃒⃒(︀
𝑠𝑔𝑛𝑥 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑋−

𝑘

)︀⃒⃒2}︁
,

причем данная норма в пространстве 𝐿2(−1, 1) эквивалентна исходной.
𝑊 4

2 (Ω) – банахово пространство, состоящее из всех элементов 𝐿2(Ω), имеющих
обобщенные производные всех видов до порядка 4 включительно, суммируем по Ω
со степенью 2. Норма в 𝑊 4

2 (Ω) определяется равенством

‖𝑢‖(4)2,Ω =

⎛⎝∫︁
Ω

4∑︁
=0

⃒⃒
𝐷𝑘𝑢

⃒⃒2
𝑑𝑥

⎞⎠1/2

,

где суммирование производится по всевозможным значениям мульти индексов 𝑘 при
всех κ = 0, 1, 2, 3, 4.

Используя вид решений и свойства собственных функций спектральной задачи
(5) получим {︃{︀

𝑣±𝑘 (𝑡)
}︀
𝑡𝑡
− 𝜆±𝑘 𝑣

±
𝑘 (𝑡) = 𝑓±

𝑘 (𝑡),

𝑣±𝑘 (0) = 𝜙±
0𝑘, 𝑣

±
𝑘 (𝑡1) = 𝜙±

1𝑘,
(6)

{︃{︀
𝑢±𝑘 (𝑡)

}︀
𝑡𝑡
− 𝜆±𝑘 𝑢

±
𝑘 (𝑡) = 𝑣±𝑘 (𝑡),

𝑢±𝑘 (0) = 𝜓±
0𝑘, 𝑢

±
𝑘 (𝑡1) = 𝜓±

1𝑘.
(7)



Внутренняя краевая задача для системы уравнений смешанного типа второго порядка 89

Если решение задачи (1)-(4) существует, (𝑢, 𝜈) м можно представить в виде

𝜈(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1

𝜈+𝑘 (𝑡)𝑋
+
𝑘 +

∞∑︁
𝑘=1

𝜈−𝑘 (𝑡)𝑋
−
𝑘 , (8)

𝑢 (𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑢+𝑘 (𝑡)𝑋
+
𝑘 +

∞∑︁
𝑘=1

𝑢−𝑘 (𝑡)𝑋
−
𝑘 , (9)

где

𝑣−𝑘 (𝑡) =
𝜙−
0𝑘 sin

√︀
−𝜆−𝑘 (𝑡1 − 𝑡) + sin

√︀
−𝜆−𝑘 𝑡𝜙

−
1𝑘

sin
√︀
−𝜆−𝑘 𝑡1

+

+

√︀
−𝜆−𝑘

−1 𝑡∫︀
0

sin
√︀
−𝜆−𝑘 (𝑡− 𝜏) 𝑓−

𝑘 (𝜏)𝑑𝜏

sin
√︀
−𝜆−𝑘 𝑡1

sin
√︁
−𝜆−𝑘 𝑡−

−

√︀
−𝜆−𝑘

−1 𝑡1∫︀
0

sin
√︀
−𝜆−𝑘 (𝑡1 − 𝜏) 𝑓−

𝑘 (𝜏)𝑑𝜏

sin
√︀
−𝜆−𝑘 𝑡1

sin
√︁
−𝜆−𝑘 𝑡,

𝑣+𝑘 (𝑡) =
𝜙+
0𝑘sh

√︀
𝜆+𝑘 (𝑡1 − 𝑡) + sh

√︀
𝜆+𝑘 𝑡𝜙

+
1𝑘

sh
√︀
𝜆+𝑘 𝑡1

+

+

√︀
𝜆+𝑘

−1
𝑡∫︀
0

sh
√︀
𝜆+𝑘 (𝑡− 𝜏) 𝑓+

𝑘 (𝜏)𝑑𝜏

sh
√︀
𝜆+𝑘 𝑡1

sh
√︁
𝜆+𝑘 𝑡−

−

√︀
𝜆+𝑘

−1 𝑡1∫︀
0

sh
√︀
𝜆+𝑘 (𝑡1 − 𝜏) 𝑓+

𝑘 (𝜏)𝑑𝜏

sh
√︀
𝜆+𝑘 𝑡1

sh
√︁
𝜆+𝑘 𝑡,

𝑢−𝑘 (𝑡) =
𝜓−
0𝑘 sin

√︀
−𝜆−𝑘 (𝑡1 − 𝑡) + sin

√︀
−𝜆−𝑘 𝑡𝜓

−
1𝑘

sin
√︀
−𝜆−𝑘 𝑡1

+

+

√︀
−𝜆−𝑘

−1 𝑡∫︀
0

sin
√︀
−𝜆−𝑘 (𝑡− 𝜏) 𝑣−𝑘 (𝜏)𝑑𝜏

sin
√︀
−𝜆−𝑘 𝑡1

sin
√︁
−𝜆−𝑘 𝑡−

−

√︀
−𝜆−𝑘

−1 𝑡1∫︀
0

sin
√︀
−𝜆−𝑘 (𝑡1 − 𝜏) 𝑣−𝑘 (𝜏)𝑑𝜏

sin
√︀
−𝜆−𝑘 𝑡1

sin
√︁
−𝜆−𝑘 𝑡,
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𝑢+𝑘 (𝑡) =
𝜓+
0𝑘sh

√︀
𝜆+𝑘 (𝑡1 − 𝑡) + sh

√︀
𝜆+𝑘 𝑡𝜓

+
1𝑘

sh
√︀
𝜆+𝑘 𝑡1

+

+

√︀
𝜆+𝑘

−1
𝑡∫︀
0

sh
√︀
𝜆+𝑘 (𝑡− 𝜏) 𝑣+𝑘 (𝜏)𝑑𝜏

sh
√︀
𝜆+𝑘 𝑡1

sh
√︁
𝜆+𝑘 𝑡−

−

√︀
𝜆+𝑘

−1 𝑡1∫︀
0

sh
√︀
𝜆+𝑘 (𝑡1 − 𝜏) 𝑣+𝑘 (𝜏)𝑑𝜏

sh
√︀
𝜆+𝑘 𝑡1

sh
√︁
𝜆+𝑘 𝑡,

𝑘 = 1, 2, ..., 𝜙±
𝑖𝑘
= ±

1∫︀
−1

𝑠𝑔𝑛 𝑥𝜙𝑖(𝑥)𝑋
±
𝑘 (𝑥)𝑑𝑥,

𝜓±
𝑖𝑘
= ±

1∫︁
−1

𝑠𝑔𝑛 𝑥𝜓𝑖(𝑥)𝑋
±
𝑘 (𝑥)𝑑𝑥,

𝑓±
𝑖𝑘
= ±

1∫︁
−1

𝑠𝑔𝑛 𝑥 𝑓𝑖(𝑥, 𝑡)𝑋
±
𝑘 (𝑥)𝑑𝑥, 𝑖 = 0, 1.

Лемма 1 (см. [2]). Пусть 𝜇𝑘 =
√︀
±𝜆±𝑘 иррациональное число (𝑘 ∈ 𝑁) – ограниченная

последовательность положительных чисел. Тогда неравенство⃒⃒⃒⃒
𝜇𝑘 −

𝑚

𝑞
𝑎

⃒⃒⃒⃒
<

1

𝑘2+𝜀/4
, 0 < 𝜀 < 1, (10)

для почти всех чисел 𝑎 > 0 имеет не более чем конечное число решений в целых
числах 𝑞 ̸= 0 и 𝑚 > 0.
Доказательство Леммы 1 можно найти в работе [2].

Единственность решения задачи (1)-(4)
Теорема 1. Для единственности решения задачи необходимо и достаточно, что-

бы уравнения √︁⃒⃒
𝜆−𝑘
⃒⃒
𝑡1 = 𝑚𝜋,

не имели решений в целых числах 𝑘,𝑚, где 𝜆−𝑘 отрицательные решения трацедентного
уравнения 𝑡𝑔

√︀
−𝜆−𝑘 + 𝑡ℎ

√︀
−𝜆−𝑘 = 0.

Доказательство. Пусть решение задачи (1)-(4) представлено в виде (8) и (9).
Пусть 𝑓(𝑥, 𝑡) = 0, и пусть

𝑣|𝑡=0 = 0, 𝑣|𝑡=𝑡1
= 0,

𝑢|𝑡=0 = 0, 𝑢|𝑡=𝑡1
= 0.

(11)

Необходимость. Если для некоторого целого 𝑘 = 𝑘0 ̸= 0 знаменатели
⃒⃒⃒
sin
√︁
±𝜆 ±

𝑘0
𝑡1

⃒⃒⃒
обращаются в нуль, то задача

{︀
𝑣±𝑘 (𝑡)

}︀
𝑡𝑡
− 𝜆±𝑘 𝑣

±
𝑘 (𝑡) = 0, 𝑣±𝑘 (0) = 0, 𝑣±𝑘 (𝑡1) = 0, имеет

нетривиальные решения вида

𝑣−𝑘0(𝑡) = 𝐶−
1𝑘0

cos
√︁
−𝜆 −

𝑘0
𝑡+ 𝐶−

2𝑘0
sin
√︁
−𝜆 −

𝑘0
𝑡,

𝑣+𝑘0(𝑡) = 𝐶+
1𝑘0
𝑐ℎ
√︁
𝜆+𝑘0𝑡+ 𝐶+

2𝑘0
𝑠ℎ
√︁
𝜆+𝑘0𝑡,
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где 𝐶±
1𝑘0

и 𝐶±
2𝑘0

нетривиальное решение системы уравнений

𝑣−𝑘 (0) = 𝐶−
1𝑘0

cos
√︁
−𝜆−𝑘00 + 𝐶−

2𝑘0
sin
√︁
−𝜆−𝑘00 = 0,

𝑣−𝑘 (𝑡1) = 𝐶−
1𝑘0

cos
√︁
−𝜆−𝑘0𝑡1 + 𝐶−

2𝑘0
sin
√︁
−𝜆−𝑘0𝑡1 = 0,

𝑣+𝑘 (0) = 𝐶+
1𝑘0

ch
√︁
𝜆+𝑘00 + 𝐶+

2𝑘0
sh
√︁
𝜆+𝑘00 = 0,

𝑣+𝑘 (𝑡1) = 𝐶+
1𝑘0

ch
√︁
𝜆+𝑘0𝑡1 + 𝐶+

2𝑘0
sh
√︁
𝜆+𝑘0𝑡1 = 0,

𝐶−
1𝑘0

= 0, 𝐶−
2𝑘0

sin
√︁
−𝜆 −

𝑘0
𝑡1 = 0,

𝐶+
1𝑘 = 0, 𝐶+

2𝑘0
sh
√︁
𝜆 +

𝑘0
𝑡1 = 0,

∃ 𝑘0, sin
√︁
−𝜆 −

𝑘0
𝑡1 = 0,

∀𝑘0 𝐶+
2𝑘0

= 0, sh
√︁
𝜆 +

𝑘0
𝑡1 > 0.

Тогда решения уравнения (6) с условиями (11) для фиксированного 𝑘0 имеет
нетривиальные решения вида

̃︀𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝑣−𝑘0(𝑡)𝑋
−
𝑘0
, (12)

и решение однородной задачи (1)-(4) не будет единственным.
Достаточность. Пусть пары функций (𝑢1(𝑥, 𝑡), 𝑣1(𝑥, 𝑡)) и (𝑢2(𝑥, 𝑡), 𝑣2(𝑥, 𝑡)) яв-

ляются решениями задачи (1)-(4). Обозначим 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢1(𝑥, 𝑡) − 𝑢2(𝑥, 𝑡), 𝑣(𝑥, 𝑡) =
= 𝑣1(𝑥, 𝑡) − 𝑣2(𝑥, 𝑡). Тогда пара функций (𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑣(𝑥, 𝑡)) удовлетворяет уравнению
(1) однородными условиями (11), 𝑣±𝑘 (𝑡) определяются из систем{︂

𝐶−
1𝑘 cos

√︀
−𝜆−𝑘 𝑡1 + 𝐶−

2𝑘 sin
√︀
−𝜆−𝑘 𝑡1 = 0,

𝐶−
1𝑘 = 0,

{︂
𝐶+

1𝑘𝑐ℎ
√︀
𝜆+𝑘 𝑡1 + 𝐶+

2𝑘𝑠ℎ
√︀
𝜆+𝑘 𝑡1 = 0,

𝐶+
1𝑘 = 0,

(13)
однозначно так как, согласно условию теоремы sin

√︁
−𝜆−𝑘 𝑡1 ̸= 0.

Следовательно, из (13) следует, что 𝐶−
2𝑘 = 0, 𝐶+

2𝑘 = 0, и 𝑣(𝑥, 𝑡) ≡ 0. Из формулы
(9) легко следует что, 𝑢±𝑘 (𝑡) однозначно определяется через 𝑣±𝑘 (𝑡). И 𝑢±𝑘 = 0 или
𝑢(𝑥, 𝑡) ≡ 0. Это означает, что решение задачи (1)-(4) единственно.

Теорема доказана.
Априорная оценка задачи (1)-(4).
Для системы уравнений (1) рассмотрим задачу: найти решение (𝑢(𝑥, 𝑡), 𝜈(𝑥, 𝑡))

системы уравнений (1) удовлетворяющее условиям

𝑣(𝑥, 𝑡)|𝑡=0 = 𝜙0(𝑥), {𝑣(𝑥, 𝑡)}𝑡|𝑡=0 = 𝜂(𝑥),
𝑢 (𝑥, 𝑡)|𝑡=0 = 𝜓0(𝑥), {𝑢(𝑥, 𝑡)}𝑡|𝑡=0 = 𝜔(𝑥),

}︂
− 1 6 𝑥 6 1, (14)

а также граничным (3) и условиям склеивания (4).
Используя вид решений и свойства собственных функций спектральной задачи

(5) получим {︃{︀
𝑣±𝑘 (𝑡)

}︀
𝑡𝑡
− 𝜆±𝑘 𝑣

±
𝑘 (𝑡) = 𝑓±

𝑘 (𝑡),

𝑣±𝑘 (0) = 𝜙±
0𝑘,

{︀
𝑣±𝑘
}︀
𝑡

⃒⃒
𝑡=0

= 𝜂±𝑘 ,
(15)
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{︃{︀
𝑢±𝑘 (𝑡)

}︀
𝑡𝑡
− 𝜆±𝑘 𝑢

±
𝑘 (𝑡) = 𝑣±𝑘 (𝑡),

𝑢±𝑘 (0) = 𝜓±
0𝑘,

{︀
𝑢±𝑘
}︀
𝑡

⃒⃒
𝑡=0

= 𝜔±
𝑘

(16)

где 𝜂±𝑘 = ±
1∫︀

−1

𝑠𝑔𝑛 (𝑥)𝜂(𝑥)𝑋±
𝑘 (𝑥)𝑑𝑥, 𝜔±

𝑘 = ±
1∫︀

−1

𝑠𝑔𝑛 (𝑥)𝜔(𝑥)𝑋±
𝑘 (𝑥)𝑑𝑥 𝑘 = 1, 2, 3, ....

Согласно результатом работы [5] для задачи (15), для ∀𝑘 верна следующая апри-
орная оценка

𝑡∫︁
0

𝑣±
2

𝑘 (𝜏)𝑑𝜏 6 𝑐(𝑡)
(︁
𝑇𝜙±2

0𝑘 + 𝛽±
𝑘

)︁1−𝑟(𝑡)

⎛⎝ 𝑇∫︁
0

𝑣±
2

𝑘 (𝜏)𝑑𝜏 + 𝛽±
𝑘

⎞⎠𝑟(𝑡)

, (17)

𝛽±
𝑘 =

(︀
2𝑇 2 + 3

)︀ 𝑇∫︁
0

𝑓±2

𝑘 (𝑡)𝑑𝑡+ 2
⃒⃒⃒
𝜆±𝑘 𝜙

±2

0𝑘 − 𝜂
±2

𝑘

⃒⃒⃒
𝑇 + 2

⃒⃒
𝜙±
0𝑘 𝜂

±
𝑘

⃒⃒
, 𝑟(𝑡) =

1− 𝑒−𝑡

1− 𝑒−𝑇
,

𝑐(𝑡) = exp

(︃
(𝑇 + 1) (1− 𝑒−𝑡)𝑇 −

(︀
1− 𝑒−𝑇

)︀
𝑡

1− 𝑒−𝑇

)︃
.

При доказательство (17) используем следующую лемму 2.
Лемма 2. Пусть 𝑉 (𝑡) решение уравнения

𝑉
′′
(𝑡)− 𝜆𝑉 (𝑡) = 𝑓(𝑡),

удовлетворяет условиям 𝑉 (0) = 𝜙0, 𝑉 ′(0) = 𝜂, тогда для решения данного уравнения
при 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ) имеет место неравенство

𝑡∫︁
0

𝑉 2(𝜏)𝑑𝜏 6 𝑐(𝑡)
(︀
𝑇𝜙2

0 + 𝛽
)︀1−𝑟(𝑡)

⎛⎝ 𝑇∫︁
0

𝑉 2(𝜏)𝑑𝜏 + 𝛽

⎞⎠𝑟(𝑡)

,

где 𝜆 – некоторая константа, 𝑓(𝑡) – заданная функция

𝛽 =
(︀
2𝑇 2 + 3

)︀ 𝑇∫︁
0

𝑓 2(𝑡)𝑑𝑡+ 2
⃒⃒
𝜆𝜙2

0 − 𝜂2
⃒⃒
𝑇 + 2 |𝜙0 𝜂| , 𝑟(𝑡) =

1− 𝑒−𝑡

1− 𝑒−𝑇
,

𝑐(𝑡) = exp

(︃
(𝑇 + 1) (1− 𝑒−𝑡)𝑇 −

(︀
1− 𝑒−𝑇

)︀
𝑡

1− 𝑒−𝑇

)︃
.

Доказательство Леммы 2 можно найти в работе [3].
Теорема 3. Пусть решения задачи (1)-(4) существует и выполняется условия

теоремы 1. Тогда для пары функций (𝑣(𝑥, 𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡)) верны следующие оценки

𝑡∫︁
0

‖𝑣(𝑥, 𝜏)‖2𝑑𝜏 6 2𝑐(𝑡)
(︀
𝑇 ‖𝜙0(𝑥)‖20 + 𝛽1

)︀1−𝑟(𝑡)

⎛⎝ 𝑇∫︁
0

‖𝑣(𝑥, 𝑡)‖20 𝑑𝑡+ 𝛽1

⎞⎠𝑟(𝑡)

, (18)

𝑡∫︁
0

‖𝑢(𝑥, 𝜏)‖2𝑑𝜏 6 2𝑐(𝑡)
(︀
𝑇 ‖𝜓0(𝑥)‖20 + 𝛽2

)︀1−𝑟(𝑡)

⎛⎝ 𝑇∫︁
0

‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖20 𝑑𝑡+ 𝛽2

⎞⎠𝑟(𝑡)

, (19)
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где

𝛽1 =
(︀
2𝑇 2 + 3

)︀ 𝑇∫︁
0

‖𝑓(𝑥, 𝑡)‖20 𝑑𝑡+ 2𝑇 ‖𝜙0(𝑥)‖21 + 3(2𝑇 + 1)×

×

⎛⎝𝐶7 ‖𝜙1(𝑥)‖22+𝜀 + 𝐶8 ‖𝜙0(𝑥)‖22+𝜀 + 𝐶9

𝑡1∫︁
0

‖𝑓(𝑥, 𝜏)‖21+𝜀 𝑑𝜏

⎞⎠+ ‖𝜙0(𝑥)‖20 ,

𝛽2 =
(︀
2𝑇 2 + 3

)︀ 𝑇∫︁
0

‖𝑣(𝑥, 𝑡)‖20 𝑑𝑡+ 2𝑇 ‖𝜓0(𝑥)‖21 + 3(2𝑇 + 1)×

×

⎛⎝𝐶7 ‖𝜓1(𝑥)‖22+𝜀 + 𝐶8 ‖𝜓0(𝑥)‖22+𝜀 + 𝐶9

𝑡1∫︁
0

‖𝑣(𝑥, 𝜏)‖21+𝜀 𝑑𝜏

⎞⎠+ ‖𝜓0(𝑥)‖20 ,

𝑟(𝑡) =
1− 𝑒−𝑡

1− 𝑒−𝑇
, 𝑐(𝑡) = exp

(︃
(𝑇 + 1) (1− 𝑒−𝑡)𝑇 −

(︀
1− 𝑒−𝑇

)︀
𝑡

1− 𝑒−𝑇

)︃
.

Доказательство. Нетрудно заметить, что

𝜂(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=1

(︀
𝜂+𝑘 𝑋

+
𝑘 + 𝜂−𝑘 𝑋

−
𝑘

)︀
=

=
∞∑︁
𝑘=1

⎛⎜⎜⎜⎝
√︀
𝜆+𝑘 𝜙

+
1𝑘 −

√︀
𝜆+𝑘 𝜙

+
0𝑘𝑐ℎ

√︀
𝜆+𝑘 𝑡1 −

𝑡1∫︀
0

sℎ
√︀
𝜆+𝑘 (𝑡1 − 𝜏) 𝑓+

𝑘 (𝜏)𝑑𝜏

sℎ
√︀
𝜆+𝑘 𝑡1

𝑋+
𝑘

+

√︀
−𝜆−𝑘 𝜙

−
1𝑘 −

√︀
−𝜆−𝑘 𝜙

−
0𝑘 cos

√︀
−𝜆−𝑘 𝑡1 −

𝑡1∫︀
0

sin
√︀
−𝜆−𝑘 (𝑡1 − 𝜏) 𝑓−

𝑘 (𝜏)𝑑𝜏

sin
√︀
−𝜆−𝑘 𝑡1

𝑋−
𝑘

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Оценим норму этих функций

‖𝜂(𝑥)‖20 =
∞∑︁
𝑘=1

⎛⎜⎜⎜⎝
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
√︀
𝜆+𝑘 𝜙

+
1𝑘 −

√︀
𝜆+𝑘 𝜙

+
0𝑘𝑐ℎ

√︀
𝜆+𝑘 𝑡1 −

𝑡1∫︀
0

sℎ
√︀
𝜆+𝑘 (𝑡1 − 𝜏) 𝑓+

𝑘 (𝜏)𝑑𝜏

sℎ
√︀
𝜆+𝑘 𝑡1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
2

+

+

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
√︀
−𝜆−𝑘 𝜙

−
1𝑘 −

√︀
−𝜆−𝑘 𝜙

−
0𝑘 cos

√︀
−𝜆−𝑘 𝑡1 −

𝑡1∫︀
0

sin
√︀
−𝜆−𝑘 (𝑡1 − 𝜏) 𝑓−

𝑘 (𝜏)𝑑𝜏

sin
√︀
−𝜆−𝑘 𝑡1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
2⎞⎟⎟⎟⎠ 6
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6 3
∞∑︀
𝑘=1

⎛⎜⎝⃒⃒⃒⃒ √𝜆+
𝑘

sℎ
√

𝜆+
𝑘 𝑡1
𝜙+
1𝑘

⃒⃒⃒⃒2
+

⃒⃒⃒⃒√
𝜆+
𝑘 𝑐ℎ
√

𝜆+
𝑘 𝑡1

sℎ
√

𝜆+
𝑘 𝑡1

𝜙+
0𝑘

⃒⃒⃒⃒2
+

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑡1∫︀
0

sℎ
√

𝜆+
𝑘 (𝑡1−𝜏) 𝑓+

𝑘 (𝜏)𝑑𝜏

sℎ
√

𝜆+
𝑘 𝑡1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2
⎞⎟⎠+

+3
∞∑︀
𝑘=1

⎛⎜⎝⃒⃒⃒⃒ √−𝜆−
𝑘

sin
√

−𝜆−
𝑘 𝑡1
𝜙−
1𝑘

⃒⃒⃒⃒2
+

⃒⃒⃒⃒√
−𝜆−

𝑘 cos
√

−𝜆−
𝑘 𝑡1

sin
√

−𝜆−
𝑘 𝑡1

𝜙−
0𝑘

⃒⃒⃒⃒2
+

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑡1∫︀
0

sin
√

−𝜆−
𝑘 (𝑡1−𝜏) 𝑓−

𝑘 (𝜏)𝑑𝜏

sin
√

−𝜆−
𝑘 𝑡1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2
⎞⎟⎠ 6

6 3
∞∑︀
𝑘=1

(︂
𝐶1

⃒⃒
𝜙+
1𝑘

⃒⃒2
+ 𝐶2𝜆

+
𝑘

⃒⃒
𝜙+
0𝑘

⃒⃒2
+ 𝐶3

𝑡1∫︀
0

⃒⃒
𝑓+
𝑘 (𝜏)

⃒⃒2
𝑑𝜏

)︂
+

+3
∞∑︀
𝑘=1

(︂
𝐶4

⃒⃒
−𝜆−𝑘

⃒⃒2+𝜀⃒⃒
𝜙−
1𝑘

⃒⃒2
+ 𝐶5

⃒⃒
−𝜆−𝑘

⃒⃒2+𝜀⃒⃒
𝜙−
0𝑘

⃒⃒2
+ 𝐶6

⃒⃒
−𝜆−𝑘

⃒⃒1+𝜀
𝑡1∫︀
0

⃒⃒
𝑓−
𝑘 (𝜏)

⃒⃒2
𝑑𝜏

)︂
,

где 𝐶1 =
𝜆+
1

sℎ2
√

𝜆+
1 𝑡1
, 𝐶2 = 𝑐𝑡ℎ2

√︀
𝜆+1 𝑡1,{︂

max
06𝜏*6𝑡1

(︁
sℎ2
√︀
𝜆+1 (𝑡1 − 𝜏 *)

)︁ 𝑡1∫︀
0

⃒⃒
𝑓+
𝑘 (𝜏)

⃒⃒2
𝑑𝜏

}︂
6 (𝑡1, 𝜆

+
1 )

𝑡1∫︀
0

⃒⃒
𝑓+
𝑘 (𝜏)

⃒⃒2
𝑑𝜏 , 𝑘 – целые числа,

𝐶3, 𝐶4, 𝐶5, 𝐶6 – постоянная. Используя выше полученные выводы для 𝜂(𝑥) имеем
оценки

‖𝜂(𝑥)‖20 6 7 ‖𝜙1(𝑥)‖22+𝜀 + 8 ‖𝜙0(𝑥)‖22+𝜀 + 9

𝑡1∫︁
0

‖𝑓(𝑥, 𝜏)‖21+𝜀𝑑𝜏,

где 𝐶7 = max {𝐶1, 𝐶4} , 𝐶8 = max {𝐶2, 𝐶5} , 𝐶9 = max {𝐶3, 𝐶6} .
Аналогичным образом для функцию 𝜔(𝑥) можно получит следующую оценку

‖𝜔(𝑥)‖20 6 𝐶7 ‖𝜓1(𝑥)‖22+𝜀 + 𝐶8 ‖𝜓0(𝑥)‖22+𝜀 + 𝐶9

𝑡1∫︁
0

‖𝑣(𝑥, 𝜏)‖21+𝜀𝑑𝜏,

где 𝐶7 = max
{︁
𝐶 1, 𝐶4

}︁
, 𝐶8 = max

{︁
𝐶 2, 𝐶 5

}︁
, 𝐶 9 = max

{︁
𝐶 3, 𝐶 6

}︁
.

Подставляя в неравенство (18)-(19), получаем требуемое неравенство.
Введем множество корректности 𝑀 следующим образом

𝑀 =
{︀
(𝑣, 𝑢) : ‖𝑣(𝑥, 𝑡)‖2 + ‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖2 6 𝑚2

}︀
.

Устойчивость решения задачи
Для доказательства условной устойчивости искомой задачи воспользуемся сле-

дующим методом. Для системы уравнений (1) рассмотрим задачу: найти решение
(𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑣(𝑥, 𝑡)) системы уравнений (1) удовлетворяющее условиям

𝑣(𝑥, 0) = 𝜙0(𝑥), 𝑣(𝑥, 𝑡1) = 𝜙1(𝑥)
𝑢(𝑥, 0) = 𝜓0(𝑥), 𝑢(𝑥, 𝑡1) = 𝜓1(𝑥)

}︂
, 0 < 𝑡1 < 𝑇, −1 6 𝑥 6 1, (20)

а (𝑢𝜀(𝑥, 𝑡), 𝑣𝜀(𝑥, 𝑡)) удовлетворяет уравнению (1) с условиями

𝑣𝜀(𝑥, 0) = 𝜙0𝜀(𝑥), 𝑣𝜀(𝑥, 𝑡1) = 𝜙1𝜀(𝑥)
𝑢𝜀(𝑥, 0) = 𝜓0𝜀(𝑥), 𝑢𝜀(𝑥, 𝑡1) = 𝜓1𝜀(𝑥)

}︂
, 0 < 𝑡1 < 𝑇, −1 6 𝑥 6 1, (21)

и соответствующим граничным условиям и условиям склеивания.
Пусть 𝑉 (𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑡)− 𝑣𝜀(𝑥, 𝑡), 𝑈(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡)− 𝑢𝜀(𝑥, 𝑡).
Теорема 4. Пусть (𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑣(𝑥, 𝑡)) ∈𝑀 , (𝑢𝜀(𝑥, 𝑡), 𝑣𝜀(𝑥, 𝑡)) ∈𝑀 и ‖𝜙𝑖(𝑥)− 𝜙𝑖𝜀(𝑥)‖𝑊 3

2
6

𝜀, ‖𝜓𝑖(𝑥)− 𝜓𝑖𝜀(𝑥)‖𝑊 3
2
6 𝜀, ‖𝑓(𝑥)− 𝑓𝜀(𝑥)‖𝑊 3

2
6 𝜀, 𝑖 = 0, 1. Тогда для решения задачи

(1)-(4) верны следующие оценки, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 )
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𝑡∫︁
0

‖𝑉 (𝑥, 𝜏)‖2𝑑𝜏 62 𝑐(𝑡)
(︀
𝑇𝜀2 + 𝛽1𝜀

)︀1−𝑟(𝑡)(︀
4𝑚2 + 𝛽1𝜀

)︀𝑟(𝑡)
, (22)

𝑡∫︁
0

‖𝑈(𝑥, 𝜏)‖2𝑑𝜏 62 𝑐(𝑡)
(︀
𝑇𝜀2 + 𝛽2𝜀

)︀1−𝑟(𝑡)(︀
4𝑚2 + 𝛽2𝜀

)︀𝑟(𝑡)
, (23)

где 𝛽1𝜀 = (2𝑇 2 + 3) 𝜀2𝑇 + 2𝑇𝜀2 + 3(2𝑇 + 1)× (𝐶7𝜀
2 + 𝐶8𝜀

2 + 𝐶9𝑡1𝜀
2) + 𝜀2,

𝛽2𝜀 = 2𝑐(𝑡)
(︀
2𝑇 2 + 3

)︀ (︀
𝑇𝜀2 + 𝛽1𝜀

)︀1−𝑟(𝑡)(︀
4𝑚2 + 𝛽1𝜀𝜀

2
)︀𝑟(𝑡)

+ 2𝑇𝜀2 + 3(2𝑇 + 1)×

×
(︁
𝐶7𝜀

2 + 𝐶8𝜀
2 + 2𝐶9𝑐(𝑡1)

(︀
𝑇𝜀2 + 𝛽1𝜀𝜀

2
)︀1−𝑟(𝑡1)(︀4𝑚2 + 𝛽1𝜀𝜀

2
)︀𝑟(𝑡1))︁+ 𝜀2,

𝑟(𝑡) =
1− 𝑒−𝑡

1− 𝑒−𝑇
, 𝑐(𝑡) = exp

(︃
(𝑇 + 1) (1− 𝑒−𝑡)𝑇 −

(︀
1− 𝑒−𝑇

)︀
𝑡

1− 𝑒−𝑇

)︃
.

Доказательство. Пусть (𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑣(𝑥, 𝑡)) решение задачи (1)-(4) с точными данными,
а (𝑢𝜀(𝑥, 𝑡), 𝑣𝜀(𝑥, 𝑡)) решение задачи (1)-(4) с приближенными данными 𝜙0𝜀, 𝜙1𝜀, 𝜓0𝜀, 𝜓1𝜀.
Тогда 𝑈 = 𝑢− 𝑢𝜀, 𝑉 = 𝑣 − 𝑣𝜀 удовлетворяет уравнению

{︃
𝑉𝑡𝑡 + sgn𝑉𝑥𝑥 = 𝑓 − 𝑓𝜀,
𝑈𝑡𝑡 + sgn𝑈𝑥𝑥 = 𝑉,

𝑉 (𝑥, 0) = 𝜙0 − 𝜙0𝜀, 𝑉 (𝑥, 𝑡1) = 𝜙1 − 𝜙1𝜀,

𝑈(𝑥, 0) = 𝜓0 − 𝜓0𝜀, 𝑈(𝑥, 𝑡1) = 𝜓1 − 𝜓1𝜀.

(24)

Применяя к задаче (24) результаты теоремы 3, имеем

𝑡∫︁
0

‖𝑈(𝑥, 𝜏)‖2𝑑𝜏 =

𝑡∫︁
0

‖𝑢(𝑥, 𝜏)− 𝑢𝜀(𝑥, 𝜏)‖2𝑑𝜏 6

6 2𝑐(𝑡)
(︀
𝑇 ‖𝑈(𝑥, 0)‖20 + 𝛽2

)︀1−𝑟(𝑡)

⎛⎝ 𝑇∫︁
0

‖𝑢(𝑥, 𝑡)− 𝑢𝜀(𝑥, 𝑡)‖20 𝑑𝑡+ 𝛽2

⎞⎠𝑟(𝑡)

.

Согласно (18) оценим следующее

𝑡∫︁
0

‖𝑉 (𝑥, 𝜏)‖2𝑑𝜏 =

𝑡∫︁
0

‖𝑣(𝑥, 𝜏)− 𝑣𝜀(𝑥, 𝜏)‖2𝑑𝜏 6

6 2𝑐(𝑡)
(︀
𝑇 ‖𝜙0(𝑥)− 𝜙0𝜀(𝑥)‖20 + 𝛽1

)︀1−𝑟(𝑡)

⎛⎝ 𝑇∫︁
0

‖𝑣(𝑥, 𝑡)− 𝑣𝜀(𝑥, 𝑡)‖20 𝑑𝑡+ 𝛽1

⎞⎠𝑟(𝑡)

,

(25)
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где

𝛽1 =
(︀
2𝑇 2 + 3

)︀ 𝑇∫︁
0

‖𝑓(𝑥, 𝑡)− 𝑓𝜀(𝑥, 𝑡)‖20 𝑑𝑡+ 2𝑇 ‖𝜙0(𝑥)− 𝜙0𝜀(𝑥)‖21 + 3(2𝑇 + 1)×

×

⎛⎝𝐶7 ‖𝜙1(𝑥)− 𝜙1𝜀(𝑥)‖22+𝜀 + 𝐶8 ‖𝜙0(𝑥)− 𝜙0𝜀(𝑥)‖22+𝜀 + 𝐶9

𝑡1∫︁
0

‖𝑓(𝑥, 𝜏)− 𝑓𝜀(𝑥, 𝜏)‖21+𝜀 𝑑𝜏

⎞⎠+

+ ‖𝜙0(𝑥)− 𝜙0𝜀(𝑥)‖20 ,

откуда

𝛽1𝜀 =
(︀
2𝑇 2 + 3

)︀
𝜀2𝑇 + 2𝑇𝜀2 + 3(2𝑇 + 1)×

(︀
𝐶7𝜀

2 + 𝐶8𝜀
2 + 𝐶9𝑡1𝜀

2
)︀
+ 𝜀2.

Доказательство ‖𝑈(𝑥, 𝑡)‖ аналогично доказательству (25). Заметим, что 𝜙𝑖, 𝜓𝑖 ∈
𝑊 3

2 (−1, 1), 𝑓 ∈ 𝑊 3
2 (−1, 1), 𝑖 = 0, 1, поэтому верны оценки (22), (23).

Приближенное решение
Пусть в задаче (1)-(4) 𝜙0(𝑥) = 𝜙1(𝑥) = 0, 𝜓0(𝑥) = 𝜓1(𝑥) = 0, 𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥).

Тогда решение задачи (1)-(4) можно представить в виде

𝑣(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑣+𝑘 (𝑡)𝑋
+
𝑘 +

∞∑︁
𝑘=1

𝑣−𝑘 (𝑡)𝑋
−
𝑘 , (26)

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑢+𝑘 (𝑡)𝑋
+
𝑘 +

∞∑︁
𝑘=1

𝑢−𝑘 (𝑡)𝑋
−
𝑘 ,

где

𝑣−𝑘 (𝑡) =

(︁
1− cos

√︀
−𝜆−𝑘 (𝑡− 𝑡1)

)︁
𝑓−
𝑘 sin

√︀
−𝜆−𝑘 𝑡(︀

−𝜆−𝑘
)︀
sin
√︀
−𝜆−𝑘 𝑡1

,

𝑣+𝑘 (𝑡) =

(︁
1− cℎ

√︀
𝜆+𝑘 (𝑡− 𝑡1)

)︁
𝑓+
𝑘 sℎ

√︀
𝜆+𝑘 𝑡

𝜆+𝑘 sℎ
√︀
𝜆+𝑘 𝑡1

,

𝑢−𝑘 (𝑡) =

𝑡∫︀
𝑡1

sin
√︀
−𝜆−𝑘 (𝑡− 𝜏)𝑣

−
𝑘 (𝜏)𝑑𝜏 sin

√︀
−𝜆−𝑘 𝑡√︀

−𝜆−𝑘 sin
√︀
−𝜆−𝑘 𝑡1

,

𝑢+𝑘 (𝑡) =

𝑡∫︀
𝑡1

sℎ
√︀
𝜆+𝑘 (𝑡− 𝜏) 𝑣

+
𝑘 (𝜏)𝑑𝜏sℎ

√︀
𝜆+𝑘 𝑡√︀

𝜆+𝑘 sℎ
√︀
𝜆+𝑘 𝑡1

.

Пусть решение задачи (1)-(4) существует, ‖𝑓 − 𝑓𝜀‖𝑊 3
2
6 𝜀 и (𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑣(𝑥, 𝑡)) ∈𝑀.

В качестве приближенной функции рассмотрим

𝑣𝑁(𝑥, 𝑡) =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑣+𝑘 (𝑡)𝑋
+
𝑘 +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑣−𝑘 (𝑡)𝑋
−
𝑘 , 𝑢𝑁(𝑥, 𝑡) =

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑢+𝑘 (𝑡)𝑋
+
𝑘 +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑢−𝑘 (𝑡)𝑋
−
𝑘 ,

где 𝑁 – параметр регуляризации, а 𝑣±𝑘 (𝑡), 𝑢
±
𝑘 (𝑡) определены выше.
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В качестве приближенного решения задачи по приближенными данными можно
рассмотреть функцию

𝑣𝑁𝜀(𝑥, 𝑡) =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑣+𝑘𝜀(𝑡)𝑋
+
𝑘 +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑣−𝑘𝜀(𝑡)𝑋
−
𝑘 , (27)

𝑢𝑁𝜀(𝑥, 𝑡) =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑢+𝑘𝜀(𝑡)𝑋
+
𝑘 +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑢−𝑘𝜀(𝑡)𝑋
−
𝑘 ,

где

𝑣−𝑘𝜀(𝑡) =

(︁
1− cos

√︀
−𝜆−𝑘 (𝑡− 𝑡1)

)︁
𝑓−
𝑘𝜀 sin

√︀
−𝜆−𝑘 𝑡(︀

−𝜆−𝑘
)︀
sin
√︀
−𝜆−𝑘 𝑡1

,

𝑣+𝑘𝜀(𝑡) =

(︁
1− cℎ

√︀
𝜆+𝑘 (𝑡− 𝑡1)

)︁
𝑓+
𝑘𝜀sℎ

√︀
𝜆+𝑘 𝑡

𝜆+𝑘 sℎ
√︀
𝜆+𝑘 𝑡1

,

𝑢−𝑘𝜀(𝑡) =

𝑡∫︀
𝑡1

sin
√︀
−𝜆−𝑘 (𝑡− 𝜏)𝑣

−
𝑘𝜀(𝜏)𝑑𝜏 sin

√︀
−𝜆−𝑘 𝑡√︀

−𝜆−𝑘 sin
√︀
−𝜆−𝑘 𝑡1

,

𝑢+𝑘𝜀(𝑡) =

𝑡∫︀
𝑡1

sℎ
√︀
𝜆+𝑘 (𝑡− 𝜏) 𝑣

+
𝑘𝜀(𝜏)𝑑𝜏sℎ

√︀
𝜆+𝑘 𝑡√︀

𝜆+𝑘 sℎ
√︀
𝜆+𝑘 𝑡1

.

Оценим разность нормы 𝑣(𝑥, 𝑡)− 𝑣𝑁𝜀(𝑥, 𝑡)

‖𝑣(𝑥, 𝑡)− 𝑣𝑁𝜀(𝑥, 𝑡)‖2 = ‖𝑣(𝑥, 𝑡)− 𝑣𝑁(𝑥, 𝑡) + 𝑣𝑁(𝑥, 𝑡)− 𝑣𝑁𝜀(𝑥, 𝑡)‖2 6
6 ‖𝑣(𝑥, 𝑡)− 𝑣𝑁(𝑥, 𝑡)‖2 + ‖𝑣𝑁(𝑥, 𝑡)− 𝑣𝑁𝜀(𝑥, 𝑡)‖2.

(28)

Оценив первый член в правой часть неравенства (28) имеем

‖𝑣(𝑥, 𝑡)− 𝑣𝑁(𝑥, 𝑡)‖2 6
∞∑︁

𝑘=𝑁+1

⎛⎝
(︁
1− cℎ

√︀
𝜆+𝑘 (𝑡− 𝑡1)

)︁
𝑓+
𝑘 sℎ

√︀
𝜆+𝑘 𝑡

𝜆+𝑘 sℎ
√︀
𝜆+𝑘 𝑡1

⎞⎠2

+

+
∞∑︁

𝑘=𝑁+1

⎛⎝
(︁
1− cos

√︀
𝜆−𝑘 (𝑡− 𝑡1)

)︁
𝑓−
𝑘 sin

√︀
−𝜆−𝑘 𝑡(︀

−𝜆−𝑘
)︀
sin
√︀
−𝜆−𝑘 𝑡1

⎞⎠2

,

при условии
∞∑︀
𝑘=1

(︂(︁
1−cℎ
√

𝜆+
𝑘 (𝑇−𝑡1)

)︁
sℎ
√

𝜆+
𝑘 𝑇

𝜆+
𝑘
sℎ
√

𝜆+
𝑘 𝑡1

)︂2(︀
𝑓+
𝑘

)︀2
6 𝑚2. Построим функцию Лагранжа
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𝑓+
𝑘 =

⎧⎨⎩
𝑚 𝜆+

𝑘
sℎ
√

𝜆+
𝑘 𝑡1(︁

1−cℎ
√

𝜆+
𝑘 (𝑇−𝑡1)

)︁
sℎ
√

𝜆+
𝑘 𝑇

, 𝑘 = 𝑁 + 1,

0, 𝑘 ̸= 𝑁 + 1,

∞∑︁
𝑘=𝑁+1

(︀
𝑣+𝑘 (𝑡)

)︀2
6
𝑚2
(︁
1− cℎ

√︀
𝜆+𝑘 (𝑡− 𝑡1)

)︁2
sℎ2
√︁
𝜆+𝑁+1 𝑡(︁

1− cℎ
√︀
𝜆+𝑘 (𝑇 − 𝑡1)

)︁2
sℎ2
√︁
𝜆+𝑁+1 𝑇

6 𝑚2
sℎ2
√︁
𝜆+𝑁+1 𝑡

sℎ2
√︁
𝜆+𝑁+1 𝑇

6

6 𝑚2 𝑒2
√

𝜆+
𝑁+1𝑡 − 𝑒−2

√
𝜆+
𝑁+1𝑡

𝑒2
√

𝜆+
𝑁+1𝑇 − 𝑒−2

√
𝜆+
𝑁+1𝑇

=

= 𝑚2 𝑒−2
√

𝜆+
𝑁+1(𝑇−𝑡)

(︁
1− 𝑒−4

√
𝜆+
𝑁+1𝑡

)︁
(︁
1− 𝑒−4

√
𝜆+
𝑁+1𝑇

)︁ 6 𝐶1(𝑡)𝑚
2𝑒−2
√

𝜆+
𝑁+1(𝑇−𝑡),

где 𝐶1(𝑡) =

(︃
1−𝑒

−4
√

𝜆+
𝑁+1

𝑡

)︃
(︃
1−𝑒

−4
√

𝜆+
𝑁+1

𝑇

)︃ , следовательно имеем

∞∑︁
𝑘=𝑁+1

(︀
𝑣−𝑘 (𝑡)

)︀2
=

∞∑︁
𝑘=𝑁+1

(︁
1− cos

√︀
𝜆−𝑘 (𝑡− 𝑡1)

)︁2(︀
𝑓−
𝑘

)︀2
sin2

√︀
−𝜆−𝑘 𝑡(︀

𝜆−𝑘
)︀2
sin2

√︀
−𝜆−𝑘 𝑡1

6

6
∞∑︁

𝑘=𝑁+1

4
(︀
𝜆−1
)︀−2

𝛿−2
1 𝑘4+𝜀

(︀
𝑓−
𝑘

)︀2
= 𝛾(𝑁),

𝛾(𝑁)→ 0 при 𝑁 →∞. Из этих неравенств следует, что

‖𝑣(𝑥, 𝑡)− 𝑣𝑁(𝑥, 𝑡)‖2 6 𝐶 1(𝑡)𝑚
2𝑒−2
√

𝜆+
𝑁+1(𝑇−𝑡) + 𝛾(𝑁),

где 𝐶1(𝑡) постоянная зависящая от 𝑡. Теперь оценим второй член в правой части
неравенства (28)

‖𝑣𝑁(𝑥, 𝑡)− 𝑣𝑁𝜀(𝑥, 𝑡)‖2 =
𝑁∑︁
𝑘=1

1(︀
𝜆+𝑘
)︀2(︂1− 𝑐ℎ√︁𝜆+𝑘 (𝑡− 𝑡1)

)︂2(︀
𝑓+
𝑘 − 𝑓

+
𝑘𝜀

)︀2 sℎ2
√︀
𝜆+𝑘 𝑡

sℎ2
√︀
𝜆+𝑘 𝑡1

+

+
𝑁∑︁
𝑘=1

1(︀
𝜆−𝑘
)︀2 (︂1− cos

√︁
𝜆−𝑘 (𝑡− 𝑡1)

)︂2(︀
𝑓−
𝑘 − 𝑓

−
𝑘𝜀

)︀2 sin2
√︀
−𝜆−𝑘 𝑡

sin2
√︀
−𝜆−𝑘 𝑡1

6

6
(︀
𝜆+1
)︀−2

𝜀2𝐶3(𝑡)𝐶2(𝑡) +𝑁 𝜀𝜀, 0 < 𝑡 < 𝑡1,(︀
𝜆+1
)︀−2

𝜀2𝑒4
√

𝜆+
𝑁 (𝑡−𝑡1)𝐶2(𝑡) +𝑁 𝜀𝜀, 𝑡1 < 𝑡 < 𝑇,

где 𝐶2(𝑡) =

(︃
1−𝑒

−4

√
𝜆+
𝑁

𝑡

)︃
(︃
1−𝑒

−4

√
𝜆+
𝑁

𝑡1

)︃ , 3(𝑡) =
(︁
1− cℎ

√︀
𝜆+𝑁(𝑡− 𝑡1)

)︁2
𝑒2
√

𝜆+
𝑁 (𝑡1−𝑡).

Окончательно имеем

‖𝑣(𝑥, 𝑡)− 𝑣𝑁𝜀(𝑥, 𝑡)‖2 6

6

⎧⎨⎩𝐶 1(𝑡)𝑚
2𝑒−2
√

𝜆+
𝑁+1(𝑇−𝑡) + 𝛾(𝑁) +

(︀
𝜆+1
)︀−2

𝜀2𝐶3(𝑡)𝐶2(𝑡) +𝑁 𝜀𝜀, 0 < 𝑡 < 𝑡1,

𝐶 1(𝑡)𝑚
2𝑒−2
√

𝜆+
𝑁+1(𝑇−𝑡) + 𝛾(𝑁) +

(︀
𝜆+1
)︀−2

𝜀2𝑒4
√

𝜆+
𝑁 (𝑡−𝑡1)𝐶2(𝑡) +𝑁 𝜀𝜀, 𝑡1 < 𝑡 < 𝑇.
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где 𝑉1(𝑡), 𝑉2(𝑡), 𝑉3(𝑡) постоянная зависящая от 𝑡, 𝑡1 и 𝑇 .
Оценим норму разности 𝑢(𝑥, 𝑡)− 𝑢𝑁𝜀(𝑥, 𝑡)

‖𝑢(𝑥, 𝑡)− 𝑢𝑁𝜀(𝑥, 𝑡)‖ = ‖𝑢(𝑥, 𝑡)− 𝑢𝑁(𝑥, 𝑡) + 𝑢𝑁(𝑥, 𝑡)− 𝑢𝑁𝜀(𝑥, 𝑡)‖ 6
6 ‖𝑢(𝑥, 𝑡)− 𝑢𝑁(𝑥, 𝑡)‖+ ‖𝑢𝑁(𝑥, 𝑡)− 𝑢𝑁𝜀(𝑥, 𝑡)‖ .

(29)

Оценив первый член в правой часть неравенства (29) имеем

‖𝑢(𝑥, 𝑡)− 𝑢𝑁(𝑥, 𝑡)‖2 =
∞∑︁

𝑘=𝑁+1

(︁
(𝑢−𝑘 )

2
+ (𝑢+𝑘 )

2
)︁
=

=
∞∑︁

𝑘=𝑁+1

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑡∫︀

𝑡1

sin
√︀
−𝜆−𝑘 (𝑡− 𝜏)𝑣

−
𝑘 (𝜏)𝑑𝜏 sin

√︀
−𝜆−𝑘 𝑡√︀

−𝜆−𝑘 sin
√︀
−𝜆−𝑘 𝑡1

⎞⎟⎟⎟⎠
2

+

+
∞∑︁

𝑘=𝑁+1

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑡∫︀

𝑡1

sℎ
√︀
𝜆+𝑘 (𝑡− 𝜏) 𝑣

+
𝑘 (𝜏)𝑑𝜏sℎ

√︀
𝜆+𝑘 𝑡√︀

𝜆+𝑘 sℎ
√︀
𝜆+𝑘 𝑡1

⎞⎟⎟⎟⎠
2

=

=
7

16
𝛿−2𝛾(𝑁) + 𝑒2

√
𝜆+
𝑁+1 (𝑡−𝑇 )𝐶2(𝑡, 𝑡1, 𝑇 ),

𝛾(𝑁)→ 0, 𝑁 →∞, 𝐶2 постоянная зависящая от (𝑡, 𝑡1, 𝑇 ).
Теперь оценим второй член в правой части неравенства (29)

‖𝑢𝑁(𝑥, 𝑡)− 𝑢𝑁𝜀(𝑥, 𝑡)‖2 6

6
𝑁∑︁
𝑘=1

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑡∫︀

𝑡1

sin
√︀
−𝜆−𝑘 (𝑡− 𝜏)

(︀
𝑣−𝑘 (𝜏)− 𝑣

−
𝑘𝜀(𝜏)

)︀
𝑑𝜏 sin

√︀
−𝜆−𝑘 𝑡√︀

−𝜆−𝑘 sin
√︀
−𝜆−𝑘 𝑡1

⎞⎟⎟⎟⎠
2

+

+
𝑁∑︁
𝑘=1

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑡∫︀

𝑡1

sℎ
√︀
𝜆+𝑘 (𝑡− 𝜏)

(︀
𝑣−𝑘 (𝜏)− 𝑣

−
𝑘𝜀(𝜏)

)︀
𝑑𝜏sℎ

√︀
𝜆+𝑘 𝑡√︀

𝜆+𝑘 sℎ
√︀
𝜆+𝑘 𝑡1

⎞⎟⎟⎟⎠
2

6

6 2
𝐶5𝑇

𝛿4

𝑇∫︁
0

∞∑︁
𝑘=1

𝑘6
⃒⃒
𝑓−
𝑘 − 𝑓

−
𝑘𝜀

⃒⃒2
𝑑𝜏+

+
𝑁∑︁
𝑘=1

𝐶6(︀
𝜆+1
)︀2 𝑒2𝜆+

𝑘 𝑇

𝑡∫︁
𝑡1

⃒⃒
𝑓−
𝑘 − 𝑓

−
𝑘𝜀

⃒⃒2
𝑑𝜏 6 2

𝐶5𝑇

𝛿4
𝜀2 +

𝑒2𝜆
+
𝑁𝑇(︀

𝜆+1
)︀2𝐶6 𝜀

2,

где 𝐶5(𝑡), 𝐶6(𝑡) постоянная зависящая от 𝑡, 𝑡1.
Окончательно имеем

‖𝑢(𝑥, 𝑡)− 𝑢𝑁𝜀(𝑥, 𝑡)‖2 6
7

16
𝛿−2𝛾(𝑁) + 𝑒2

√
𝜆+
𝑁+1 (𝑡−𝑇 )𝐶2(𝑡, 𝑡1, 𝑇 )+

+2
𝐶1𝑇

𝛿4
𝜀2 +

𝑒2𝜆
+
𝑁𝑇(︀

𝜆+1
)︀2𝐶 𝜀2, 0 < 𝑡 < 𝑇,
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или
‖𝑢(𝑥, 𝑡)− 𝑢𝑁𝜀(𝑥, 𝑡)‖2 6 𝐶7𝛾1(𝑁) + 𝐶8𝜀

2, 0 < 𝑡 < 𝑇,

где 𝐶7𝛾1(𝑁) = 7
16
𝛿−2𝛾(𝑁) + 𝑒2

√
𝜆+
𝑁+1 (𝑡−𝑇 )𝐶2(𝑡, 𝑡1, 𝑇 ), 𝐶8 = 2𝐶5𝑇

𝛿4
+ 𝑒

2𝜆+
𝑁

𝑇

(𝜆+
1 )

2𝐶6 , 𝛾1(𝑁)→ 0

при 𝑁 → ∞, 𝐶7, 𝐶8 – постоянная зависящая от 𝑡, 𝑡1. При 𝜀 → 0 существует такое
изменение 𝑁 , что 𝐶7𝛾1(𝑁) + 𝐶8𝜀

2 стремится к нулю. В самом деле, если обозначить
𝜔(𝜀,𝑚) = inf

𝑁>0
𝐶7𝛾1(𝑁) + 𝐶8𝜀

2 то можно показать, что

lim
𝜀→0

𝜔(𝜀,𝑚) = 0. (30)

Предположим, что 𝛿 – достаточно малое число. Из lim
𝑁→∞

𝐶7𝛾1(𝑁) = 0 следует суще-

ствование такого𝑁(𝛿), что для всех𝑁 > 𝑁(𝛿) выполняется неравенство 𝐶7𝛾1(𝑁) 6 𝛿
2
.

Обозначим 𝜂(𝛿) = inf
𝑁>𝑁(𝛿)

𝐶8𝜀
2. Если 𝜀 6 1

2
𝛿

𝜂(𝛿)
, то функция 𝜔(𝜀,𝑚) удовлетворяет

неравенству 𝜔(𝜀,𝑚) 6 𝛿. Это доказывает (30).

3 Заключение
Одной из важных задач математического моделирования является нахожде-

ние решения или построение приближённого решения системы уравнений смешан-
ного типа. Особую трудность представляет приближённое решение некорректных
внутренне-краевых задач для таких уравнений. Для построения приближённого ре-
шения применяется метод регуляризации. При этом для получения хорошего чис-
ленного результата необходимо привести исследование этих задач к условной кор-
ректности. Такие исследования проведены для ряда дифференциальных уравнений
смешанного типа в математической физике. Эти результаты дают возможность чис-
ленного решения задач на множестве корректности при оптимальном выборе пара-
метров регуляризации.
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