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Представлен алгоритм решения игровой задачи управления динамической си-
стемой с двумя игроками и противоположными целями. Задача включает перевод
траектории из заданного множества в терминальное, а также, в случае успешного
перевода, максимизацию/минимизацию выпуклого/линейного функционала. Алго-
ритм состоит из двух фаз: определение возможности достижения терминального
множества и последующий поиск оптимальных управлений. Разработанный подход
использует понятие опоры и предлагает конечное число итераций для определения
оптимальной стратегии первого игрока. Приведен иллюстративный пример, демон-
стрирующий эффективность метода. Предложенный алгоритм значительно умень-
шает количество математических операций по сравнению с предшествующими ра-
ботами.
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1 Введение
Известно, что управляемые линейные системы разделяются на: непрерывную,

дискретную и статическую [1]. Аналогично, управляемые двумя (и более) игроками
(участниками) линейные системы также разделяются на: непрерывную, дискретную
и статическую. Следовательно, можно рассмотреть задачи управления, в том числе
игровые задачи управления линейными (непрерывной, дискретной и статической)
системами [1]- [23].

Классы допустимых управлений в непрерывной системы также могут быть раз-
личные: измеримые, кусочно-непрерывные, кусочно-постоянные, импульсные и т.д.
Из управляемой непрерывной системой путем дискретизации можно перейти к
управляемую дискретную систему. А если классы управлений игроков являются
кусочно-постоянные, с известными (возможными) точками разрыва, то управляемая
непрерывная система является эквивалентной к некоторой управляемой дискретной
системы. Если дискретную систему решить (найти траекторию дискретную систему)
и поставить в критерию качества игровой задачи, то получается игровая задача со
статической системой.

Аналогично, методы решения задач управления, в том числе игровых задач со
статической системой в той или иной степени можно перенести/применять на (игро-
вых) задач управления дискретными, непрерывными системами. Такой подход был
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осуществлен для вычисления оптимальных управлений в линейной задаче терми-
нального управления непрерывной системой в работе [8].

В работе [8] новый подход для решения задач линейного программирования [9]
был применен для вычисления оптимальных управлений в линейной задаче терми-
нального управления непрерывной системой.

Игровые задачи с управляемыми линейными статическими системами – игровые
задачи со связанными переменными с использованием понятие опоры [9], [10] и/или
двойственной задачи [11] изучены в работах [13]- [17]. В работе [18] результаты ра-
боты [14] были применены для разработки алгоритма решения максиминной задачи
уклонения–сближения – задача перевода траектории непрерывной (динамической)
системы, управляемой двумя игроками, цели которых противоположны, из любой
точки заданного множества (из множества) в терминальное множество.

В данной работе рассматривается обобщение задачи [18], когда удается перевести
траекторию динамической системы в терминальное множество при любом управле-
ние первого игрока, путем требования определения максимина функционала, обра-
зованного линейной комбинацией координат траектории динамической системы.

Используя результаты [16], [18], [19], [23] предложен и обоснован алгоритм реше-
ния рассматриваемой задачи. Классы управлений игроков состоят: первого игрока –
из совокупности класса кусочно-постоянных функций и вектор из параллелепипеда;
второго игрока – из класса импульсных функций.

В отличие от работы [23], который является частным случаем рассматриваемой
задачи, в предложенном алгоритме значительно уменьшалось число математических
операций для решения рассматриваемой задачи. Отметим, что, аналогичные задачи
с дискретной системой или непрерывной системой в классе дискретных функций
изучены в работах [20]- [22]. В работе [5], приведен метод построения оптимального
гарантирующего управления в линейной дифференциальной игры, когда управление
игрока, имеющего привилегию выбираются из класса импульсных функций.

2 Постановка задачи
Рассмотрим динамическую систему, управляемой двумя игроками на фиксиро-

ванном отрезке времени 𝑇 = [0, 𝑡*] [2], [3], [18], [19], [21], [22]:

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝑏𝑢(𝑡) + 𝑑𝑣(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇, 𝑥(0) = 𝐷𝜂. (1)

Здесь 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛– состояние системы в момент 𝑡; 𝑢(𝑡) ∈ R1, 𝑣(𝑡) ∈ R1– значения
управляющих воздействий первого и второго игроков соответственно в момент 𝑡;
𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐷 ∈ R𝑛×𝑟, 𝑏, 𝑑 ∈ R𝑛, 𝜂 ∈ R𝑟.

Пусть 𝑓*, 𝑓 * ∈ R1, 𝜂*, 𝜂
* ∈ R𝑟 (сравнение векторов – покомпонентно).

Совокупность 𝑧(·) = (𝑢(·), 𝜂) из кусочно-постоянной функции 𝑢(·) = (𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 ),
непрерывной справа, и вектора 𝜂, из множество

𝑍 = {𝑧(·)(𝑢(·), 𝜂)|𝑢(·) = (𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 ), 𝑓* 6 𝑢(𝑡) 6 𝑓 *, 𝑡 ∈ 𝑇 ; 𝜂* 6 𝜂 6 𝜂*}

называется управлением первого игрока.
Пусть 𝑔*(𝑡), 𝑔*(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇, – заданные кусочно-постоянные функции, непрерывные

справа с (возможными) точками разрыва (множеством квантования)

𝜏 = {𝑡1, 𝑡2, ..., 𝑡𝑙}, 0 = 𝑡1 < 𝑡2 < ... < 𝑡𝑙 < 𝑡𝑙+1 = 𝑡*.

Кусочно-постоянная функция 𝑣(·) = (𝑣(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 ), непрерывная справа с (возмож-
ными) точками разрыва (множеством квантования) 𝜏 , из множество
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𝑉 = {𝑣(·)|𝑣(·) = (𝑣(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 ), 𝑔*(𝑡) 6 𝑣(𝑡) 6 𝑔*(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇},
называется управлением второго игрока.

Кусочно-постоянные функции с известными возможными точками разрыва (точ-
ками квантования) принято называть импульсными [10, Ч.2, c. 9].

Пусть 𝑥(·) = (𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 ) – непрерывное решение уравнения (1), соответствующей
паре {𝑧(·), 𝑣(·)} – управлений игроков, 𝐽1(𝑧(·), 𝑣(·)) = 𝑐′𝑥(𝑡*), 𝑐 ∈ R𝑛, (штрих)′ - знак
транспонирования, 𝐻 ∈ R𝑚×𝑛, rang𝐻 = 𝑚, 𝑔 ∈ R𝑚,𝑀 = {𝑥 ∈ R𝑛 | 𝐻𝑥 = 𝑔} –
терминальное множество,𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐻𝐴,𝐻𝐴𝑏,𝐻𝐴2𝑏, ..., 𝐻𝐴𝑛−1𝑏) = 𝑟𝑎𝑛𝑘𝐻.

Рассмотрим задачу. Два игрока, выбирают управления 𝑧(·) и 𝑣(·) поочередно,
сначала первый игрок выбирает 𝑧(·), затем, зная 𝑧(·), второй игрок выбирает 𝑣(·).

Цель первого игрока – выбрать управление 𝑧0(·), так, чтобы не допустить попа-
дания траектории системы (1) в момент 𝑡* в множество 𝑀 при любом управлении
𝑣(·). Если не получается не допустить попадание траекторию системы (1) в момент
𝑡* в множество 𝑀 , то целью первого игрока является максимизировать функционал

𝐽(𝑧(·)) = min
𝑣(·)∈ 𝑉

𝐽1(𝑧(·), 𝑣(·)).

Цель второго игрока – при известном 𝑧(·) выбором управление 𝑣0(·), "перевести"
траекторию системы (1) из множество

𝑀1 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 | 𝑥 = 𝐷𝜂, 𝜂* 6 𝜂 6 𝜂*}

при 𝑡 = 0 в множество 𝑀 при 𝑡* и минимизировать функционал 𝐽1(𝑧(·), 𝑣(·)).
Положим

𝐽(𝑧(·), 𝑣(·)) =

{︃
𝐽1(𝑧(·), 𝑣(·)), если 𝑧(·) ∈ 𝑍, 𝑣(·) ∈ 𝑉, 𝑥(𝑡*) ∈𝑀 ;

+∞, если 𝑧(·) ∈ 𝑍, 𝑣(·) ∈ 𝑉, 𝑥(𝑡*)∈𝑀.

Тогда имеем максиминную задачу управления

min
𝑣(·)∈ 𝑉

𝐽(𝑧(·), 𝑣(·))→ max
𝑧(·)∈𝑍

,

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝑏𝑢(𝑡) + 𝑑𝑣(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇, 𝑥(0) = 𝐷𝜂,

𝐻𝑥(𝑡*) = 𝑔.

(2)

Определение 1. Управление первого игрока 𝑧0(·), при котором

min
𝑣(·)∈𝑉

𝐽(𝑧0(·), 𝑣(·)) = max
𝑧(·)∈𝑍

min
𝑣(·)∈𝑉

𝐽(𝑧(·), 𝑣(·)),

называется оптимальным управлением первого игрока, а значение min
𝑣(·)∈𝑉

𝐽(𝑧0(·), 𝑣(·))

– оптимальным значением критерия качества задачи (2).
Отметим, что задача (2) при 𝜂* = 𝜂* исследовано в работе [23].

3 Теоретическая часть
Пусть 𝑥(·) = (𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 ) – непрерывное решение уравнения (1), соответствующей

паре {𝑧(·), 𝑣(·)} – управлений игроков.
Рассмотрим максиминную задачу

Γ(𝑧(·)) = min
𝑣(·)∈ 𝑉

∑︁
𝑖∈𝐼

|ℎ′

𝑖𝑥(𝑡
*)− 𝑔𝑖| → max

𝑧(·)∈𝑈
(3)
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𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝑏𝑢(𝑡) + 𝑑𝑣(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇, 𝑥(0) = 𝐷𝜂.

Здесь 𝐼 = {1, 2, ...,𝑚}, ℎ′
𝑖 − 𝑖−я строка матрицы 𝐻; 𝑔𝑖 − 𝑖 -я - компонента вектора

𝑔.
В [18] доказаны утверждения:
1. Пусть Γ(𝑧0(·)) > 0 значение критерия качества задачи (3) при управление пер-

вого игрока 𝑧0(·). Тогда второму игроку, ни при каких управлениях 𝑣(·), траекторию
системы (1), не удается перевести в множество 𝑀 в момент 𝑡*.

2. Пусть max
𝑧(·)∈𝑍

Γ(𝑧(·))=0. Тогда для любого управления первого игрока 𝑧(·), вто-

рому игроку удается перевести траекторию системы (1) в момент 𝑡* в множество
𝑀.

Рассмотрим задачу

Γ1(𝑧(·)) = min
(𝑣(·),𝜁,𝜍)∈Ω(𝑧(·))

(𝑒′𝜁 + 𝑒′𝜍)→ max
𝑧(·)∈𝑈

, (4)

Ω(𝑧(·)) = {(𝑣(·), 𝜁, 𝜍), 𝑣(·) ∈ 𝑉 |𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡)+𝑏𝑢(𝑡)+𝑑𝑣(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 ;𝑥(0) = 𝐷𝜂, 𝜂* 6 𝜂 6 𝜂*,

𝐻𝑥(𝑡*) = 𝑔 + 𝜁 − 𝜍, 𝜁 > 0, 𝜍 > 0}, 𝑒′ = (1, 1, ...1).

3. Оптимальные значение критериев качеств задач (3) и (4) совпадают.
4. Оптимальное значение критерия качества задачи (4) совпадает с оптимальным

значением критерия качества задачи

Γ2(𝑦, 𝑠, 𝜉) = min
(𝜆(·),𝜈(·),𝜆1,𝜈1)

(𝑔′𝑦 + 𝑔′*𝑠− 𝑔*
′
𝜉 +

∫︁ 𝑡*

0

𝑓 *𝜆(𝑡)𝑑𝑡−
∫︁ 𝑡*

0

𝑓*𝜈(𝑡)𝑑𝑡+

+𝜂*
′
𝜆1 − 𝜂′*𝜈1)→ max

(𝑦,𝑠,𝜉)
,

𝜓̇(𝑡) = −𝐴′𝜓(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 ;

𝜓(𝑡*) = −𝐻 ′𝑦,

−
∫︁ 𝑡𝑘+1

𝑡𝑘

𝜓′(𝑡)𝑑𝑑𝑡− 𝜉𝑘 + 𝑠𝑘 = 0; 𝑠𝑘 > 0, 𝜉𝑘 > 0, 𝑘 ∈ 𝐾1 = {1, 2, ..., 𝑙},

−𝑒 6 𝑦 6 𝑒

−𝜓′(0)𝑏− 𝜈(𝑡) + 𝜆(𝑡) = 0, 𝜈(𝑡) > 0, 𝜆(𝑡) > 0, 𝑡 ∈ 𝑇,

−𝜓′(𝑡)𝐷 − 𝜈1 + 𝜆1 = 0, 𝜈1 > 0, 𝜆1 > 0.

(𝑔* = (𝑔*𝑘, 𝑘 ∈ 𝐾1), 𝑔*𝑘 = 𝑔*(𝑡𝑘), 𝑘 ∈ 𝐾1; 𝑔
* = (𝑔*𝑘, 𝑘 ∈ 𝐾1), 𝑔

*
𝑘 = 𝑔*(𝑡𝑘), 𝑘 ∈ 𝐾1)

Основным инструментом исследования является понятия опоры. Исходя из этого,
в дальнейшем, координаты векторов размерности 𝑙 + 2𝑚 (𝑙) разделяются на два
типа — опорные и неопорные. Вектор, составленный из опорных координат (в том
же порядке) обозначим c нижним индексом 𝑜𝑝, а вектор, составленный из остальных
координат обозначим c нижним индексом 𝑛. Эти обозначения используются и для
подматриц, составленных из опорных столбцов и неопорных столбцов.

Пусть
𝐹 (𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇− решение системы: 𝐹̇ = 𝐴𝐹, 𝐹 (0) = 𝐸 (𝐸 − единичная матрица), 𝐾1 =

= {1, 2, ..., 𝑙}, 𝐾2 = {𝑙 + 1, 𝑙 + 2, ..., 𝑙 +𝑚}, 𝐾3 = {𝑙 +𝑚+ 1, 𝑙 +𝑚+ 2, ..., 𝑙 + 2 *𝑚},
𝐾 = 𝐾1 ∪ 𝐾2 ∪ 𝐾3, 𝜙(𝑡) = 𝐻𝐹 (𝑡*)𝐹−1(𝑡)𝑏, 𝜙1(𝑡) = 𝐻𝐹 (𝑡*)𝐹−1(𝑡)𝑑, 𝑡 ∈ 𝑇 ;𝐷1 =

= 𝐻𝐹 (𝑡*)𝐷,𝐵 = (
∫︀ 𝑡𝑘+1

𝑡𝑘
𝜙1(𝑡)𝑑𝑡, 𝑘 ∈ 𝐾1), 𝐵 = (𝐵

...− 𝑒𝑘, 𝑘 ∈ 𝐾2
...𝑒𝑘, 𝑘 ∈ 𝐾3).
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Множество 𝐾𝑜𝑝 = 𝐾𝑜𝑝(𝑧(·)) = 𝐾𝑜𝑝1 ∪𝐾𝑜𝑝2 ∪𝐾𝑜𝑝3(𝐾𝑜𝑝1 ⊂ 𝐾1, 𝐾𝑜𝑝2 ⊆ 𝐾2, 𝐾𝑜𝑝3 ⊆ 𝐾3,
| 𝐾𝑜𝑝 |= 𝑚) называется опорой [10] задачи

𝑒′𝜁 + 𝑒′𝜍 → min
(𝑣(·),𝜁,𝜍)∈Ω(𝑧(·))

, (5)

если 𝑑𝑒𝑡𝐵𝑜𝑝 ̸= 0.
Используя утверждения 1-4 и понятие опоры в [18] был разработан алгоритм

решения задач уклонения, сближения:
Задача уклонения. Выбрать управление 𝑧0(·), так, чтобы не допустить попадания

траектории системы (1) в момент 𝑡* в множество𝑀 (уклонить траекторию от встречи
с терминальным множеством в момент 𝑡*) при любом управлении 𝑣(·).

Задача сближения. Выбрать управление 𝑣0(·), так, чтобы "перевести" траекто-
рию системы (1) из конкретного состояния 𝑥(0) = 𝐷𝜂 (из множества

𝑀1 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 | 𝑥 = 𝐷𝜂, 𝜂* 6 𝜂 6 𝜂*}

при 𝑡 = 0 ) в множество 𝑀 при 𝑡* (при известном 𝑧(·)) .
В работе [19], когда для любого управления 𝑧(·) первого игрока второму игроку

удается перевести траекторию систему (1) в момент времени 𝑡* в множество 𝑀 , был
разработан алгоритм для решения задачи

min
𝑣(·)∈ 𝑉

𝐽1(𝑧(·), 𝑣(·))→ max
𝑧(·)∈𝑍

,

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝑏𝑢(𝑡) + 𝑑𝑣(𝑡), 𝑥(0) = 𝐷𝜂,

𝐻𝑥(𝑡*) = 𝑔.

(6)

Исходя из вышеизложенного, для решения задачи (2) сначала с использованием
алгоритма из [18] можно решить задач уклонения, сближения. Если удается опреде-
лить управление первого игрока 𝑧0(·) ∈ 𝑍, при которой задача уклонения разрешимо,
то положим min

𝑣(·)∈ 𝑉
𝐽(𝑧0(·), 𝑣(·)) = +∞.

Если для любой точки множества 𝑀1 задача сближения разрешимо, то исполь-
зую алгоритм [19] определяем управление первого игрока 𝑧0(·) ∈ 𝑍 задачи (6), при
которой

min
𝑣(·)∈𝑉

𝐽(𝑧0(·), 𝑣(·)) = max
𝑧(·)∈𝑍

min
𝑣(·)∈𝑉

𝐽(𝑧(·), 𝑣(·)).

4 Алгоритм решения задачи (2)

4.1 Описание алгоритма
Приведем вычислительную схему алгоритма решения задачи (2).
Шаг 1. Решим систему 𝐹̇ = 𝐴𝐹 с начальным условием 𝐹 (0) = 𝐸. Поло-

жим 𝜙(𝑡) = 𝐻𝐹 (𝑡*)𝐹−1(𝑡)𝑏, 𝜙1(𝑡) = 𝐻𝐹 (𝑡*)𝐹−1(𝑡)𝑑, 𝑐(𝑡) = 𝑐′𝐹 (𝑡*)𝐹−1(𝑡)𝑏, 𝑑(𝑡) =
= 𝑐′𝐹 (𝑡*)𝐹−1(𝑡)𝑑, 𝑡 ∈ 𝑇 ;𝐷1 = 𝐻𝐹 (𝑡*)𝐷, 𝐼 = {1, 2, ...,𝑚}, 𝐽 = {1, 2, ..., 𝑟}, 𝐾1 =
= {1, 2, ..., 𝑙}, 𝐾2 = {𝑙+1, 𝑙+2, . . . , 𝑙+𝑚}, 𝐾3 = {𝑙+𝑚+1, 𝑙+𝑚+2, . . . , 𝑙+2*𝑚}, 𝐾 =
= 𝐾1 ∪ 𝐾2 ∪ 𝐾3, 𝑔* = (𝑔*𝑘, 𝑘 ∈ 𝐾1), 𝑔*𝑘 = 𝑔*(𝑡𝑘), 𝑘 ∈ 𝐾1; 𝑔

* = (𝑔*𝑘, 𝑘 ∈ 𝐾1), 𝑔
*
𝑘 =

= 𝑔*(𝑡𝑘), 𝑘 ∈ 𝐾1, 𝐵 = (
∫︀ 𝑡𝑘+1

𝑡𝑘
𝜙1(𝑡)𝑑𝑡, 𝑘 ∈ 𝐾1), 𝐵 = (𝐵

... − 𝑒𝑘, 𝑘 ∈ 𝐾2
...𝑒𝑘, 𝑘 ∈ 𝐾3). 𝑑 =

= (𝑑𝑘, 𝑘 ∈ 𝐾), 𝑑𝑘 = 0, 𝑘 ∈ 𝐾1, 𝑑𝑘 = 1, 𝑘 ∈ 𝐾2 ∪ 𝐾3, 𝑞1 := 1, 𝐾1
𝑜𝑝 = {1, 2, ...,𝑚}, 𝑞 =

= 𝐶𝑚
𝑙+2𝑚 = ((𝑙 + 2𝑚)!)/(𝑚!(𝑙 +𝑚)!), 𝑓 := −∞. Переходим к шагу 2.
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Шаг 2. Если все элементы множества𝐾𝑞1
𝑜𝑝 из𝐾1 либо среди ее элементов имеются

элементы 𝑘, 𝑞 такие, что 𝑘 + 𝑚 = 𝑞, 𝑘 ∈ 𝐾2, 𝑞 ∈ 𝐾3, то переходим к шагу 6. В
противном случае переходим к шагу 3.

Шаг 3. Вычислим 𝑑𝑒𝑡𝐵𝑜𝑝. Если 𝑑𝑒𝑡𝐵𝑜𝑝 = 0, то переходим к шагу 6. В противном
случае переходим к шагу 4.

Шаг 4. При опоре 𝐾𝑞1
𝑜𝑝 построим вектор 𝜇′ = 𝑑′𝑜𝑝𝐵

−1

𝑜𝑝 . Если ∃𝑖* ∈ 𝐼, |𝜇𝑖* | > 1, то
переходим к шагу 6. В противном случае переходим к шагу 5.

Шаг 5. При опоре 𝐾𝑞1
𝑜𝑝 построим (𝜇, 𝑠, 𝜉), (𝜆(·), 𝜈(·), 𝜆1, 𝜈1) :

𝛿′ = 𝜇′𝐵,𝜔(𝑡) = 𝜇′𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 ;𝜔1′ = 𝜇′𝐷1. (7)

𝜉𝑘 = 𝛿𝑘, 𝑠𝑘 = 0, если 𝛿𝑘 > 0;

𝜉𝑘 = 0, 𝑠𝑘 = −𝛿𝑘, если 𝛿𝑘 < 0, 𝑘 ∈ 𝐾1;

𝜈(𝑡) = 𝜔(𝑡), 𝜆(𝑡) = 0, если 𝜔(𝑡) > 0;

𝜈(𝑡) = 0, 𝜆(𝑡) = −𝜔(𝑡), если 𝜔(𝑡) < 0, 𝑡 ∈ 𝑇 ; (8)

𝜈1𝑗 = ∇1
𝑗 , 𝜆

1
𝑗 = 0, если 𝜔1

𝑗 > 0;

𝜈1𝑗 = 0, 𝜆1𝑗 = −∇1
𝑗 , если 𝜔1

𝑗 < 0, 𝑗 ∈ 𝐽,

и по ним вычислим значение:

𝐹 = 𝑔′𝑦 + 𝑔′*𝑠− 𝑔*
′
𝜉 +

∫︁ 𝑡*

0

𝑓 *𝜆(𝑡)𝑑𝑡−
∫︁ 𝑡*

0

𝑓*𝜈(𝑡)𝑑𝑡+ 𝜂*
′
𝜆1 − 𝜂′*𝜈1. (9)

Если 𝐹 > 0, то построим 𝑧(·) = (𝑢(·), 𝜂) :

𝑢(𝑡) = 𝑓* при 𝜔(𝑡) > 0;𝑢(𝑡) = 𝑓 * при 𝜔(𝑡) < 0, 𝑡 ∈ 𝑇 ;
𝜂𝑗 = 𝜂*𝑗 при 𝜔1

𝑗 > 0; 𝜂𝑗 = 𝜂*𝑗 при 𝜔1
𝑗 < 0, 𝑗 ∈ 𝐽 ;

(10)

положим 𝑓 := +∞ и переходим к шагу 11 (при 𝑧(·) = (𝑢(·), 𝜂) траектория системы
(1) не попадает в множество 𝑀 в момент 𝑡*). Если же 𝐹 6 0, то переходим к шагу 6.

Шаг 6. Если 𝑞1 < 𝑞, то положив 𝑞1 := 𝑞1 + 1, определяем следующую опору
𝐾𝑞1

𝑜𝑝 в лексикографическом порядке [24] и переходим к шагу 2. В противном случае
переходим к шагу 7.

Шаг 7. Положим 𝑞 = 𝐶𝑚
𝑙 , 𝑞1 := 1, 𝐾1

𝑜𝑝 = {1, 2, ...,𝑚}, 𝑓 := −∞. Переходим к шагу
8.

Шаг 8. Вычислим 𝑑𝑒𝑡𝐵𝑜𝑝. Если 𝑑𝑒𝑡𝐵𝑜𝑝 = 0, то переходим к шагу 10. В противном
случае переходим к шагу 9.

Шаг 9. При опоре 𝐾𝑞1
𝑜𝑝 построим (𝜇, 𝑠, 𝜉), (𝜆(·), 𝜈(·), 𝜆1, 𝜈1) :

𝜇′ = (

∫︁ 𝑡𝑘+1

𝑡𝑘

𝑑(𝑡)𝑑𝑡, 𝑘 ∈ 𝐾𝑜𝑝)𝐵
−1
𝑜𝑝 ,

𝛿′ = 𝜇′𝐵−(
∫︁ 𝑡𝑘+1

𝑡𝑘

𝑑(𝑡)𝑑𝑡, 𝑘 ∈ 𝐾1), 𝜔(𝑡) = 𝜇′𝜙(𝑡)−𝑐(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 ;𝜔1′ = (𝜇′𝐻−𝑐′)𝐹 (𝑡*)𝐷. (11)

𝜉𝑘 = 𝛿𝑘, 𝑠𝑘 = 0, если 𝛿𝑘 > 0;

𝜉𝑘 = 0, 𝑠𝑘 = −𝛿𝑘, если 𝛿𝑘 < 0, 𝑘 ∈ 𝐾1;

𝜈(𝑡) = 𝜔(𝑡), 𝜆(𝑡) = 0, если 𝜔(𝑡) > 0;
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𝜈(𝑡) = 0, 𝜆(𝑡) = −𝜔(𝑡), если 𝜔(𝑡) < 0, 𝑡 ∈ 𝑇 ; (12)

𝜈1𝑗 = ∇1
𝑗 , 𝜆

1
𝑗 = 0, если 𝜔1

𝑗 > 0;

𝜈1𝑗 = 0, 𝜆1𝑗 = −∇1
𝑗 , если 𝜔1

𝑗 < 0, 𝑗 ∈ 𝐽,
и по ним вычислим значение:

𝐹 = 𝑔′𝑦 + 𝑔′*𝑠− 𝑔*
′
𝜉 +

∫︁ 𝑡*

0

𝑓 *𝜆(𝑡)𝑑𝑡−
∫︁ 𝑡*

0

𝑓*𝜈(𝑡)𝑑𝑡+ 𝜂*
′
𝜆1 − 𝜂′*𝜈1. (13)

Если 𝐹 6 𝑓, то переходим к шагу 10. В проитвном случае положим 𝑓 := 𝐹,
построим 𝑧(·) = (𝑢(·), 𝜂) :

𝑢(𝑡) = 𝑓* при 𝜔(𝑡) > 0;𝑢(𝑡) = 𝑓 * при 𝜔(𝑡) < 0, 𝑡 ∈ 𝑇 ;
𝜂𝑗 = 𝜂*𝑗 при 𝜔1

𝑗 > 0; 𝜂𝑗 = 𝜂*𝑗 при 𝜔1
𝑗 < 0, 𝑗 ∈ 𝐽 ;

(14)

и переходим к шагу 10.
Шаг 10. Если 𝑞1 < 𝑞, то положив 𝑞1 := 𝑞1 + 1, определяем следующую опору

𝐾𝑞1
𝑜𝑝 в лексикографическом порядке [24] и переходим к шагу 8. В противном случае

переходим к шагу 11.
Шаг 11. 𝑧(·) = (𝑢(·), 𝜂)– оптимальное управление первого игрока в задаче (2), 𝑓–

оптимальное значение критерия качества задачи (2).

4.2 Обоснование алгоритма
Определение 2. Переход от опоры 𝐾𝑖𝑖

𝑜𝑝 к опоре 𝐾𝑗𝑗
𝑜𝑝(𝑖𝑖, 𝑗𝑗 = 1, 𝐶𝑚

𝑙+2𝑚(𝐶
𝑚
𝑙 ) с вы-

числением значения 𝐹 по формулам (7)-(10) ((11)-(14)) назовем итерацией.
Теорема 1. Приведенный алгоритм за конечное число итерации строит опти-

мальное управление первого игрока задачи (2).
Доказательство. Количество итерации на шагах 1-6 конечно. Действительно,

вычисление значение 𝐹 по формулам (7)-(10) осуществляется за количество итера-
ции, который более чем 𝐶𝑚

𝑙+2𝑚. Аналогично, количество итерации на шагах (11)-(14)
не более чем 𝐶𝑚

𝑙 , поскольку количество возможных опор задачи (6) в работе [19]
не более чем 𝐶𝑚

𝑙 . Следовательно, через конечное число итерации алгоритм строит
оптимальное управление первого игрока задачи (2).

4.3 Пример
Рассмотрим задачу (2) со следующими значениями параметров:

𝑛 = 2,𝑚 = 1, 𝑟 = 2, 𝑡* = 1, 𝜏 = {0, 1/4, 1/2},

𝑐′ = (0; 1), 𝑏′ = (0; 1), 𝑑′ = (0;−1), 𝐻 = (1; 0),

𝑓* = −1, 𝑓 * = 1, 𝑔 = 1/4, 𝜂′* = (0, 0), 𝜂*
′
= (1, 1),

𝑔*(𝑡) = −2, 𝑡 ∈ [0, 1/4[, 𝑔*(𝑡) = −7, 𝑡 ∈ [1/4, 1/2[, 𝑔*(𝑡) = −2, 𝑡 ∈ [1/2, 1],

𝑔*(𝑡) = 1, 𝑡 ∈ [0, 1/4[, 𝑔*(𝑡) = 20, 𝑡 ∈ [1/4, 1/2[, 𝑔*(𝑡) = 1, 𝑡 ∈ [1/2, 1],

𝐴 =

(︂
0 1
0 0

)︂
, 𝐷 =

(︂
1 0
0 1

)︂
.

Применяем описанный алгоритм.

Шаг 1. 𝐹 (𝑡) =
(︂

1 𝑡
0 1

)︂
, 𝜙1(𝑡) = 𝑡− 1, 𝜙(𝑡) = 1− 𝑡, 𝑐(𝑡) = 1, 𝑑(𝑡) = −1,

𝑡 ∈ [0, 1], 𝐷1 = (1, 1), 𝐵 = (−7/32;−5/32;−1/8;−1; 1), 𝑑′ = (0; 0; 0; 1; 1),
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𝑔′* = (−2;−7;−2), 𝑔*′ = (1; 20; 1), 𝐼 = {1}, 𝐽 = {1, 2}, 𝐾1 = {1, 2, 3}, 𝐾2 = {4},
𝐾3 = {5}, 𝐾 = {1, 2, 3, 4, 5}, 𝐾1

𝑜𝑝 = {1}, 𝑞1 = 1, 𝑓 = −∞.
Шаг 2. 𝐾1

𝑜𝑝 ⊂ 𝐾1. Шаг 6. 𝑞1 = 2, 𝐾2
𝑜𝑝 = {2}. Шаг 2. 𝐾2

𝑜𝑝 ⊂ 𝐾1. Шаг 6. 𝑞1 = 3, 𝐾3
𝑜𝑝 =

= {3}. Шаг 2. 𝐾3
𝑜𝑝 ⊂ 𝐾1. Шаг 6. 𝑞1 = 4, 𝐾4

𝑜𝑝 = {4}. Шаг 2. Шаг 3. det𝐵𝑜𝑝 = −1.
Шаг 4. 𝜇 = −1, 𝛿′ = (7/32; 5/32; 1/8), 𝜔(𝑡) = 𝑡 − 1, 𝜈(𝑡) = 0, 𝜆(𝑡) = 1 − 𝑡, 𝑡 ∈ 𝑇 =
= [0, 1], 𝜉′ = (7/32; 5/32; 1/8), 𝑠′ = (0; 0; 0), 𝜔1′ = (−1;−1), 𝜈1′ = (0; 0)𝜆1

′
= (1; 1);𝐹 =

= −39/32. Шаг 6. 𝑞1 = 5, 𝐾4
𝑜𝑝 = {5}. Шаг 2. Шаг 3. det𝐵𝑜𝑝 = 1. Шаг 4. 𝜇 =

= 1, 𝛿′ = (−7/32;−5/32;−1/8), 𝜔(𝑡) = 𝑡 − 1, 𝜈(𝑡) = 0, 𝜆(𝑡) = 1 − 𝑡, 𝑡 ∈ 𝑇 = [0, 1], 𝑠′ =
= (7/32; 5/32; 1/8), 𝜉′ = (0; 0; 0), 𝜔1′ = (1; 1), 𝜈1

′
= (1; 1)𝜆1

′
= (0; 0);𝐹 = −33/32.

Шаг 6. 𝑞1 = 6. Шаг 7. 𝑞1 = 1, 𝐾1
𝑜𝑝 = {1}. Шаг 8. det𝐵𝑜𝑝 = −7/32. Шаг 9. 𝜇 = 8/7, 𝜉′ =

= (0; 1/14; 5/14), 𝑠′ = (0; 0; 0), 𝜈1
′
= (8/7; 0), 𝜆1

′
= (0; 0), 𝜈(𝑡) = (1 − 8𝑡)/7, 𝜆(𝑡) =

= 0, 𝑡 ∈ [0, 1/8]; 𝜈(𝑡) = 0, 𝜆(𝑡) = (8𝑡 − 1)/7, 𝑡 ∈ [1/8, 1];𝐹 = (−59)/56.𝑓 = −59/56,
𝑧(·) = (𝑢(·), 𝜂) : 𝑢(𝑡) = 1, 𝑡 ∈ [0, 1/8[;𝑢(𝑡) = −1, 𝑡 ∈ [1/8, 1]; 𝜂′ = (1, 1). Шаг 10.
𝑞1 = 2, 𝐾2

𝑜𝑝 = {2}. Шаг 8. det𝐵𝑜𝑝 = −5/32. Шаг 9. 𝜇 = 8/5, 𝜉′ = (0; 0; 9/10), 𝑠′ =

= (8/5; 0; 0), 𝜈1
′
= (8/5; 0), 𝜆1

′
= (0; 0), 𝜈(𝑡) = (3 − 8𝑡)/5, 𝜆(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ [0, 3/8]; 𝜈(𝑡) =

= 0, 𝜆(𝑡) = (8𝑡− 3)/5, 𝑡 ∈ [3/8, 1];𝐹 = −11/40.𝑓 = −11/40, 𝑧(·) = (𝑢(·), 𝜂) : 𝑢(𝑡) = −1,
𝑡 ∈ [0, 3/8[;𝑢(𝑡) = 1, 𝑡 ∈ [3/8, 1]; 𝜂′ = (1, 1). Шаг 10. 𝑞1 = 3, 𝐾3

𝑜𝑝 = {3}. Шаг 8. det𝐵𝑜𝑝 =

= −1/8. Шаг 9. 𝜇 = 4, 𝜉′ = (0; 0; 0), 𝑠′ = (5/8; 3/8; 0), 𝜈1
′
= (4; 0), 𝜆1

′
= (0; 0), 𝜈(𝑡) =

= 3 − 4𝑡, 𝜆(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ [0, 3/4]; 𝜈(𝑡) = 0, 𝜆(𝑡) = 4𝑡 − 3, 𝑡 ∈ [3/4, 1];𝐹 = −13/8. Шаг 11.
𝑧(·) = (𝑢(·), 𝜂) : 𝑢(𝑡) = −1, 𝑡 ∈ [0, 3/8[;𝑢(𝑡) = 1, 𝑡 ∈ [3/8, 1]; 𝜂′ = (1, 1), 𝑓 = −11/40.

5 Заключение
Рассматривается игровая задача, связанная с задачей переводом траектории ди-

намической системы, управляемой двумя игроками из любой точки заданного мно-
жества в терминальное множества. Разработан и обоснован алгоритм решения рас-
сматриваемой задачи, который состоит из двух частей. В первой части алгоритма
определяется, удается ли перевести траекторию системы в терминальное множество.
Если удается перевести траекторию системы в терминальное множество, то во второй
части алгоритма, определяется максиминное значение функционала, образованного
линейной комбинацией координат траектории динамической системы. В обоих ча-
стях алгоритма решение соответствующих задач определяются решением специаль-
ных максиминных задач управления на специальных классах управлений. Основным
инструментом исследования задачи служит понятие опоры. Максимальные значение
критерий качества специальных максиминных задач управления определяются с по-
мощью конечного числа опор.
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The game problem of transferring the trajectory of a dynamic system controlled by
two players whose goals are opposite, from any point of a given set to a terminal set is
considered. The given set is described by the control parameter of the first player. The
first player chooses his control first, then, knowing the first player’s control, the second
player chooses his control. The goal of the first player is to choose a control to prevent
the trajectory of the dynamic system from entering the terminal set under any control
of the second player, and the goal of the second player is to choose a control to transfer
the trajectory of the dynamic system to the terminal set under any control of the first
player. If the second player manages to transfer the system trajectory to the terminal
set, then the additional goal of the first player is to maximize the minimum functional for
the second player’s control, and the additional goal of the second player is to minimize
the linear functional. An algorithm for solving the problem under consideration has been
developed and substantiated. An illustrative example is given.
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