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Многие практические задачи, такие как солнечная панель, микропластин внутри
электронного устройства, тонкий слой металла, который подвергается воздействию
лазера, изгиб железобетонной плиты описываются различными краевыми задачами
для бигармонического уравнения. Решение бигармонических уравнений итерацион-
ными методами крайне неудобна из-за требования выполнения большого количества
арифметических операций, кроме того, число итераций в которых зачастую оказы-
вается очень большим. Рассмотрение бигармонических уравнений с краевыми усло-
виями Дирихле и Неймана ограничивают для их численного решения применять
разностные методы. Поэтому разработка высокоточных и эффективных прямых
численных методов для решения подобных уравнений представляют несобненный
научный интерес. С этой целью в данной статье для численного решения краевых
задач для бигармонического уравнения предлагается применить прямой численный
метод-дискретный вариант метода предварительного интегрирования обладающий
высокой точностью и эффективностью.
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1 Введение
Бигармонические уравнения часто встречаются во многих областях техники и

физики, описывая некоторые явления и имеют многочисленные приложения. Та-
кая задача используется при проектировании железобетонных плит, например: полов
зданий, мостовых пролётов, промышленных перекрытий. Это необходимо для обес-
печения безопасности, экономии материалов и устойчивости конструкции. С этой
целью приведем краткий обзор научных источников, иллюстрирующих важность
бигармонических уравнений и о методах решения этих уравнений.

В статье [1] изучена система бигармонических уравнений, связанные граничными
условиями различного типа содержащие некоторые комбинации значений, div, curl и
grad решения. Целью данной статьи также является демонстрация применения ана-
литических методов Клиффорда, разработанных для эллиптических задач второго
порядка, к решению краевых задач более высокого порядка. Результаты по специ-
альной краевой задаче для бигармонического уравнения будут использованы для
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исследования некоторых систем дифференциальных уравнений в частных производ-
ных первого порядка. Представление спектрально элементного метода, основанно-
го на приближении Лежандра-Галеркина для решения двумерных бигармонических
уравнений изложено в [2]. Путем построения соответствующих базисных функций,
удовлетворяющих граничным условиям дифференциальных уравнений, дискретная
вариационная формулировка сводится к линейной системе с разреженными и сим-
метричными матрицами, которая может быть эффективно решена с помощью быст-
рого метода Шура-дополнения. Для подтверждения скорости сходимости теоретиче-
ских результатов проводится проверка точности. Предложенный метод применяется
для расчёта перемещения упругой пластины при равномерной приложенной нагрузке
и функции потока с нулевым числом Рейнольдса в приводимой в движение полости,
и авторы данной статье утверждают, что результаты хорошо согласуются с установ-
ленными результатами. Идея дифференциальной квадратуры для построения ново-
го алгоритма решения дифференциальных уравнений использована в [3]. В данной
статье описывается применение предложенного метода для аппроксимации решения
многомерных эллиптических уравнений в частных производных. В качестве тестовой
задачи в 2D и 3D решаются некоторые примеры бигармонических уравнений и урав-
нений Пуассона. Результаты сравниваются с некоторыми существующими методами,
чтобы показать эффективность и быстродействие предложенного алгоритма. Предо-
ставление абстрактную настройку для смешанного метода конечных элементов для
бигармонического уравнения является предметом исследования в [4]. Абстрактная
настройка объединяет смешанный метод конечных элементов для первого и второго
бигармонических уравнений в единую структуру. Приводятся оценки погрешности
для обоих типов бигармонического уравнения. Целью статье [5] является повышение
гидравлической эффективности без изменения габаритных размеров. Был изучен
проект оптимизации профиля лопасти аэроцентробежного насоса на основе модели,
заменяющей бигармоническое уравнение. Результаты показывают, что метод преоб-
разования кодов параметров проектирования позволяет сократить количество па-
раметров оптимизации с пяти до трех, превращает пространство проектирования в
куб, и по сравнению с другими существующими моделями, предлагаемый авторами в
данной статье модель имеет более высокую точность. Результаты оптимизации пока-
зывают, что предлагаемый метод позволяет значительно повысить гидравлическую
эффективность.

В статье [6] расширяется ранее проведенные исследование авторов и выводятся
формулы для вычисления коэффициентов интенсивности бигармонического урав-
нения в невыпуклых многоуголных областях, содержащих трещины или входящие
углы, при различных граничных условиях (ГУ), таких как закрепленные (СС), про-
сто поддерживаемые (SS), свободные (FF) или смешанные условия (CS, FS, SF).
Для численного приближения решения предлагается как итерационный метод, так
и прямой метод конечных элементов. Статья [7] посвящена получению локального
варианта метода граничных узлов (BKM) для случаев течения Стокса и бигармони-
ческого уравнения. По сравнению с глобальным вариантом, локальный приводит к
разреженной результирующей матрице системы уравнений и, таким образом, делает
решение особенно крупномасштабных задач более эффективным. Для локализации
была использована комбинация метода BKM и метода конечной коллокации. Соглас-
но утверждениям, авторов статье [8] поле остаточных напряжений на поверхности
конструкции, безопасности и оптимизации производственных процессов в машино-
строении. Распространенные экспериментальные методы измеряют значения напря-
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жений только в отдельных точках, не предоставляя информации об общем распреде-
лении поля напряжений. Непрерывность макроскопических напряжений позволяет
реконструировать поля напряжений в виде непрерывных поверхностей напряжений
с использованием точек отбора проб. В этой работе функция напряжений аппрокси-
мируется с помощью двумерных полиномов Чебышева, а затем разрабатывает мо-
дель восстановления напряжений. В статье [9] представлен и изучен метод конечных
элементов слабого Галеркина без стабилизатора для смешанной формы бигармони-
ческого уравнения на общих полигональных сетках. Далее, используя слабый функ-
ции образуются дискретные ограниченного порядка полиномов и выводятся скорости
сходимости в некоторых функциональных пространствах.

Решение бигармонического уравнения в смешанной форме, дискретизированное
гибридным уравнением высокого порядка методами рассматривается в [10]. Две ре-
зультирующие эллиптические задачи второго порядка могут быть разделены путем
введения нового неизвестного, соответствующего граничному значению решения пер-
вой задачи Лапласа. Этот метод позволяет получить глобальную линейную задачу,
которая может быть решена итеративно с помощью метода Крылова. Точнее, на каж-
дой итерации схемы необходимо решить две эллиптические задачи второго порядка
и вычислить нормальную производную на границе. Разработан новый предобуслав-
ливатель, ускоряющий сходимость метода Крылова.

В статье [11] исследуется обратная задача обнаружения неизвестных препятствий
методом ограждения, используя для измерений карту Дирихле–Неймана. Метод
обосновывается для случая проницаемого препятствия, включающего бигармониче-
ское уравнение. Исследование [12] сосредоточено на несвязанном методе конечных
элементов низкого порядка для решения трехмерного бигармонического уравнения.
Основной вклад заключается в дискретизации обобщенного уравнения Стокса с ис-
пользованием несоответствующего элемента младшего порядка для пространства и
граничного элемента младшего порядка для давления. Кроме того, в методе исполь-
зуется элемент Лагранжа для решения уравнения Пуассона.

Для решения дифференциальных уравнений в частных производных высокого
порядка методом рандомизированных нейронных сетей (RNN) с общими функция-
ми активации, такими как сигмовидная, касательная и гауссова функция изложено
в статье [13]. В этой работе разрабатывается физический подход, основанный на
использовании функции Фурье и метод однослойного (RNN). Этот подход направ-
лен на аппроксимацию решения для класса бигармонических уравнений четвертого
порядка с двумя граничными условиями как в унифицированной, так и в неединич-
ной областях. Численные эксперименты и сравнительный анализ проведеные в этой
работе показывают, что предложенный метод является стабильным, надежным, точ-
ным и эффективным, чем другие подходы, при решении бигармонических уравнений
как для регулярных, так и для нерегулярных областей. В статье [14] предлагается
численный алгоритм, который сочетает метод регуляризации затухания с методом
фундаментальных решений для решения задачи Коши, связанной с бигармоническим
уравнением. Авторы данной статье вводят новый критерий остановки итеративно-
го процесса и сравнивают его эффективность с предыдущими критериями. Числен-
ное моделирование с использованием введенного критерия остановки демонстрирует
сходимость, стабильность и эффективность предложенного алгоритма, а также его
способность устранять зашумленные данные.
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В статье [15] обобщенное бигармоническое уравнение было численно решено с
использованием метода двух хрупких точек. Рассматривается пробная функция в
виде локальных, простых и разрывных многочленов.

Приведены некоторые численные примеры для оценки эффективности, точности
и скорости вычислений. Простой смешанный метод конечных элементов Галеркина
для бигармонического уравнения предложен в [16].

Уравнение четвертого порядка переписывается в виде двух связанных уравнений
второго порядка путем введения вспомогательной переменной. Авторы данной ста-
тье используют слабые элементы Галеркина одинакового порядка для аппроксима-
ции основной переменной и вспомогательной переменной, а локальный дискретный
оператор слабого градиента определяется в локальном пространстве конечных эле-
ментов. Затем создают слабую схему Галеркина на общих полигональных сетках без
стабилизирующего члена первичной переменной. Кроме того, авторы доказывают
корректность численной схемы и приводят анализ ошибок.

Статья [17] посвящена распространению одномерных многочленов Чебышева пер-
вого рода на многомерную настройку, где наилучшие аппроксимации для конкрет-
ных одночленов определяются многочленами меньшей степени относительно единой
нормы. Применения полиномов Чебышева первого рода для численного моделирова-
ния проблемы устойчивости для двухфазных потоков изложена в статье [18]. В ста-
тье [19] предлагается эффективный численный метод, так называемый спектрально-
сеточный метод для решения уравнения Орра-Зоммерфельда, где в начестве базис-
ных функций использованы полиномы Чебышева первого рода. Численное модели-
рование уравнений эллиптического типа дискретным вариантом метода предвари-
тельного интегрирования с полиномы Чебышева первого рода изложено в [20]. В
статье [21] предлагается непрерывный вариант метода предварительного интегри-
рования с полиномы Чебышева первого рода для решения сингулярно возмущен-
ного дифференциального уравнения. Численное моделирование краевых задач для
обыкновенного дифференциального уравнения с малым параметром при старшей
производной с использованием полиномов Чебышева второго рода изложена в [22].
Численное решение краевой задачи для бигармонического уравнения дискретным ва-
риантом метода предварительного интегрирования изложена в статье [23]. В которой
в качестве базисных функций использованы полиномы Чебышева первого рода.

2 Постановка задачи

Рассмотрим изгиб квадратной железо-бетонной плиты расположенной в обла-
сти {−1 6 𝑥 6 1, −1 6 𝑦 6 1} под воздействием равномерно распределенной нагруз-
ке 𝑓(𝑥, 𝑦). Функция изгиба плиты 𝑢(𝑥, 𝑦) описывается следующим бигармоническим
уравнением

𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
+ 2

𝜕4𝑢

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+
𝜕4𝑢

𝜕𝑦4
= −𝑓(𝑥, 𝑦), −1 < 𝑥, 𝑦 < 1. (1)

Считается, что края плиты не изгибаются, остаются неподвижными, а также от-
сутствует поворот по краям. Эти условия записываются в виде следующих краевых
условий:

𝑢(−1, 𝑦) = 0, 𝑢(1, 𝑦) = 0,

𝑢(𝑥,−1) = 0, 𝑢(𝑥, 1) = 0.
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𝜕𝑢

𝜕𝑥
(−1, 𝑦) = 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(1, 𝑦) = 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑦
(𝑥,−1) = 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑦
(𝑥, 1) = 0.

(2)

Для практической проверки сходимости и порядка точности дискретного вари-
анта метода предварительного интегрирования применяем метод пробных функций.
Суть данного метода заключается в следующем. Выбирается некоторая произволь-
ная пробная функция (точное решение) 𝑢𝑒(𝑥, 𝑦) = 𝑢𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡(𝑥, 𝑦) для задачи (1)-(2). Под-
ставляя ее в уравнение (1), найдем правую часть

𝑓(𝑥, 𝑦) = −(𝜕
4𝑢𝑒
𝜕𝑥4

+ 2
𝜕4𝑢𝑒
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

+
𝜕4𝑢𝑒
𝜕𝑦4

) (3)

и краевые значения (2). Затем полученная задача решается с помощью предлагаемо-
го метода и найденное приближенное решение 𝑢𝑎(𝑥, 𝑦) = 𝑢𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥𝑖𝑚𝑎𝑡𝑒(𝑥, 𝑦) сравнивает-
ся с известной функцией 𝑢𝑒(𝑥, 𝑦) при различных значениях характерных параметров.
В качестве пробной функции выбираем следующую функцию

𝑢𝑒(𝑥, 𝑦) = (1− 𝑥2)2(1− 𝑦2)2 cos(𝜋𝑥) cos(𝜋𝑦). (4)

И подставляя ее в уравнению (3) находится правая часть 𝑓(𝑥, 𝑦). Затем задача (1)-
(2) с известной функцией 𝑓(𝑥, 𝑦) приближенно решается предлагаемым дискретным
вариантом метода предварительного интегрирования и полученное приближенное
решение сравнивается с точным решением (4).

3 Метод решения
Для численного решения задачи (1) -(2) применяем дискретный вариант метода

предварительного интегрирования. В этом случае все частные производные и пра-
вая часть уравнения (1) представляются в виде двойных конечных рядов по поли-
номам Чебышева первого рода. Для полиномов Чебышева имеются дискретные ре-
куррентные формулы интегрирования, понижающие порядок частных производных
в дискретном виде. Граничные условия (2) с помощью выбора соответствующих ко-
эффициентов двойных рядов удовлетворяются точно. Затем подставляя введенные
конечные двойные ряды в бигармоническое уравнение (1) и приравнивая коэффици-
енты при одинаковых степенях полиномов Чебышева получается основное дискрет-
ное уравнение, которое четырехкратно интегрируются как по переменной “𝑥”, так и
по переменной “𝑦” с применением дискретных рекуррентных формул. Таким образом,
получается основное алгебраическое уравнение. К этому уравнению присоединяются
краевые условия (2) записанные в виде конечных двойных рядов. В результате полу-
чается система линейных алгебраических уравнений для определения неизвестных
коэффициентов разложения искомого приближенного решения.

Изложим алгоритм решения предлагаемого метода. Введем следующие конечные
ряды по полиномам Чебышева:

𝜕4𝑢𝑎
𝜕𝑥4

=
𝑁∑︁
𝑖=0

′
𝑀∑︁
𝑗=0

′𝑎
(4𝑥)
𝑖𝑗 𝑇𝑖(𝑥)𝑇𝑗(𝑦),

𝜕4𝑢𝑎
𝜕𝑥2𝜕𝑦2

=
𝑁∑︁
𝑖=0

′
𝑀∑︁
𝑗=0

′𝑎
(2𝑥,2𝑦)
𝑖𝑗 𝑇𝑖(𝑥)𝑇𝑗(𝑦), (5)
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𝜕4𝑢𝑎
𝜕𝑦4

=
𝑁∑︁
𝑖=0

′
𝑀∑︁
𝑗=0

′𝑎
(4𝑦)
𝑖𝑗 𝑇𝑖(𝑥)𝑇𝑗(𝑦),

𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑁∑︁
𝑖=0

′
𝑀∑︁
𝑗=0

′𝑔𝑖𝑗𝑇𝑖(𝑥)𝑇𝑗(𝑦),

где штрихи над суммой означает, что коэффициент 𝑎𝑖𝑗 берется с множителем 1
2
, когда

индекс 𝑖 или 𝑗 равно нулю, берется со множителем 1
4
, когда 𝑖 = 𝑗 = 0, одновременно,

𝑇𝑖(𝑥) – полином 𝑖 – го порядка по переменной 𝑥, 𝑇𝑗(𝑦) – полином 𝑗 – го порядка по
переменной 𝑦. Теперь подставляя ряды (5) в уравнение (1), имеем

𝑁∑︁
𝑖=0

′
𝑀∑︁
𝑗=0

′𝑎
(4𝑥)
𝑖𝑗 𝑇𝑖(𝑥)𝑇𝑗(𝑦) + 2

𝑁∑︁
𝑖=0

′
𝑀∑︁
𝑗=0

′𝑎
(2𝑥,2𝑦)
𝑖𝑗 𝑇𝑖(𝑥)𝑇𝑗(𝑦)+

+
𝑁∑︁
𝑖=0

′
𝑀∑︁
𝑗=0

′𝑎
(4𝑦)
𝑖𝑗 𝑇𝑖(𝑥)𝑇𝑗(𝑦) = −

𝑁∑︁
𝑖=0

′
𝑀∑︁
𝑗=0

′𝑔𝑖𝑗𝑇𝑖(𝑥)𝑇𝑗(𝑦).

Затем приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях полиномов, имеем
алгебраическую систему

𝑎
(4𝑥)
𝑖𝑗 + 2𝑎

(2𝑥,2𝑦)
𝑖𝑗 + 𝑎

(4𝑦)
𝑖𝑗 = −𝑔𝑖𝑗. (6)

Порядок производных в системе (6) можно понизить использую следующие дис-
кретные формулы интегрирования:

𝑎
((𝑘−1)𝑥)
𝑖𝑗 =

𝑎
(𝑘𝑥)
𝑖−1,𝑗 − 𝑎

(𝑘𝑥)
𝑖+1,𝑗

2𝑖
, 𝑎

((𝑘−1)𝑦)
𝑖𝑗 =

𝑎
(𝑘𝑦)
𝑖,𝑗−1 − 𝑎

(𝑘𝑦)
𝑖,𝑗+1

2𝑗
. (7)

С помощью формул (7) система (6) четырехкратно “интегрируется” как по пере-
менной “𝑥”, так и по переменной “𝑦”. Например, при первом шаге интегрирования по
переменной “𝑥” имеем:

𝑎
(3𝑥)
𝑖𝑗 + 2𝑎

(𝑥,2𝑦)
𝑖𝑗 +

𝑎
(4𝑦)
𝑖−1,𝑗 − 𝑎

(4𝑦)
𝑖+1,𝑗

2𝑖
= −

(︂
𝑔𝑖−1,𝑗 − 𝑔𝑖+1,𝑗

2𝑖

)︂
.

После выполнения всех операций интегрирования и требования удовлетворения
краевых условий (2) для приближенного решения

𝑢𝑎(𝑥, 𝑦) =
𝑁∑︁
𝑖=0

′
𝑀∑︁
𝑗=0

′𝑎𝑖𝑗𝑇𝑖(𝑥)𝑇𝑗(𝑦), (8)
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приводит к следующей системе линейных алгебраических уравнений для определе-
ния неизвестных коэффициентов разложения 𝑎𝑖𝑗(𝑖 = 0, 1, 2, ..., 𝑁, 𝑗 = 0, 1, 2, ...,𝑀):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐾1(𝑗
2 − 1)((𝑗 + 1)(𝑗 + 2)(𝑗 + 3)𝑎𝑖,𝑗−4 + (𝑗 − 1)(𝑗 − 2)(𝑗 − 3)𝑎𝑖,𝑗+4)− (𝐾1(𝑗

2 − 1)·
·(𝑗 + 1)(𝑗 + 2)(𝑗 + 3) + 𝑍1)𝑎𝑖,𝑗−2 − (𝐾1(𝑗

2 − 1)(𝑗 − 1)(𝑗 − 2)(𝑗 − 3) + 𝑍2)𝑎𝑖,𝑗+2+
+(𝑍1 + 𝑍2)𝑎𝑖,𝑗 +𝐾2(𝑗

2 − 9)(𝑖+ 1)(𝑗 + 1)𝑎𝑖−2,𝑗−2 − 2𝐾2𝑗(𝑗
2 − 9)(𝑖+ 1)𝑎𝑖−2,𝑗+

+𝐾2(𝑗
2 − 9)(𝑖+ 1)(𝑗 − 1)𝑎𝑖−2,𝑗+2 +𝐾2(𝑗

2 − 9)(𝑖− 1)(𝑗 + 1)𝑎𝑖+2,𝑗−2 − 2𝐾2𝑗·
·(𝑗2 − 9)(𝑖− 1)𝑎𝑖+2,𝑗 +𝐾2(𝑗

2 − 9)(𝑖− 1)(𝑗 − 1)𝑎𝑖+2,𝑗+2 + 16𝑗2(𝑗2 − 1)2(𝑗2 − 4)·
·(𝑗2 − 9)(𝐶1𝑇1 − 𝐶2𝑇2 + 𝐶3𝑇3)) = 𝐺𝑖𝑗, 𝑖 = 4, 5, ..., 𝑁 ; 𝑗 = 4, 5, ...,𝑀,
1
2
𝑎𝑖,0 + 𝑎𝑖,2 + 𝑎𝑖,4 + ...+ 𝑎𝑖,2𝑀 = 0,
𝑎𝑖,1 + 𝑎𝑖,3 + 𝑎𝑖,5 + ...+ 𝑎𝑖,2𝑀−1 = 0,
4𝑎𝑖,2 + 16𝑎𝑖,4 + 36𝑎𝑖,6 + ...+ (2𝑀)2𝑎𝑖,2𝑀 = 0,
𝑎𝑖,1 + 9𝑎𝑖,3 + 25𝑎𝑖,5 + ...+ (2𝑀 − 1)2𝑎𝑖,2𝑀−1 = 0,

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (𝑖 = 0, 𝑁),

1
2
𝑎0,𝑗 + 𝑎2,𝑗 + 𝑎4,𝑗 + ...+ 𝑎2𝑁,𝑗 = 0,
𝑎1,𝑗 + 𝑎3,𝑗 + ...+ 𝑎2𝑁−1,𝑗 = 0,
4𝑎2,𝑗 + 16𝑎4,𝑗 + 36𝑎6,𝑗 + ...+ (2𝑁)2𝑎2𝑁,𝑗 = 0,
𝑎1,𝑗 + 9𝑎3,𝑗 + 25𝑎5,𝑗 + ...+ (2𝑁 − 1)2𝑎2𝑁−1,𝑗 = 0,

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (𝑗 = 4,𝑀),

(9)
здесь

𝐾1 = 16𝑖2𝑗(𝑖2 − 1)2(𝑖2 − 4)(𝑖2 − 9),

𝐾2 = 32𝑖𝑗(𝑖2 − 1)(𝑖2 − 4)(𝑖2 − 9)(𝑗2 − 1)(𝑗2 − 4),

𝑇1 = (𝑖− 1)𝑎𝑖−4,𝑗 − 2(𝑖− 2)𝑎𝑖−2,𝑗 + (𝑖− 3)𝑎𝑖,𝑗,

𝑇2 = (𝑖+ 1)𝑎𝑖−2,𝑗 − 2𝑖𝑎𝑖,𝑗 + (𝑖− 1)𝑎𝑖+2,𝑗,

𝑇3 = (𝑖+ 3)𝑎𝑖,𝑗 − 2(𝑖+ 2)𝑎𝑖+2,𝑗 + (𝑖+ 1)𝑎𝑖+4,𝑗,

𝑍1 = (3𝐾1(𝑗 − 1)(𝑗 + 2) + 2𝐾2𝑖)(𝑗
2 − 9)(𝑗 + 1),

𝑍2 = (3𝐾1(𝑗 − 2)(𝑗 + 1) + 2𝐾2𝑖)(𝑗
2 − 9)(𝑗 − 1),

𝐶1 = 𝑖(𝑖+ 1)2(𝑖+ 2)(𝑖+ 3),

𝐶2 = 2𝑖(𝑖2 − 4)(𝑖2 − 9),

𝐶3 = 𝑖(𝑖− 1)2(𝑖− 2)(𝑖− 3).

𝐺𝑖𝑗 – правая часть основного алгебраического уравнения полученная после выпол-
нения всех операций интегрирования.

Для определения правой части 𝑔𝑖𝑗 в уравнение (5) по известной функции 𝑓(𝑥, 𝑦)
в коллокационных узлах полиномов Чебышева 𝑥𝑙 = cos 𝜋𝑙

𝑁
, (𝑙 = 0, 1, ..., 𝑁) и 𝑦𝑘 =

= cos 𝜋𝑘
𝑀
, (𝑘 = 0, 1, ...,𝑀) имеется дискретное обратное преобразование :

𝑔𝑖𝑗 =
4

𝑀𝑁𝑐𝑖𝑐𝑗

𝑁∑︁
𝑙=0

𝑀∑︁
𝑘=0

(
1

𝑐𝑙𝑐𝑘
𝑓(𝑥𝑙, 𝑦𝑘)𝑇𝑖(𝑥𝑙)𝑇𝑗(𝑦𝑘)),

𝑖 = 0, 1, ..., 𝑁, 𝑗 = 0, 1, ...,𝑀,

(10)

где 𝑐0 = 𝑐𝑁 = 𝑐𝑀 = 2, 𝑐𝑚 = 1 при 𝑚 = 1, 2, ..., 𝑁 − 1, 𝑐𝑡 = 1 при

Систему (9) удобно записать в матричном виде

𝐴𝑥 = 𝑏, (11)

где 𝐴 – квадратная матрица порядка 𝐾×𝐾, здесь 𝐾 = (𝑁+1) ·(𝑀+1) состоящая из
коэффициентов системе (9), 𝑥𝑇 = (𝑎00, 𝑎10, ..., 𝑎𝑁0, 𝑎01, 𝑎11, ..., 𝑎𝑁1, ..., 𝑎0𝑀 , 𝑎1𝑀 , ..., 𝑎𝑁𝑀)
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искомый вектор для неизвестных коэффициентов разложения, -правая часть системе
(9), где верхний индекс над переменным означает знак транспонированая. Решая
систему (11) определяются коэффициенты 𝑎𝑖𝑗(𝑖 = 0, 1, ..., 𝑁 ; 𝑗 = 0, 1, ...,𝑀), затем по
формулам (4) вычисляются значения точного решения, а по формуле (8) значения
приближенного решения в коллокационных узлах полиномов Чебышева.

4 Результаты расчётов
Приведем результаты численных расчётов по решению краевой задачи для бигар-

монического уравнения (1) - (2), вышеизложенным дискретным вариантом метода
предварительного интегрирования.

Таблица 1. Максимальные абсолютные погрешности

Видно, что предлагаемым методом значения точного решения найдены с достаточно
высокой точностью при сравнительно небольших с количествах полиномов.

Графики точного и приближенного решения для функции 𝑢𝑒(𝑥, 𝑦) при 𝑁 =𝑀 =
= 20 изображены на рис.1.

а) точное решение 𝑢𝑒 б) приближенное решение 𝑢𝑎

Рис. 1 Графики точного и приближенного решения для функции 𝑢𝑒(𝑥, 𝑦)

Графики точного и приближенного решения для функции 𝑢𝑒(𝑥, 𝑦) при 𝑁 =𝑀 =
= 30 изображены на рис.2.

Графики точного и приближенного решения для функции 𝑢𝑒(𝑥, 𝑦) при 𝑁 =𝑀 =
= 50 изображены на рис.3.
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а) точное решение 𝑢𝑒 б) приближенное решение 𝑢𝑎

Рис. 2 Графики точного и приближенного решения для функции 𝑢𝑒(𝑥, 𝑦)

а) точное решение 𝑢𝑒 б) приближенное решение 𝑢𝑎

Рис. 3 Графики точного и приближенного решения для функции 𝑢𝑒(𝑥, 𝑦)

Графики точного и приближенного решения для функции 𝑢𝑒(𝑥, 𝑦) при 𝑁 =𝑀 =
= 60 изображены на рис.4.

а) точное решение 𝑢𝑒 б) приближенное решение 𝑢𝑎

Рис. 4 Графики точного и приближенного решения для функции 𝑢𝑒(𝑥, 𝑦)
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5 Заключение
1. Для численного решения краевой задачи для бигармонического уравнения

предложен высокоточный и эффективный прямой метод-дискретный вариант метода
предварительного интегрирования.

2. Разработан алгоритм решения предлагаемого метода. Проведен широкомас-
штабный вычислительный эксперимент при различных количествах полиномов Че-
бышева для выбранной пробной функции, которые показывает, что максимальные
абсолютные погрешности уменьшаются со скоростью геометрической прогрессии при
увеличении число аппроксимирующих полиномов Чебышева.

3. Из приведенных табличных и графических численных результатов видно, что
прогиб железобетонной плиты симметрично-максимальный прогиб плиты в центре,
а на краях не имеются прогиб.
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Many practical problems, such as a solar panel, a microplate inside an electronic
device, a thin layer of metal exposed to a laser, or the bending of a reinforced concrete
slab, are described by various boundary value problems for the biharmonic equation.
Solving biharmonic equations using iterative methods is extremely inconvenient due to
the requirement to perform a large number of arithmetic operations, in addition, the
number of iterations in which often turns out to be very large. The consideration of
biharmonic equations with Dirichlet and Neumann boundary conditions limits the use
of difference methods for their numerical solution. Therefore, the development of highly
accurate and efficient direct numerical methods for solving such equations is of particular
scientific interest. For this purpose, in this article, for the numerical solution of boundary
value problems for the biharmonic equation, it is proposed to use a direct numerical
method - a discrete version of the preliminary integration method with high accuracy
and efficiency.
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