
122 Игнатьев Н.А., Рамазонов Ш.Ш.

УДК 519.95

ОТНОШЕНИЕ СВЯЗАННОСТИ В МЕТРИЧЕСКИХ
АЛГОРИТМАХ КЛАССИФИКАЦИИ И АНАЛИЗ ЕГО

СВОЙСТВ
*Игнатьев Н.А., Рамазонов Ш.Ш.

*n_ignatev@rambler.ru

Национальный университет Узбекистана имени Мирзо Улугбека, 100174, Узбекистан,
Ташкент, ул. Университетская, 4.

Рассматривается отношение связанности объектов классов для анализа кластер-
ной структуры обучающей выборки. Обсуждается единственность решения задачи о
минимальном покрытии обучающей выборки эталонами. Интерес к проблеме един-
ственности связан с использованием в качестве мер расстояния базовой метрики
для всех объектов или локальных метрик на основе базовой. Особенность струк-
туры отношений объектов выражается в несферической форме конфигурации кла-
стеров. Для таких кластеров оценок качества не существует. Исследуется свойство
отношения связанности и его применение в качестве источника новых знаний при
формировании информационных моделей в предметных областях. Свойство связан-
ности предлагается оценивать через поиск наиболее удалённых объектов кластера
методом Дейкстра. Исходными данными является матрица смежности, построенная
на основе информации о пересечении гипершаров с центрами в объектах кластера.
Радиусами гипершаров являлось расстояние до ближайших объектов противопо-
ложных классов. Приводятся примеры количественных характеристик кластеров и
возможные сферы их применения. Одной из таких характеристик является коэф-
фициент кривизны кластера.
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1 Введение
Теоретический основой задач классификации является гипотеза о компактности.

Для исследования соответствия реальных задач из предметных областей этой гипо-
тезе предложены специальные меры компактности. Известно, что структура отноше-
ний объектов, используемая при реализации метрических алгоритмов распознавания
зависит от нескольких факторов. Перечень этих факторов приводится в [4]. Загоруй-
ко Н.Г. [1] была предложена идея о наличии связи между мерами компактности и
обобщающей способностью алгоритмов. По его мнению эта связь должна выражаться
в наличии некоторого минимального множества объектов, точность распознавания
на котором выше чем на исходном множестве.

Практическое воплощение идея Н.Г. Загоруйко нашла в работе [3]. Решение зада-
чи было получено путём формирования базы прецедентов через минимальное покры-
тие обучающей выборки эталонами. Особенность поиска минимального покрытия и
его влияние на обобщающую способность метрических алгоритмов связаны с :
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– введением понятия относительного отступа между граничными объектами клас-
сов;

– определением необходимых и достаточных условий для отнесения граничного
объекта к множеству шумовых;

– вычислением меры компактности по объектам минимального покрытия и опре-
деляемыми наборами шумовых объектов;

– введением критериев-регуляризаторов и вычислением обобщающей способности
алгоритмов распознавания на его основе.

Повышение точности распознавания на контрольных выборках по базе прецеден-
тов объясняется использованием процедуры вычисления параметров локальных мет-
рик для эталонов минимального покрытия. Показана зависимость этих параметров
от изменения состава граничных объектов после удаления шумовых объектов.

Свойства отношений связанности объектов использовались при анализе конфи-
гурации кластеров в [2]. Отношение связанности является средством для изучения
топологических структур объектов классов. Необходимо было установить связь един-
ственности разбиения объектов на кластеры с выбором эталонов минимального по-
крытия множества прецедентов для машинного обучения.

Решение задачи о минимальном покрытии является 𝑛𝑝-полной. Требовалось опре-
делить дополнительные условия для доказательства единственности полученного
в [4] решения о покрытии и её эквивалентность задаче с полным перебором всех
возможных вариантов.

Дополнительные условия относительно метода динамического программирова-
ния заключаются в использовании упорядоченного разбиения задачи на последова-
тельность подзадач. При вычислениях применялось упорядочение по невозрастанию
кластеров по их мощности. Методом последовательного исключения объектов кан-
дидаты в эталоны удалялись из состава каждого кластера согласно их расстояниям
до граничных объектов из противоположных классов.

Важной характеристикой природы среды обучающей выборки является плот-
ность распределения объектов [5–7]. Известные методы оценки плотности распреде-
ления такие как k ближайших соседей и парзеновское окно невозможно применять
для групп с несферической конфигурацией. Показано [1], что при анализе структуры
отношений объектов можно получить информацию о форме кластера и кратчайшем
незамкнутом пути между множеством эталонов покрытия в его составе. Для уточне-
ния составов кластеров впервые было введено понятие шумовой объект. В отличии
от задач распознавания шумовой объект рассматривается как кандидат для перехода
из состава одного кластера в другой.

Предметом исследования в данной работе является следующее:

– построение множества путей соединяющих любую пару объектов из кластера;

– определение наиболее удалённых объектов кластера с учётом его несферической
формы конфигурации;

– определение формы конфигурации кластеров.

2 Постановка задачи и методы её решения

Задана выборка данных 𝐸0 = {𝑆1, . . . , 𝑆𝑚}, разделённая на 𝑙 (𝑙 ⩾ 2) непересе-
кающихся подмножества (классы) 𝐾1, . . . , 𝐾𝑙. Каждый объект 𝑆𝑖 ∈ 𝐸0 описывается
набором разнотипных признаков 𝑋(𝑛) = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).
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На 𝐸0 ∪ 𝐾𝑞, 𝑞 = 1, . . . , 𝑙 определена процедура разбиения на кластеры по от-
ношению связанности объектов по метрике 𝜌(𝑥, 𝑦). Объекты 𝑆𝑖, 𝑆𝑗 ∈ 𝐾𝑞 считаются
связанными между собой (𝑆𝑖 ↔ 𝑆𝑗), если выполняется условие:

{𝑆 ∈ 𝐵(𝐸0, 𝜌) | 𝜌(𝑆, 𝑆𝑖) < 𝑟𝑖 и 𝜌(𝑆, 𝑆𝑗) < 𝑟𝑗} ≠ ∅, (1)

где 𝑟𝑖 (𝑟𝑗) — расстояние до ближайшего от 𝑆𝑖 (𝑆𝑗) объекта из C𝐾𝑞 по метрике
𝜌(𝑥, 𝑦), а

𝐵(𝐸0, 𝜌) =

⎧⎨⎩𝑆 ∈ 𝐸0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝜌(𝑆𝑢, 𝑆) = min

𝑆𝑢∈𝐾𝑞

𝑆𝑣∈C𝐾𝑞

𝜌(𝑆𝑢, 𝑆𝑣), 𝑢 = 1, . . . ,𝑚

⎫⎬⎭
— множество граничных объектов классов, определяемое на 𝐸0.
Множество 𝐺𝑞𝑣 ⊂ 𝐾𝑞, 𝑐 ⩾ 2, 𝑣 ⩽ |𝐾𝑞|, представляет группу связанных объектов в

классе𝐾𝑞, если для любых двух объектов существует путь. Объект 𝑆𝑖 ∈ 𝐾𝑞 считается
несвязанным, если не существует пути 𝑆𝑖 ↔ 𝑆𝑗 ни для одного 𝑆𝑗 ̸= 𝑆𝑖, 𝑆𝑗 ∈ 𝐾𝑞.

Множество 𝐵(𝐸0, 𝜌) используется для описания объектов 𝐸0 в пространстве би-
нарных признаков по таблице 𝑇 = {𝑡𝑖𝑗}𝑚×𝑑, где 𝑑 = |𝐵(𝐸0, 𝜌)|. Значение 𝑡𝑖𝑗 = 1, если
выполняется условие (1), и 𝑡𝑖𝑗 = 0 в противном случае.

По таблице 𝑇 определяется минимальное число групп связанных и несвязанных
объектов классов. Группы не пересекаются и представлены объектами из 𝐾𝑞 или
C𝐾𝑞.

Требуется:

– Оценить все расстояния между любой парой (𝑆𝑖, 𝑆𝑗) ⊂ 𝐺𝑞𝑣 и построить соединя-
ющие их пути;

– Определить пару (𝑆𝑖, 𝑆𝑗) ⊂ 𝐺𝑞𝑣 с максимальным расстоянием по отношению свя-
занности.

Для решения задачи предлагается использовать алгоритм Дейкстры и метод по-
иска кратчайшего незамкнутого пути (КНП). Значение КНП является косвенной
оценкой плотности распределения в кластере и альтернативой алгоритму DBSCAN[5].

Дополнительные возможности анализа:

– Выявление связи эталонов минимального покрытия при использовании локаль-
ных и базовой метрик;

– Определение крайних и максимально удалённых объектов минимального покры-
тия кластера.

Идея алгоритма Дейкстры — поиск кратчайших путей между объектами (𝑆𝑖, 𝑆𝑗) ⊂
𝐺𝑣. Исходными данными для анализа являются строки таблицы 𝑇 , представляющие
объекты кластера, и столбцы, соответствующие граничным объектам.

Анализируется множество путей {Π(𝑢, 𝑣)} между 𝑆𝑢 ↔ · · · ↔ 𝑆𝑣 и сумма рассто-
яний {𝑅(𝑢, 𝑣)} между парами (𝑆𝑢, 𝑆𝑣) ⊂ 𝐺𝑞.

Максимальное расстояние обозначим как:

𝑑(𝑆𝑢, 𝑆𝑣) = max
𝑢,𝑣

𝑅(𝑆𝑢, 𝑆𝑣).

Крайними объектами считаем такую пару (𝑆𝑖, 𝑆𝑗) ⊂ 𝐺𝑣, для которой:

𝑑(𝑆𝑖, 𝑆𝑗) = max
Π(𝑆𝑢,𝑆𝑣)

𝑑(𝑆𝑢, 𝑆𝑣).
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Визуальное представление особенностей анализа структуры объектов кластера с
несферической конфигурацией показано на рис. 1.

Рис. 1 Особенности вычисления расстояний между объектами кластера по алгоритму
Дейкстра

Ценной информацией о кластере является степень её кривизны. Форма конфигу-
рации кластеров может быть различной. Рассмотрим кривизну кластеров в форме
подковы.

Пусть (𝑆𝑖, 𝑆𝑗)— крайние объекты (точки) кластера (см. рис. 1). Определим объект
𝑆𝜇 ∈ 𝐺𝑗 (см. рис. 2), который является равноудалённым от 𝑆𝑖 и 𝑆𝑗, то есть:

|𝑑(𝑆𝜇, 𝑆𝑖)− 𝑑(𝑆𝜇, 𝑆𝑗)| = min .

Получим треугольник со сторонами 𝑑(𝑆𝜇, 𝑆𝑖), 𝑑(𝑆𝜇, 𝑆𝑗) и 𝑑(𝑆𝑖, 𝑆𝑗).

Считая, что объект 𝑆𝜇 лежит на сфере, степень крутизны (кривизны) кластера
определяется по формуле:

𝑘 ≈
2

√︃
1−

(︂
𝑑(𝑆𝜇,𝑆𝑗)

2+𝑑(𝑆𝜇,𝑆𝑖)
2−𝑑(𝑆𝑖,𝑆𝑗)

2

2·𝑑(𝑆𝜇,𝑆𝑖)·𝑑(𝑆𝜇,𝑆𝑗)

)︂2

𝑑(𝑆𝑖,𝑆𝑗)

Рис. 2 Анализ крутизны кластера в форме подковы
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Отметим многообразие форм конфигурации кластеров по отношению связанно-
сти объектов. Предметом исследования может быть изменение формы от выбора
метрики, нормирования данных, отбора информативных признаков. Отдельный ин-
терес представляет закономерностей в конкретных предметных областях. Для форм
конфигурации, отличных от изображенных на рис 1,2 необходимы специфические
методы для анализа.

Технологию анализа кластеров с несферической конфигурацией нельзя автома-
тически адаптировать для результатов алгоритма DBSCAN. Для алгоритмов NN
структура связей рассматривается как топологическая. В случае с DBSCAN изуча-
ется свойства плотности распределений объектов в зависимости от их статуса.

3 Вычислительный эксперимент
В качестве данных для эксперимента использовалась выборка German [8]. Вы-

борка представлена 1000 объектами, разделёнными на два класса, мощность кото-
рых |K1| = 700, |K2| = 300. Из 20 признаков в описании объектов 7 измеряются в
количественной, 13 в номинальной шкале. Для использования метрики Журавлева
в качестве меры расстояния между объектами было произведено отображение зна-
чений количественных признаков в [0;1]. Последовательности (цепочки) для связи
наиболее удалённых объектов групп по алгоритму Дейкстра представлены в табл.1.

Таблица 1 Результаты анализа 5 групп объектов по алгоритму Дейкстра с учётом их свя-
занности

N /
n

Количество
объектов в
группах
(класс)

Последовательность связанных
объектов

Число
путей в
графе
(к-во
рёбер)

Мера
рассто-
яния

1 46(1)

0→288→838→438→482→776→893
→851→683→765→27
61→288→838→438→482→776→893
→851→683→765→27
177→288→838→438→482→776→893
→851→683→670→620

39(11)
8.2541
8.2541
9.2644

3 64(1)

737→99→292→939→422→871→110
→990→530→863→294
950→99→292→939→422→871→110
→990→530→863→294

2(11)
4.0110
4.0110

5 54(1)

82→298→537→396→584→843→669
→996→453→338→743→410
82→298→537→396→584→843→669
→996→453→338→743→605
64→279→338→453→996→669
→843→584→396→537→400→82

12(12)
6.0703
6.0703
6.0703

Для исследования отношений связанности объектов в кластере предлагается ис-
пользовать свойства многообразий структур из теории графов. С этой целью из от-
ношений связанности по таблице T необходимо сформировать матрицу инценденций
(смежности) между объектами или вершинами графа. В качестве ожидаемых резуль-
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татов планируется получить тип графа (например, древовидный) степени вершин,
наличие (отсутствие) петель и т.д.

Таблица 2

7 104(1) 146→189→48→705→760→629→8→
770→365→452→263→262→17→136
→ 51→108→130→255→945→549

215→189→48→705→760→629→8→
770→365→452→263→262→17→136
→ 51→108→130→255→945→549

8(20) 26.4859

26.4859

49 19(1) 85→920→269→433→121→977→662
403→920→269→433→121→977→662

4(7) 1.3868
1.3868

Матрица инценденций (смежности) для кластера из 19 объектов Матрица имеет
следующий вид, показанный на рис.3.

Свойства матрицы: не симметрична, граф ориентированный (19 вершин, 49 рё-
бер). Средством для анализа выбран запрос в системе ChatGPT.

Таблица 3 Матрица смежности графа
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 → 1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 → 2
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 → 1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 → 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 → 1
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 → 2
0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 → 9
0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 → 4
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 → 3
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 → 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 → 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 → 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 → 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 → 1
0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 → 3
0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 → 3
1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 → 5
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 → 4
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 → 2

4 Заключение
Предложен методика для оценки кластерной структуры объектов с произволь-

ной (несферической) формой конфигурации. Методика основывается на свойствах
отношений связанности объектов по системе пересекающихся гипершаров. Доказа-
на единственность разбиения на кластеры по этим свойством. Определяющим свой-
ством для анализа является наличие путей для связи любых пар объектов кластера.
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Из многообразия путей предложено искать кратчайшие. Средством для анализа был
использован алгоритм Дейкстры.

Приведены примеры анализа конфигураций кластеров через определение наибо-
лее удаленных объектов. При определении таких объектов учитывалась конфигура-
ция кластеров.
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