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В статье исследуются оптимальные квадратурные формулы, предназначенные
для приближённого вычисления быстроосциллирующих интегралов, которые встре-
чаются во многих прикладных задачах математической физики, теории сигналов
и вычислительной математики. Работа основана на постановке и решении задачи
Сарда в пространстве Соболева, где квадратурные формулы строятся с учётом не
только значений подынтегральной функции, но и её производных в узловых точ-
ках. Такой подход позволяет существенно повысить точность аппроксимации. Для
нахождения оптимальных коэффициентов квадратурной формулы применяется ме-
тод Соболева, что даёт возможность вывести аналитическое выражение для нормы
функционала погрешности. На основе использования экстремальной функции и тео-
ремы Рисса построена краевая задача, решение которой позволяет получить явный
вид оптимальных коэффициентов и точную оценку погрешности. Представленные
результаты обладают строгим теоретическим обоснованием и подтверждают эффек-
тивность предложенного метода. Полученные оптимальные квадратурные формулы
обеспечивают высокую точность при вычислении интегралов с быстроосциллирую-
щими ядрами, что открывает перспективы для их применения в численных методах
решения дифференциальных уравнений, моделировании физических процессов и
других областях вычислительной математики.
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1 Введение и постановка задач
Квадратура высококолеблющихся интегралов воспринималась как сложная за-

дача. Традиционно приходилось решать колебания, беря несколько подинтервалов
для каждого периода, в результате чего получалась схема, сложность которой воз-
растала бы линейно с частотой колебаний. Более тщательный анализ, покажет, что,
используя структуру определенных классов колебаний для интегралов могут быть
разработаны лучшие схемы дискретизации, где погрешность фактически уменьша-
ется при увеличении частоты колебаний. Это хорошо известно в асимптотическом
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анализе, например, методом осевых точек и методом стационарной фазовой аппрок-
симации [R. Wong, Asymptotic Approximations of Integrals, SIAM, Philadelphia, PA,
2001., F. W. J. Olver, Asymptotics and Special Functions, Academic Press Inc, New York,
1974.]. В последнее время обращено внимание на численные методы со схожими свой-
ствами. Примерами таких методов являются методы типа Филона [A. Iserles, On the
numerical quadrature of highly-oscillating integrals. I: Fourier transforms, IMA J. Numer.
Anal., 24(3) (2004), pp. 365–391.], методы типа Левина [D. Levin, Fast integration of
rapidly oscillatory functions, J. Comput. Appl. Math., 67 (1996), pp. 95–101.] и числен-
ный крутой спуск [6]. Квадратура высококолеблющихся интегралов играет важную
роль во многих областях исследований, таких как численный анализ, электромагнит-
ный анализ, акустическое рассеяние и квантовая химия. Исторически это рассмат-
ривалось как серьёзное испытание, требующее большого количества функциональ-
ных оценок (шкалируемых примерно так же, как частота), но предмет претерпел
значительную революцию за последние пятнадцать лет. Используя асимптотические
разложения в качестве основного аналитического инструмента, разработано значи-
тельное количество эффективных численных методов для высококолеблющихся ин-
тегралов: асимптотическое расширение и методы Филона [Iserles, A.: On the numerical
quadrature of highly-oscillating integrals. I. Fourier transforms. IMA J. Numer. Anal.
24(3), 365–391 (2004), Iserles, A., Nшrsett, S.P.: Efficient quadrature of highly oscillatory
integrals using derivatives. Proc. R. Soc. Lond. Ser. A Math. Phys. Eng. Sci. 461(2057),
1383–1399 (2005)], численное крутое спускание [Huybrechs, D., Vandewalle, S.: On the
evaluation of highly oscillatory integrals by analytic continuation. SIAM J. Numer. Anal.
44(3), 1026–1048 (2006)], метод Левина [Levin, D.: Fast integration of rapidly oscillatory
functions. J. Comput. Appl. Math. 67(1), 95–101 (1996)], комплексная гауссова квадра-
тура [Asheim, A., Huybrechs, D.: Complex Gaussian quadrature for oscillatory integral
transforms. IMA J. Numer. Anal. 33(4), 1322–1341 (2013)] и их разнообразные комби-
нация. Среди этих методов метод типа Филона имеет ряд важных преимуществ: он
легко реализуется и обобщается до многомерной настройки, а также демонстрирует
высокие показатели точности по сравнению с методом асимптотического расшире-
ния. В частности, он дает хорошее приближение сильноколеблющегося интеграла для
всех 𝜔 ⩾ 0. Прежде чем определить метод, мы сначала определим предмет нашего
анализа и опишем его асимптотическое расширение. В настоящей работе мы будем
заниматься построением оптимальных квадратурных формул с производными для
приближенного вычисления быстроосцилирующих интегралов.

Рассмотрим квадратурную формулу с производными следующего вида.

∫︁ 1

0

𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥 𝜙(𝑥) 𝑑𝑥 ∼=
𝑁∑︁

𝛽=0

𝑑0[𝛽]𝜙(ℎ𝛽) +
𝑁∑︁

𝛽=0

𝑑1[𝛽]𝜙
′(ℎ𝛽), (1)

с функционала погрешности

𝑙(𝑥) = 𝐸[0,1](𝑥)𝑒
2𝜋𝑖𝜔𝑥 −

𝑁∑︁
𝛽=0

𝑑0[𝛽] 𝛿(𝑥− ℎ𝛽) +
𝑁∑︁

𝛽=0

𝑑1[𝛽] 𝛿
′(𝑥− ℎ𝛽). (2)
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Здесь

𝑑0[𝛽] =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ℎ

(︂
𝐾𝜔,1𝑒

2𝜋𝑖𝜔ℎ

𝑒2𝜋𝑖𝜔ℎ − 1
− 1

2𝜋𝑖𝜔ℎ

)︂
, 𝛽 = 0,

ℎ𝐾𝜔,1𝑒
2𝜋𝑖𝜔ℎ, 𝛽 = 1, 𝑁 − 1,

ℎ

(︂
𝐾𝜔,1𝑒

2𝜋𝑖𝜔ℎ

1− 𝑒2𝜋𝑖𝜔ℎ
+

𝑒2𝜋𝑖𝜔

2𝜋𝑖𝜔ℎ

)︂
, 𝛽 = 𝑁,

(3)

𝐾𝜔,1 =

(︂
𝑠𝑖𝑛𝜋𝜔ℎ

𝜋𝜔ℎ

)︂2

.

Оптимальные коэффициенты квадратурной формулы вида∫︁ 1

0

𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥𝜙(𝑥) 𝑑𝑥 ≈
𝑁∑︁

𝛽=0

𝑑0[𝛽]𝜙(𝛽),

в пространстве 𝐿
(𝑚)
2 (0, 1), ℎ = 1/𝑁, 𝑁 = 1, 2, . . . , 𝑖2 = −1, 𝜔 ∈ R, 𝑑1 – коэффициенты

квадратных формул (1), 𝐸[0,1](𝑥)—характеристическая функция отрезка [0, 1], 𝛿(𝑥) –

дельта функция Дирака. Функция 𝜙(𝑥) принадлежит пространству 𝐿
(𝑚)
2 (0, 1),

где 𝐿
(𝑚)
2 (0, 1) =

{︀
𝜙 : [0, 1] → C | 𝜙(𝑚−1)

}︀
абсолютно непрерывно и 𝜙(𝑚) ∈ 𝐿

(𝑚)
2 (0, 1)

пространство Соболева комплекснозначных функций со скалярным произведением
определённое равенством:

⟨𝜙, 𝜓⟩ =
∫︁ 1

0

𝜙(𝑚)(𝑥) · 𝜓(𝑚)(𝑥) 𝑑𝑥, (4)

здесь 𝜓 – сопряжённая функция к функции 𝜓 и норма функции 𝜙 соответственно
определяется формулой

‖𝜙‖ = ⟨𝜙, 𝜙⟩1/2 =
{︂∫︁ 1

0

𝜙(𝑚)(𝑥) · 𝜙(𝑚)(𝑥) 𝑑𝑥

}︂1/2

.

Разность

(𝑙, 𝜙) =

∫︁ 1

0

𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥𝜙(𝑥) 𝑑𝑥−
𝑁∑︁

𝛽=0

𝑑0[𝛽]𝜙(ℎ𝛽)−
𝑁∑︁

𝛽=0

𝑑1[𝛽]𝜙
′(ℎ𝛽), (5)

называется погрешностью квадратурной формулы (1).
Погрешность квадратурной формулы (1) является линейным функционалом в

пространстве 𝐿
(𝑚)
2 (0, 1).

Согласно неравенству Коши-Шварца имеем

|(𝑙, 𝜙)| ⩽ ‖𝜙‖𝐿(𝑚)
2 (0, 1)‖ · ‖𝐿(𝑚)*

2 (0, 1)|.

Таким образом, погрешность (5) квадратурной формулы (1) оценивается нормой

‖𝑙‖𝐿(𝑚)*
2 (0, 1) = 𝑠𝑢𝑝

𝜙‖𝜙‖≠0

|(𝑙, 𝜙)|
‖𝜙‖

,

функционала погрешности (2).
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Ясно, что норма функционала погрешности 𝑙 зависит от коэффициентов 𝑑1[𝛽].
Задача нахождения минимума нормы функционала погрешности 𝑙 по коэффициен-
там при фиксированных узлах называется задачей Сарда и полученная формула
называется оптимальной квадратурной формулой в смысле Сарда.

Основной целью настоящей работы является решение задачи Сарда для квадра-
турной формулы вида (1) в пространстве 𝐿

(𝑚)
2 (0, 1) используя метод Соболева при

𝑁 +1 ⩾ 𝑚, т.е. найти коэффициенты
0

𝑑1[𝛽] удовлетворяющие следующему равенству:⃦⃦⃦⃦
0

𝑙

⃦⃦⃦⃦
𝐿
(𝑚)*
2 = inf

𝑑1[𝛽]
‖𝑙‖𝐿(𝑚)*

2 |. (6)

Коэффициенты
0

𝑑1[𝛽] удовлетворяющие равенству (6) называются оптимальными
коэффициентами.

Задача 1. Найти норму функционала погрешности ‖𝑙‖.

Задача 2. Найти
0

𝑑1[𝛽] удовлетворяющие равенству (6).
Для решения этих задач будем использовать экстремальную функцию и пред-

ставление нормы функционала погрешности.
Чтобы решить задачу 1 мы используем экстремальную функцию.
Функция 𝜓𝑒(𝑥) называется экстремальной функцией если имеет место

(𝑙, 𝜓𝑒) = ‖𝑙‖ · ‖𝜓𝑒‖. (7)

Так как 𝐿
(𝑚)
2 является Гильбертовым, то экстремальная функция находится с

помощью теоремы Рисса.
Тогда для функционала 𝑙 и для любой 𝜙 ∈ 𝐿

(𝑚)
2 существует функция 𝜓𝑒 ∈ 𝐿

(𝑚)
2

для которой справедлива следующее равенство

[(𝑙, 𝜙) = ⟨𝜓𝑒, 𝜙⟩, (8)

где

⟨𝜓𝑒, 𝜙⟩ =
∫︁ 1

0

𝜓−(𝑚) · 𝜙(𝑚)(𝑥) 𝑑𝑥, (9)

скалярное произведение определёное в пространстве 𝐿
(𝑚)
2 (0, 1).

Из (7) учитывая (8) для экстремальной функции 𝜓𝑒(𝑥) получим следующую кра-
евую задачу

𝜓(2𝑚)
𝑒 (𝑥) = (−1)𝑚𝑙̄(𝑥), (10)

𝜓(𝑚+𝛼)
𝑒

⃒⃒𝑥=0

𝑥=1
= 0, 𝛼 = 0,𝑚− 1, (11)

где 𝑙̄ — сопряжённый функционал к 𝑙.
Имеет место следующая теорема.
Теорема 1. Решение краевой задачи (10)–(11) является экстремальной функцией

функционала погрещности, где 𝑙 это 𝑙− Cоболева

𝜓𝑒(𝑥) = (−1)𝑚𝑙̄(𝑥)*𝐺𝑚(𝑥) + 𝑃𝑚−1(𝑥),

где
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𝐺𝑚(𝑥) =
|𝑥|2𝑚−1

2(2𝑚− 1)!
, (12)

и 𝑃𝑚−1(𝑥) — многочлен степени 𝑚− 1.
Для функции потерь (2) определённой на пространстве 𝐿𝑚

2 (0, 1) налагается сле-
дующее условие

(𝑙, 𝑥𝛼) = 0, 𝛼 = 0,𝑚− 1, (13)

отсюда, ясно что для существующих квадратурных формул (1) должны выполняться
условия 𝑁 + 1 ⩾ 𝑚 .

Равенства (13) означают, что норма оптимальной квадратурной формулы будет
точной для полиномов степени ⩽ 𝑚− 1.

Теперь используя теорему 1 мы найдём выражение для нормы функциона-
ла потерь. Учитывая определение свёртки и равенство (2) мы вычислим свёртку
𝑙̄(𝑥) *𝐺𝑚(𝑥), т.е.

𝑙̄(𝑥) *𝐺𝑚(𝑥) =

∫︁ ∞

−∞
𝑙̄(𝑥) ·𝐺𝑚(𝑥− 𝑦) 𝑑𝑦 =

∫︁ 1

0

𝑒−2𝜋𝑖𝜔𝑥 (𝑦 − 𝑥)2𝑚−1

2(2𝑚− 1)!
sign(𝑦 − 𝑥) 𝑑𝑦−

−
𝑁∑︁

𝛽=0

𝑑0[𝛽]
(ℎ𝛽 − 𝑥)2𝑚−1

2(2𝑚− 1)!
sign(ℎ𝛽 − 𝑥)−

𝑁∑︁
𝛽=0

𝑑1[𝛽]
(ℎ𝛽 − 𝑥)2𝑚−2

2(2𝑚− 1)!
sign(ℎ𝛽 − 𝑥),

где 𝑙̄, 𝑑0[𝛽] и 𝑑1[𝛽] — сопряжённые к 𝑙, 𝑑0 и 𝑑1[𝛽] соответственно.
Тогда учитывая (8), (9) и Теорему 1, имеем

‖𝑙‖2 = (−1)𝑚+1

[︃
𝑁∑︁

𝛽=0

𝑁∑︁
𝛾=0

𝑑1[𝛽]𝑑1[𝛽]
(ℎ𝛽 − ℎ𝛾)2𝑚−3

2(2𝑚− 3)!
sign(ℎ𝛽 − ℎ𝛾)+

+
𝑁∑︁

𝛽=0

∫︁ 1

0

𝑑0[𝛽]𝑒
2𝜋𝑖𝜔𝑥 + 𝑑0[𝛽]𝑒

−2𝜋𝑖𝜔𝑥)
(𝑥− ℎ𝛽)2𝑚−1

2(2𝑚− 1)!
sign(𝑥− ℎ𝛽) 𝑑𝑥−

−
𝑁∑︁

𝛽=0

∫︁ 1

0

(𝑑1[𝛽]𝑒
2𝜋𝑖𝜔𝑥 + 𝑑1[𝛽]𝑒

−2𝜋𝑖𝜔𝑥)
(𝑥− ℎ𝛽)2𝑚−2

2(2𝑚− 2)!
sign(𝑥− ℎ𝛽) 𝑑𝑥−

−
𝑁∑︁

𝛽=0

𝑁∑︁
𝛾=0

(𝑑0[𝛾]𝑑1[𝛽] + 𝑑1[𝛽]𝑑0[𝛾])
(ℎ𝛽 − ℎ𝛾)2𝑚−2

2(2𝑚− 2)!
−

−
𝑁∑︁

𝛽=0

𝑁∑︁
𝛾=0

𝑑0[𝛽]𝑑0[𝛾]
(ℎ𝛽 − ℎ𝛾)2𝑚−1

2(2𝑚− 1)!
sign(ℎ𝛽 − ℎ𝛾)−

−
∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥𝑒−2𝜋𝑖𝜔𝑥 (𝑥− 𝑦)2𝑚−1

2(2𝑚− 1)!
sign(𝑥− 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

]︂
. (14)

Таким образом, задача 1 решена.
Далее, займёмся решением задачи 2.
Из формулы (14) видно что квадратурная формула функционала погрешности

𝑙(𝑥) многомерная функция коэффициентов 𝑑1[𝛽](𝛽 = 0, 𝑁). Для нахождения точки
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локального минимума квадрата нормы функционала потерь (2) при условии (13)
применим метод неопределённых множителей Лагранжа.

Для этого рассмотрим вспомогательную функцию:

𝜓(C, 𝜆) = ‖𝑙‖2 − 2(−1)𝑚+1

𝑚−1∑︁
𝛼=0

𝜆𝛼(𝑙, 𝑥
𝛼),

где 𝑑 = (𝑑0, 𝑑1, . . . , 𝑑𝑚), 𝜆 = (𝜆0, 𝜆1, . . . , 𝜆𝑚−1). Приравняв к нулю частные производ-
ные от функции 𝜓(C, 𝜆) по 𝑑1[𝛽] и по 𝜆𝛼(𝛼 = 0,𝑚− 1), получим следующую линейную
систему

𝑁∑︁
𝛾=0

𝑑1[𝛾]
(ℎ𝛽 − ℎ𝛾)2𝑚−3

2(2𝑚− 3)!
sign(ℎ𝛽 − ℎ𝛾) + 𝑃𝑚−2 = 𝑓𝑚(ℎ𝛽), 𝛽 = 0, 𝑁, (15)

𝑁∑︁
𝛽=0

𝑑1[𝛽](ℎ𝛽)
𝛼 =

1

𝛼 + 1

∫︁ 1

0

𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥𝑥𝛼+1𝑑𝑥− 1

𝛼 + 1

𝑁∑︁
𝛽=0

𝑑0[𝛽](ℎ𝛽)
𝛼+1, 𝛼 = 0,𝑚− 2, (16)

где

𝑓𝑚(ℎ𝛽) =

∫︁ 1

0

𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥
(𝑥− ℎ𝛽)2𝑚−2

2(2𝑚− 2)!
sign(𝑥− ℎ𝛽) 𝑑𝑥+

+
𝑁∑︁

𝛾=0

𝑑0[𝛾]
(ℎ𝛽 − ℎ𝛾)2𝑚−2

2(2𝑚− 2)!
sign(ℎ𝛽 − ℎ𝛾), (17)

𝑑0 функция определенная формулой (3).
Отметим что система имеет единственное решение при 𝑁 + 1 ⩾ 𝑚 и это решение

даёт минимум 𝐾‖𝑙‖2 при условиях (16).
Используя коэффициенты оптимальных квадратурных формул (1) 𝑑1[𝛽] = 0 при

𝛽 < 0 и 𝛽 > 𝑁 , перепишем систему (15)–(16) в свёрточном виде:

𝐺′′
𝑚(ℎ𝛽) * 𝑑1[𝛽] + 𝑃𝑚−2(𝑥) = 𝑓𝑚(ℎ𝛽), 𝛽 = 0, 𝑁, (18)

𝑁∑︁
𝛽=0

𝑑1[𝛽](ℎ𝛽)
𝛼 = 𝑔𝛼, 𝛼 = 0,𝑚− 2, (19)

здесь

𝑔𝛼 =

∫︁ 1

0

𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥𝑥𝛼+1

𝛼 + 1
𝑑𝑥− 1

𝛼 + 1

𝑁∑︁
𝛽=0

𝑑0[𝛽](ℎ𝛽)
𝛼+1, (20)

𝐺𝑚(𝑥) =
𝑥2𝑚−1

2(2𝑚− 1)!
sign(𝑥). (21)

Рассмотрим следующую задачу.
Задача 3. Найти дискретную функцию 𝑑1[𝛽] и многочлен 𝑃𝑚−2(ℎ𝛽) степени𝑚−2,

удовлетворяющие системе (18)–(19) при заданных 𝑓𝑚(ℎ𝛽).
Далее, мы исследуем задачу 3 и вместо 𝑑1[𝛽] введём следующие функции:
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𝑔(ℎ𝛽) = 𝐺′′
𝑚(ℎ𝛽) * 𝑑1(ℎ𝛽), (22)

и

𝑔(ℎ𝛽) = 𝑔(ℎ𝛽) + 𝑃𝑚−2(ℎ𝛽). (23)

В такой постановке невозможно коэффициенты 𝑑1[𝛽] выразить с помощью функ-
ции 𝑔(ℎ𝛽). Для этого нам нужен такой оператор 𝐷𝑚(ℎ𝛽) который удовлетворяет
следующему равенству

ℎ𝐷𝑚(ℎ𝛽) *𝐺′′
𝑚(ℎ𝛽) = 𝛿𝑑(ℎ𝛽), (24)

где 𝛿𝑑(ℎ𝛽) — дискретная дельта функция.
Следует отметить, что оператор 𝐷𝑚(ℎ𝛽) впервые был введён и исследован

С.И.Соболевым. В работе Шадиметова дискретный аналог 𝐷𝑚(ℎ𝛽) дифференциаль-
ного оператора 𝑑2𝑚/𝑑𝑥2𝑚 построен и доказан в следующем виде:

Теорема 2. Дискретный аналог дифференциального оператора 𝑑2𝑚/𝑑𝑥2𝑚 имеет
вид:

𝐷𝑚(ℎ𝛽) = 𝑃

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑚−1∑︀
𝑘=1

𝐴𝑘𝑞
|𝛽−1|
𝑘 , |𝛽| ⩾ 2,

1 +
𝑚−1∑︀
𝑘=1

𝐴𝑘, |𝛽| = 2,

𝐶 +
𝑚−1∑︀
𝑘=1

𝐴𝑘

𝑞𝑘
, |𝛽| = 0,

где

𝑃 =
(2𝑚− 1)!

ℎ2𝑚
, 𝐴𝑘 =

(1− 𝑞𝑘)
2𝑚+1

𝐸2𝑚−1(𝑞𝑘)
, C = −22𝑚−1, (25)

𝐸2𝑚−1(𝑞𝑘)— полином Эйлера — Фробениуса степени 2𝑚−1, 𝑞𝑘 — корни множителя
Эйлера — Фробениуса степени 2𝑚− 2, |𝑞𝑘| < 1.

Кроме того, изучены свойства 𝐷𝑚(ℎ𝛽). Здесь мы приведём следующие свойства
функции 𝐷𝑚(ℎ𝛽) дискретного аргумента которые нам нужны при наших вычисле-
ниях.

Теорема 3. Функция 𝐷𝑚(ℎ𝛽) дискретного аргумента и полином (ℎ𝛽)𝐾 связаны
друг с другом следующим образом:

∞∑︁
𝛽=−∞

𝐷𝑚(ℎ𝛽) · (ℎ𝛽)𝐾 =

{︃
0, 0 ⩽ 𝐾 ⩽ 2𝑚− 1,

(2𝑚)! 𝐾 = 2𝑚,

тогда для оптимальных коэффициентов имеем:

𝑑1[𝛽] = ℎ𝐷𝑚(ℎ𝛽) * 𝑈(ℎ𝛽). (26)

Таким образом, если мы найдём функцию 𝑈(ℎ𝛽), тогда оптимальные коэффици-
енты найдутся из (27).

Чтобы вычислить свёртку (27) требуется найти функцию 𝑈(ℎ𝛽) для всех целых
значений 𝛽.

Из равенства (18) мы получим 𝑈(ℎ𝛽) = 𝑓𝑚(ℎ𝛽) при 𝛽 = 0, 𝑁 .
Теперь нам нужно найти решение функции 𝑈(ℎ𝛽) при 𝛽 < 0 и 𝛽 > 𝑁 .
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Так как 𝑑1[𝛽] = 0 при ℎ𝛽 ∈ [0, 1], тогда 𝑑1[𝛽] = ℎ𝐷𝑚(ℎ𝛽) * 𝑈(ℎ𝛽) = 0, ℎ𝛽 /∈ [0, 1].
Теперь мы вычислим свёртку 𝑔(ℎ𝛽) = 𝐺𝑚(ℎ𝛽) * 𝑑1[𝛽] при ℎ𝛽 /∈ [0, 1].
Пусть 𝛽 < 0, тогда

𝑔(ℎ𝛽) = 𝐺′′
𝑚(ℎ𝛽) * 𝑑1[𝛽] =

𝑁∑︁
𝛾=−∞

𝑑1[𝛾]
(ℎ𝛽 − ℎ𝛾)2𝑚−3

2(2𝑚− 3)!
sign(ℎ𝛽 − ℎ𝛾) =

= − 1

2(2𝑚− 3)!

𝑁∑︁
𝛾=0

𝑑1[𝛾](ℎ𝛽 − ℎ𝛾)2𝑚−3 = −𝑅𝑚−3(ℎ𝛽)−𝑄𝑚−2(ℎ𝛽),

где

𝑅𝑚−3(ℎ𝛽) =
𝑚−2∑︁
𝛼=0

(ℎ𝛽)2𝑚−3(−1)𝛼

2𝛼!(2𝑚− 3− 𝛼)
,

𝑄𝑚−2(ℎ𝛽) =
2𝑚−3∑︁
𝛼=𝑚−1

(ℎ𝛽)2𝑚−3−𝛼(−1)𝛼

2𝛼!(2𝑚− 3− 𝛼)

𝑁∑︁
𝛾=0

𝑑1[𝛾](ℎ𝛾)
𝛼.

Тогда при 𝛽 < 0

𝜐(ℎ𝛽) = −𝑅2𝑚−3(ℎ𝛽)−𝑄𝑚−2(ℎ𝛽), (27)

и при 𝛽 > 𝑁 соответственно имеем:

𝜐(ℎ𝛽) = 𝑅𝑚−3(ℎ𝛽) +𝑄𝑚−2(ℎ𝛽). (28)

Тогда из (23) учитывая последние (27)-(28) два равенства имеем:

𝑈(ℎ𝛽) =

⎧⎪⎨⎪⎩
−𝑅2𝑚−3(ℎ𝛽)−𝑄𝑚−2(ℎ𝛽) + 𝑃𝑚−2(ℎ𝛽), 𝛽 < 0

𝑓𝑚(ℎ𝛽), 0 ⩽ 𝛽 ⩽ 𝑁

𝑅2𝑚−3(ℎ𝛽) +𝑄𝑚−2(ℎ𝛽) + 𝑃𝑚−2(ℎ𝛽), 𝛽 > 𝑁.

(29)

Обозначим

𝑃−
𝑚−2(ℎ𝛽) = 𝑃𝑚−2(ℎ𝛽)−𝑄𝑚−2(ℎ𝛽), (30)

𝑃+
𝑚−2(ℎ𝛽) = 𝑃𝑚−2(ℎ𝛽) +𝑄𝑚−2(ℎ𝛽). (31)

Тогда мы получили следующую задачу:
Задача 4. Найти решение уравнения

𝐷𝑚−1(ℎ𝛽) * 𝑈(ℎ𝛽) = 0, ℎ𝛽 ∈ [0, 1], (32)

имеющего вид:

𝑈(ℎ𝛽) =

⎧⎪⎨⎪⎩
−𝑅2𝑚−3(ℎ𝛽) + 𝑃−

𝑚−2(ℎ𝛽), 𝛽 < 0

𝑓𝑚(ℎ𝛽), 0 ⩽ 𝛽 ⩽ 𝑁

𝑅2𝑚−3(ℎ𝛽) + 𝑃+
𝑚−2(ℎ𝛽), 𝛽 > 𝑁.

(33)

Где 𝑃−
𝑚−2(ℎ𝛽) и 𝑃

+
𝑚−2(ℎ𝛽) – известные многочлены степени 𝑚− 2. Здесь имеет

место следующая теорема.
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Теорема 4. Коэффициенты оптимальных квадратурных формул вида (1) в про-

странстве 𝐿
(𝑚)
2 (0, 1) имеют следующий вид:

𝑑1[𝛽] = ℎ

(︃
𝐷𝑚−1(ℎ𝛽) * 𝑓𝑚(ℎ𝛽) +

𝑚−2∑︁
𝑘=1

(︁
𝑎𝑘𝑞𝑘 + 𝑏𝑘𝑞

𝑁−𝛽
𝑘

)︁)︃
, 𝛽 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1. (34)

где 𝑎𝐾 и 𝑏𝐾 известны.
Доказательство
Из (27) и (34) имеем

𝑑1[𝛽] = ℎ (𝐷𝑚−1(ℎ𝛽) * 𝑈(ℎ𝛽)) = ℎ

∞∑︁
𝛾=−∞

𝐷𝑚−1(ℎ𝛽 − ℎ𝛾) · 𝑈(ℎ𝛾) =

= ℎ

(︃
−1∑︁

𝛾=−∞

𝐷𝑚−1(ℎ𝛽 − ℎ𝛾) · 𝑈(ℎ𝛾) +
𝑁∑︁

𝛾=0

𝐷𝑚−1(ℎ𝛽 − ℎ𝛾) · 𝑈(ℎ𝛾)+

+
∞∑︁

𝛾=𝑁+1

𝐷𝑚−1(ℎ𝛽 − ℎ𝛾) · 𝑈(ℎ𝛾)

)︃
= ℎ

(︃
∞∑︁

𝛾=−∞

𝐷𝑚−1(ℎ𝛽 − ℎ𝛾) · 𝑓𝑚(ℎ𝛾)+

+
−1∑︁

𝛾=−∞

𝐷𝑚−1(ℎ𝛽 − ℎ𝛾)
[︀
−𝑅2𝑚−3(ℎ𝛾) + 𝑃−

𝑚−2(ℎ𝛾)− 𝑓𝑚(ℎ𝛾)
]︀
+

+
∞∑︁

𝛾=𝑁+1

𝐷𝑚−1(ℎ𝛽 − ℎ𝛾)
[︀
𝑅2𝑚−3(ℎ𝛾) + 𝑃+

𝑚−2(ℎ𝛾)− 𝑓𝑚(ℎ𝛾)
]︀)︃

=

= ℎ

(︂
𝐷𝑚−1(ℎ𝛽) * 𝑓𝑚(ℎ𝛽) +

∞∑︁
𝛾=1

𝐷𝑚−1(ℎ𝛽 + ℎ𝛾)×

× [−𝑅2𝑚−3(−ℎ𝛾)+ +𝑃−
𝑚−2(−ℎ𝛾)− 𝑓𝑚(−ℎ𝛾)

]︀
+

+
∞∑︁
𝛾=1

𝐷𝑚−1(ℎ𝛽 − ℎ(𝑁 + 𝛾)) [𝑅2𝑚−3(ℎ(𝑁 + 𝛾))+

+ 𝑃+
𝑚−2(ℎ(𝑁 + 𝛾))− 𝑓𝑚(ℎ(𝑁 + 𝛾))

]︀)︂
.

Теперь пусть 𝛽 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1,
тогда

𝑑1[𝛽] = ℎ

(︃
(𝐷𝑚−1(ℎ𝛽) * 𝑓𝑚(ℎ𝛽) +

𝑚−2∑︁
𝑘=1

𝑃𝐴𝑞
𝛽−1
𝑘 ·

·
∞∑︁
𝛾=1

𝑞𝛾𝑘
[︀
−𝑅2𝑚−3(−ℎ𝛾) + 𝑃−

𝑚−2(−ℎ𝛾)− 𝑓𝑚(−ℎ𝛾)
]︀
+

+
𝑚−2∑︁
𝑘=1

𝑃𝐴𝑞
𝑁−𝛽−1
𝑘

∞∑︁
𝛾=1

𝑞𝛾𝑘 [𝑅2𝑚−3(ℎ(𝑁 + 1))+
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+𝑃+
𝑚−2(ℎ(𝑁 + 1))− 𝑓𝑚(ℎ(𝑁 + 1))

]︀)︃
. (35)

Обозначим

𝑎𝑘 =
𝑃𝐴

𝑞𝑘

∞∑︁
𝛾=1

𝑞𝛾𝑘
(︀
−𝑅2𝑚−3(−ℎ𝛾) + 𝑃−

𝑚−2(−ℎ𝛾)− 𝑓𝑚(−ℎ𝛾)
)︀
,

𝑏𝑘 =
𝑃𝐴

𝑞𝑘

∞∑︁
𝛾=1

𝑞𝛾𝑘
(︀
𝑅2𝑚−3(ℎ(𝑁 + 1)) + 𝑃+

𝑚−2(ℎ(𝑁 + 1))− 𝑓𝑚(ℎ(𝑁 + 1))
)︀
.

Из (35) учитывая последние два равенства имеем

𝑑1[𝛽] = ℎ (𝐷𝑚−1(ℎ𝛽) * 𝑓𝑚(ℎ𝛽)) +
𝑚−2∑︁
𝑘=1

(︁
𝑎𝑘𝑞

𝛽
𝑘 + 𝑏𝑘𝑞

𝑁−𝛽
𝑘

)︁
, 𝛽 = 1, 𝑁 − 1,

теорема доказана.

2 Заключение
В статье рассмотрена задача построения оптимальных квадратурных формул для

приближённого вычисления быстроосциллирующих интегралов в пространстве Собо-
лева 𝐿

(𝑚)
2 (0, 1). Путём решения задачи Сарда получено выражение для нормы функ-

ционала погрешности и определены оптимальные коэффициенты. На основе метода
экстремальной функции Соболева и теоремы Рисса построена краевая задача, позво-
ляющая минимизировать норму погрешности. Полученные результаты теоретически
обоснованы и обеспечивают высокую точность для полиномов. Эти формулы могут
быть эффективно использованы в практических задачах, связанных с быстроосцил-
лирующими функциями. В дальнейшем планируется расширение данных методов на
другие функциональные пространства и их тестирование в практических приложе-
ниях.
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The article investigates optimal quadrature formulas designed for the approximate
evaluation of highly oscillatory integrals, which frequently arise in many applied prob-
lems of mathematical physics, signal theory, and computational mathematics. The work
is based on the formulation and solution of Sard’s problem in a Sobolev space, where
quadrature formulas are constructed taking into account not only the values of the in-
tegrand but also its derivatives at the nodal points. This approach makes it possible to
significantly improve the accuracy of approximation.

To determine the optimal coefficients of the quadrature formula, the Sobolev method
is applied, which allows one to derive an analytical expression for the norm of the error
functional. Based on the use of the extremal function and the Riesz representation
theorem, a boundary value problem is constructed, the solution of which yields the explicit
form of the optimal coefficients and an exact estimate of the error.

The presented results have a solid theoretical foundation and confirm the effective-
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