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В статье спектральным методом исследуются динамика производных вплоть до
старшей производной обыкновенного дифференциального уравнения четвертого по-
рядка малым параметром при старшей производной. Решение дифференциальной
задачи ищется в виде ряда по полиномам Чебышева первого рода с неизвестны-
ми коэффициентами разложения. Подставляя эти ряды в дифференциальную за-
дачу получается система алгебраических уравнений для нахождения неизвестных
коэффициентов разложения. Используя эти коэффициенты вычисляются решение
задачи и ее производные. Для иллюстрации высокой точности применяемого метода
используется метод пробных функций. Суть метода пробных функций заключается
в следующим. Выбирается некоторая функция, она может быть выбрана произволь-
но. Подставляя ее в основное дифференциальное уравнение находится правая часть
и удовлетворяются соответствующие краевые условия. Полученная задача решается
спектральным методом и приближенное решение сравнивается с известной пробной
функцией и ее производными при различных значениях малого параметра и аппрок-
симирующих полиномов Чебышева.
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1 Введение
Численное моделирование обыкновенных дифференциальных уравнений с малым

параметром при старшей производной является актуальной проблемой в области
прикладной математики. Поскольку такие уравнения имеют малый параметр при
старшей производной и, как следствие, появляются в решении области сильной про-
странственной неоднородности. Тогда требования, предъявляемые к аппроксимаци-
онным свойствам численных методов, резко возрастают и построение высокоточных
численных методов, наталкивается на серьёзные трудности. Если вдобавок к этому,
требуются не только исследование динамики самого решения сингулярно возмущен-
ного уравнения, а также исследования динамики производных различного порядка
то положение усугубляется-применение многих существующих методов становятся
практически неприемлемым.

Равномерно-сходящийся алгоритм для численного решения двухточечной крае-
вой задачи с малым параметром при старшей производной была поставлена и решена
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в [1] c помощью специальной разностной схемы с весами на равномерной сетке. Од-
нако, численный расчёт на равномерной сетке плохо описывает пограничный слой,
поскольку при достаточно малом параметре уже первый узел сетки лежит вне по-
гранслоя. Так как для решения сингулярно возмущенных задач важно знать струк-
туру погранслоя, то надо строить неравномерную разностную сетку, сгущающуюся
в области погранслоя.

В работе [2] для численного решения сингулярно возмущенного уравнения пред-
лагается алгоритм со сгущающейся разностной сеткой. Построение равномерно схо-
дящийся алгоритма для численного решения сингулярно возмущенного уравнения
второго порядка с помощью специальной координатной функции, сгущающейся в
области пограничного слоя изложена в [3]. Анализ сходимости метода конечных эле-
ментов для сингулярно возмущенного уравнения является объектом исследования
работе [4]. В статье [5] изложено тщательное исследование проблеме пограничного
слоя и применение Чебышевского метода коллокации для решения обыкновенных
дифференциальных уравнений типа Капуто дробного порядка. В исследовании [6]
метод спектрального гомотопического анализа применен для численного решения
уравнений Даффинга и Ван дер Поля, где в качестве базовой структуры использо-
ваны полиномы Чебышева первого рода. Для оптимизации вычисления матриц от
производных использованы точки коллокации Гаусса-Лобатто. Чтобы подчеркнуть
практичность и эффективность предлагаемого подхода, точное решение задачи срав-
нены с приближенным решением и представлены поведения ошибок. В статье [7] ли-
нейные дробные интегро-дифференциальные уравнения Фредгольма решаются чис-
ленно, где дробная производная рассматривается в смысле Капуто. В этой работе
метод наименьших квадратов с использованием компактной комбинации смещенных
полиномов Чебышева первого рода применяется для решения класса задач выше-
указанного типа. Основной целью данной статье является записывать неизвестную
функцию в виде ряда линейной комбинации смещенных полиномов Чебышева пер-
вого рода, а затем свести задачу к системе линейных алгебраических уравнений,
которая будет решена относительно неизвестных констант, связанных с приближен-
ным решением, с использованием MATLAB. Приведены численные примеры для
подтверждения надежности, применимости и эффективности этого метода. В ста-
тье [8] представлен новый алгоритм для решения линейных и нелинейных краевых
задач Робина второго порядка и уравнений типа Брату в одном и двух измерениях с
использованием спектральных подходов. В качестве базисных функций использова-
ны смещенные и модифицированные смещенные полиномы Чебышева второго рода.
Представленные решения являются результатом применения подходов коллокации
и тау. Эти методы преобразуют задачу, диктуемую ее граничными условиями, в си-
стему линейных или нелинейных алгебраических уравнений, которые решаются с
использованием подходящего численного метода. Авторы утверждают, что предла-
гаемый метод сходится и превосходит предыдущие методы с точки зрения точности.
Применение полиномов Чебышева первого рода для построения обобщенного инте-
грала Чебышева-Пуассона изложено в статье [9]. Решена задача оптимизации обоб-
щенного оператора Чебышева-Пуассона как функционала от функции и получено
точное равенство для отклонения функций класса Гёльдера от обобщенного интегра-
ла Чебышева-Пуассона. В статье [10] применяется приближенный спектральный ме-
тод для нелинейного дробно-временного частного интегро-дифференциального урав-
нения со слабо сингулярным ядром. Основная идея этого подхода заключается в
создании нового гильбертова пространства, удовлетворяющего начальным и гранич-
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ным условиям. Новый спектральный коллокационный подход применяется для по-
лучения точного численного приближения с использованием новых базисных функ-
ций, основанных на смещенных полиномах Чебышева первого рода. Авторы статье
утверждают, что новый подход очень точен и эффективен. Построение решения син-
гулярного интегрального уравнения первого рода с однородными краевыми усло-
виями на концах интервала интегрирования рассматривается в [11]. Дискретизация
уравнений производится с помощью рядов по полиномам Чебышева второго рода
с неизвестными коэффициентами разложения, которые определяются путем реше-
ния систем линейных алгебраических уравнений. Предложенный подход проверена
на тестовых примерах, показывающих эффективность метода. Система гиперсингу-
лярных интегральных уравнений формируется при решении задач с криволинейной
трещиной или множественной трещиной в механике разрушения [12]. Однако про-
блема в том, что ее аналитическое решение доступно только для некоторых частных
случаев. Для этого авторы статье [12], разрабатывает численный метод Галеркина
на основе невязки c использованием полиномов Чебышева второго рода с его пол-
ным анализом. Доказаны корректность системы и теоретическую и численную схо-
димость схемы аппроксимации. В статье [13] рассматривается некоторые возмущения
полиномов Чебышева второго рода, полученные путем модификации и путем растя-
жения одного из его коэффициентов повторения в произвольном порядке и получены
некоторые положения их нулей. Основой целью статье [14] является характеристи-
ка ортогональных полиномов, таких как, полиномы Аль-Салама-Чихары, полиномы
Чебышева первого рода, непрерывные q-полиномы Якоби. В [15] алгебраические пре-
образования и свойства полиномов Чебышева используются для вывода интересных
тождеств, содержащих интегралы от степеней полиномов Чебышева первого рода. В
статье [16] рассматривается расширение одномерных полиномов Чебышева первого
рода до многомерной ситуации, где наилучшие приближения к конкретным моно-
мам ищутся полиномами более низкой степени относительно равномерной нормы.
Матричные методы в настоящее время играют важную роль в решении реальных
задач, описываемых обыкновенным дифференциальным уравнением или уравнени-
ем в частных производных [17]. В этой работе представлен матричный метод для
приближенного решения сингулярно-возмущенных дифференциальных уравнений с
запаздыванием второго порядка. Данная задача сводится к задачам решения систе-
мы алгебраических уравнений, тем самым значительно упрощается задача. В ста-
тье [18] рассматривается задача для нелинейного обыкновенного дифференциаль-
ного уравнения второго порядка с малым параметром при старшей производной.
Предельное уравнение имеет три решения, из которых два устойчивы и разделены
третьим неустойчивым. Строится равномерное асимптотическое приближение это-
го решения с точностью до произвольной степени малого параметра. Задача Коши
для гиперболического уравнения с малым параметром, умножающим на наибольшую
производную рассматривается в статье [19]. Ставится обратная задача нахождения
неизвестной функции, которая является коэффициентом уравнения и также встре-
чается в начальном условии.

Построен интеграционный метод определения неизвестной функции и доказана
его сходимость. Доказаны теоремы существования для решения обратной задачи. В
статье [20] для линейной, стационарной, сингулярно возмущенной функционально-
дифференциальной системы управления с малым коэффициентом при старшей про-
изводной и конечным запаздыванием в медленных переменных состояния обосновы-
вается разложение невырожденным преобразованием переменных. Это преобразова-
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ние разбивает исходную двухскоростную систему на две независимые подсистемы
меньшей размерности отдельно для быстрых и медленных переменных. Доказано,
что разлагающие преобразование может быть построено в виде асимптотического
разложения по степеням малого параметра и предложена итерационная схема вычис-
ления асимптотического ряда. Задача оптимального распределенного управления в
строго выпуклой плоской области с гладкой границей и малым параметром при стар-
шей производной эллиптического оператора рассматривается в работе [21]. Подроб-
но изучена асимптотика задачи, порожденной суммой дифференциального операто-
ра второго порядка с малым коэффициентом при старшей производной и диффе-
ренциального оператора нулевого порядка. В статье [22] рассматривается начально-
краевая задача для уравнения теплопроводности с малым коэффициентом теплоем-
кости. Ставится обратная задача и предлагается методы построения приближенных
решений обратной задачи, основанные на разложении решения начально-краевой за-
дачи по малому параметру. Приближенные решения определяются как решения си-
стемы обыкновенных дифференциальных уравнений с малым параметром при стар-
ших производных и получены оценки погрешности приближенных решений обратной
задачи в равномерной метрике. Применение спектрального метода с полиномамы
Чебышева второго рода для численного моделирования сингулярно возмущенного
дифференциального уравнения второго порядка изложено в [23]. Математическое
моделирование проблемы гидродинамической устойчивости для однофазных и двух-
фазных потоков спектральным и спектрально-сеточным методом с полиномамы Че-
бышева первого рода изложено в [24]. В статье [25] дано построение эффективного
численного метода для решения уравнения Орра-Зоммерфельда.

Вопросы сходимости спектрально-сеточного метода при решения уравнения Бюр-
герса с начально-краевыми условиями исследованы в [25]. Анализируя вышеприве-
денный обзор научных исследований можно сделать вывод о том, что основное вни-
мание исследователей направлено к построению и изучению динамики самого реше-
ния дифференциального уравнения, в то же время исследование динамики производ-
ных различного порядка таких уравнений остаются вне поле зрения исследователей.
Данная статья авторов направлена к исследованию динамики производных сингу-
лярно возмущенного дифференциального уравнения четвертого порядка с малым
параметром при старшей производной.

2 Постановка задачи
В данной работе для решения неоднородного обыкновенного дифференциально-

го уравнения четвертого порядка применяется спектральный метод, в котором в ка-
честве базисных функций используются полиномы Чебышева первого рода. Спек-
тральный метод обладает следующими достоинствами: высокая скорость сходимо-
сти результатов расчёта; точное удовлетворение краевых условий; вследствие высо-
кой точности, существенное сокращение объема вычислительных работ; лучшее по-
нимание физическую сущность рассматриваемой задачи, вследствие двойственного
представления решения. Решение, можно представить как через его изменение в ре-
альном пространстве, так и через относительные вклады в его динамики различных
базисных функций(в спектральном пространстве); производные имеющиеся в рас-
сматриваемой задачи определяются непосредственно через производные полиномов
Чебышева, без использования какой –либо аппроксимации; коллокационные узлы
полиномов Чебышева сгущаются в окрестности границ, в так называемом погранич-
ном слое. Это обеспечивает с достаточно высокой точностью вычислить численные
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значения решения и ее производных обыкновенного дифференциального уравнения
с малым параметром при старшей производной в зоне пограничного слоя.

Рассмотрим с малым параметром при старшей производной дифференциальное
уравнение четвертого порядка

𝜀
𝑑4𝑢

𝑑𝑦4
− 2

𝑑2𝑢

𝑑𝑦2
+ 𝑢(𝑦) = 𝑓(𝑦), 𝑦 ∈ (−1, 1), (1)

при следующих краевых условиях

𝑢(±1) =
𝑑𝑢

𝑑𝑦
(±1) = 0, (2)

где 𝜀 – малый параметр.
Для численного моделирования дифференциальной задачи (1)-(2) применяем

спектральный метод [9–11]. Сходимость и порядка точности спектрального метода
исследуем методом пробных функций [7, 14]. Основная идея метода пробных функ-
ций заключается в следующем. Выбирается некоторая пробная функция, она может
быт выбрана произвольно. Подставляя ее в уравнение (1), найдем правую часть и
удовлетворяем краевые условия (2).

Полученная задача решается спектральным методом, и приближенное решение и
производные полученные спектральным методом сравниваются с известной функци-
ей и ее производными при различных числах базисных функции и малого параметра
𝜀.

В качестве пробной функции для задачи (1)-(2) выбираем следующую функцию

𝑢(𝑦) = (1− 𝑦2)2𝑒𝜀𝑦. (3)

Тогда для этой функции правая часть уравнения (1) имеет вид

𝑓(𝑦) = [
(︀
𝜀5 + 2𝜀2 + 1

)︀
𝑦4 + 16𝜀(𝜀3 − 1)𝑦3 + (72𝜀3 − 2𝜀5 + 4𝜀2 − 26)𝑦2+

+(96𝜀2 − 16𝜀4 + 16𝜀)𝑦 + 24𝜀+ 𝜀5 − 24𝜀3 − 2𝜀2 + 9]𝑒𝜀𝑦.
(4)

Для исследования динамики производных вычислим производные до четвертого
порядка от функции (3):

𝑑𝑢𝑒
𝑑𝑦

= (𝑦2 − 1)(𝜀𝑦2 + 4𝑦 − 𝜀)𝑒𝜀𝑦, (5)

𝑑2𝑢𝑒
𝑑𝑦2

=
[︀
𝜀2𝑦4 + 8𝜀𝑦3 + 2(6− 𝜀2)𝑦2 − 8𝜀𝑦 + 𝜀2 − 4

]︀
𝑒𝜀𝑦, (6)

𝑑3𝑢𝑒
𝑑𝑦3

=
[︀
𝜀3𝑦4 + 12𝜀2𝑦3 + 2(18𝜀− 𝜀3)𝑦2 + 12

(︀
2− 𝜀2

)︀
𝑦 + 𝜀3 − 12𝜀

]︀
𝑒𝜀𝑦, (7)

𝑑4𝑢𝑒
𝑑𝑦4

=
[︀
𝜀4𝑦4 + 16𝜀3𝑦3 + 2(36𝜀2 − 𝜀4)𝑦2 + 16

(︀
6𝜀− 𝜀3

)︀
𝑦 + 𝜀4 − 24𝜀2 + 24

]︀
𝑒𝜀𝑦, (8)

Эти выражения понадобятся для сравнения с их приближенными значениями,
полученными спектральным методом, где 𝑢𝑒 − 𝑢𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥𝑖𝑚𝑎𝑡𝑒.



102 Нормуродов Ч.Б., Джураева Н.Т., Норматова М.М.

3 Метод решения
Для исследования динамики производных задачи (1)-(2), искомое решение и пра-

вую часть уравнения (1) представим в виде конечного ряда по полиномам Чебышева
первого рода с неизвестными коэффициентами разложения [10–13]:

𝑢𝑎(𝑦) =
𝑁∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝑇𝑖(𝑦), 𝑓(𝑦) =
𝑁∑︁
𝑖=0

𝑏𝑖𝑇𝑖(𝑦), (9)

где 𝑇𝑖(𝑦) – полиномы Чебышева первого рода, 𝑎𝑖, 𝑏𝑖(𝑖 = 0, 1, 2, ..., 𝑁) – неизвестные
коэффициенты, 𝑢𝑒−𝑢𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥𝑖𝑚𝑎𝑡𝑒. Производные различного порядка от приближенного
решения 𝑢𝑎(𝑦) вычисляются по следующим формулам [10]:

𝑑𝑢𝑎
𝑑𝑦

=
𝑁∑︁
𝑖=0

2

𝑐𝑖

𝑁∑︁
𝑝=𝑖+1

𝑝+𝑖≡1( mod 2)

𝑝𝑎𝑝𝑇𝑖(𝑦), (10)

𝑑2𝑢𝑎
𝑑𝑦2

=
𝑁∑︁
𝑖=0

1

𝑐𝑖

𝑁∑︁
𝑝=𝑖+2

𝑝≡𝑖( mod 2)

𝑝(𝑝2 − 𝑖2)𝑎𝑝𝑇𝑖(𝑦), (11)

𝑑3𝑢𝑎
𝑑𝑦3

=
𝑁∑︁
𝑖=0

1

4𝑐𝑖

𝑁∑︁
𝑝=𝑖+3

𝑝+𝑖≡1( mod 2)

𝑝
[︁
(𝑝2 − 1)

2 − 2(𝑝2 + 1)𝑖2 + 𝑖4
]︁
𝑎𝑝𝑇𝑖(𝑦), (12)

𝑑4𝑢𝑎
𝑑𝑦4

=
𝑁∑︁
𝑖=0

1

24𝑐𝑖

𝑁∑︁
𝑝=𝑖+4

𝑝≡𝑖( mod 2)

𝑝
[︁
𝑝2(𝑝2 − 4)

2 − 3𝑖4𝑝4 + 3𝑖4𝑝2 − 𝑖2(𝑖2 − 4)
2
]︁
𝑎𝑝𝑇𝑖(𝑦), (13)

в формулах (10)-(13) 𝑐0 = 2, 𝑐𝑖= 1, если 𝑖 > 0.
Теперь подставляя ряды (9), (11), (13) в уравнению (1) и приравнивая коэффи-

циенты при одинаковых степенях полиномов имеем следующую систему:

𝜀

24𝑐𝑖

𝑁∑︁
𝑝=𝑖+4

𝑝≡𝑖( mod 2)

𝑝
[︁
𝑝2(𝑝2 − 4)

2 − 3𝑖2𝑝4 + 3𝑖4𝑝2 − 𝑖2(𝑖2 − 4)
2
]︁
𝑎𝑝−

− 2

𝑐𝑖

⎡⎢⎢⎣ 𝑁∑︁
𝑝=𝑖+2

𝑝≡𝑖( mod 2)

𝑝(𝑝2 − 𝑖2)𝑎𝑝

⎤⎥⎥⎦+ 𝑎𝑖 = 𝑏𝑖, 𝑖 = 0, 1, ..., 𝑁 − 4.

(14)

Система уравнений (14) состоит из (𝑁 − 3) уравнений для определения (𝑁 + 1)
неизвестных 𝑎𝑖(𝑖 = 0, 1, 2, ..., 𝑁).

Недостающие четыре уравнения в соответствие с 𝜏 методом [10] определяются из
краевых условий (2) используя следующие свойства полиномов:

𝑇𝑖(±1) = (±1)𝑖, 𝑇 ′
𝑖 (±1) = (±1)𝑖−2 · 𝑖2.

Тогда имеем следующие дополнительные уравнения

𝑁∑︁
𝑖=0

𝑖≡0( mod 2)

𝑎𝑖 = 0,
𝑁∑︁

𝑖=0
𝑖≡0( mod 2)

𝑖2𝑎𝑖 = 0, (15)
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𝑁∑︁
𝑖=1

𝑖≡1( mod 2)

𝑎𝑖 = 0,
𝑁∑︁

𝑖=1
𝑖≡1( mod 2)

𝑖2𝑎𝑖 = 0, (16)

Коэффициенты разложения 𝑏𝑖 в системе (14) определяются с использованием
функции 𝑓(𝑦) из (4) с помощью следующего обратного преобразования [8–11]:

𝑏𝑖 =
2

𝑁𝑐𝑖
·

𝑁∑︁
𝑙=0

1

𝑐𝑙
𝑓(𝑦𝑙)𝑇𝑛(𝑦𝑙), 𝑖 = 0, 1, ..., 𝑁, (17)

где 𝑐0 = 𝑐𝑁 = 2, 𝑐𝑚 = 1, 𝑖𝑓 𝑚 ̸= 0, 𝑁.

Система уравнений (14)-(16) образуют систему (𝑁 + 1) уравнений для определе-
ния столько же неизвестных 𝑎𝑖(𝑖 = 0, 1, 2, ..., 𝑁). Данную систему удобно записать в
матрично-векторном виде:

𝐴𝑎 = 𝑏, (18)

где 𝐴 – известная квадратная матрица для коэффициентов, 𝑏 – вектор пра-
вой части, 𝑎 – неизвестные коэффициенты, здесь 𝑎𝑇 = (𝑎0, 𝑎1, ..., 𝑎𝑁), 𝑏𝑇 =
= (𝑏0, 𝑏1, ..., 𝑏𝑁−4, 0, 0, 0, 0) – транспонированные векторы. Решая систему (18) опреде-
ляются коэффициенты 𝑎𝑖(𝑖 = 0, 1, 2, ..., 𝑁), затем по формулам (9)-(13) вычисляются
значения решения и ее производных до четвертого порядка. В коллокационных узлах
полиномов Чебышева 𝑦𝑙 = cos 𝜋𝑙

𝑁
, 𝑙 = 0, 1, 2, ..., 𝑁 исследуются динамика производ-

ных различного порядка дифференциального уравнения (1) при разных значениях
малого параметра 𝜀 и аппроксимирующих полиномов Чебышева 𝑁 . Для иллюстра-
ции точности предлагаемого метода значения точного решения (3) и ее производные
также вычисляются по формулам (5)-(8) в тех же коллокационных узлах.

4 Результаты расчётов

Проведен широкомасштабный вычислительный эксперимент по исследованию ди-
намики решения и их производных дифференциального уравнения (1)-(2). В рас-
сматриваемом случае характерными параметрами являются малый параметр 𝜀, а
также числа аппроксимирующих полиномов Чебышева 𝑁 и их коллокационные узлы
𝑦𝑙 = cos 𝜋𝑙

𝑁
, 𝑙 = 0, 1, ..., 𝑁 . Численные расчёты выполнены при следующих диапазо-

нах изменения характерных параметров: 𝜀 = 10−2 ÷ 10−5, 𝑁 = 10÷ 50.

В табл.1 приведены результаты по вычислению максимальных абсолютных по-

грешностей ∆(𝜀,𝑁) = max
𝑦𝑙

⃒⃒⃒
𝑢
(𝑘)
𝑒 − 𝑢

(𝑘)
𝑎

⃒⃒⃒
, где 𝑘 = 0, 1, 2, 3, 4 – порядок производной,

𝑢𝑒 − 𝑢𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 значения точного решения (3) и ее производных (5)-(8), 𝑢𝑒 − 𝑢𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥𝑖𝑚𝑎𝑡𝑒 –
значения приближенного решения (9) и ее производных (10)-(13) полученных спек-
тральным методом в коллокационных узлах полиномов Чебышева первого рода 𝑦𝑙 =
= cos 𝜋𝑙

𝑁
, 𝑙 = 0, 1, 2, ..., 𝑁.
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Таблица 1. Зависимость максимальной абсолютной погрешности от характерных
параметров 𝜀 и 𝑁 .

Рис. 1 Динамика решения Рис. 2 Динамика первой производной
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Рис. 3 Динамика второй производной Рис. 4 Динамика третьей производной

Рис. 5 Динамика четвертой производной Рис. 6 Динамика решения

Рис. 7 Динамика первой производной Рис. 8 Динамика второй производной

Видно, что максимальная абсолютная погрешность для решения уравнения (1)-
(2) и ее производных являются величиной малого порядка. Другими словами, спек-
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Рис. 9 Динамика третьей производной Рис. 10 Динамика четвертой производной

тральным методом решение дифференциальной задачи (1)-(2) и ее производных вы-
числены с достаточно высокой точностью.

На рис. 1-5 приведены динамика решения и ее производных в графическом виде
при 𝜀 = 10−2 и 𝑁 = 30.

Из результатов приведенных на рис. 1-5 видно, что при выбранных значениях
малого параметра 𝜀 = 10−2 и числе аппроксимирующих полиномов 𝑁 , решение диф-
ференциального уравнения (1)-(2) и ее производные найдены с высокой точностью.

Далее, приведем результаты расчётов когда значение малого параметра умень-
шена в 1000 раза, т.е. 𝜀 = 10−5, но при том же числе полиномов Чебышева 𝑁 = 30.

Динамика приближенного и точного решения и ее производных при этих значе-
ниях характерных параметров иллюстрированы на рис. 6-10.

Из этих результатов видно, что решение и ее производные найдены с высокой
точностью при выбранных значениях характерных параметров.

5 Заключение
1. Предложен высокоточный и эффективный спектральный метод по полиномам

Чебышева первого рода для исследования динамики решения и различных произ-
водных неоднородного дифференциального уравнения четвертого порядка с малым
с малым параметром при старшей производной.

2. Проведенные численные расчёты показывают что спектральный метод наде-
жен, эффективен и обеспечивает высокую точность вычисления решения и ее про-
изводных различного порядка.

3. Исследование динамики производных дифференциального уравнения с малым
параметром при старшей производной является весьма важным при построение вы-
сокоточных и эффективных численных методов, так как заранее будет известным в
каких участках рассматриваемого интервала надо сгустить расчётные узлы разност-
ной сетки или увеличить количество аппроксимирующих полиномов.
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ordinary differential equation of the fourth order with a small parameter at the highest
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derivative. The solution of the differential problem is sought in the form of a series in

Chebyshev polynomials of the first kind with unknown expansion coefficients. Substitut-

ing these series into the differential problem, we obtain a system of algebraic equations

for finding the unknown expansion coefficients. Using these coefficients, we calculate

the solution to the problem and its derivatives. To illustrate the high accuracy of the

applied method, we use the method of trial functions. The essence of the method of

trial functions is as follows. A certain function is selected, it can be chosen arbitrarily.

Substituting it into the main differential equation, we find the right-hand side and satisfy

the corresponding boundary conditions. The resulting problem is solved by the spectral

method and the approximate solution is compared with the known trial function and its

derivatives for different values of the small parameter and the approximating Chebyshev

polynomials.
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