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В мире особое внимание уделяется созданию различных оптимальных расчетных
методов для приближенного вычисления определенных интегралов. Данная статья
посвящена построению составных оптимальных квадратурных формул в простран-
стве дифференцируемых функций методом Соболева. Эта квадратурная формула
состоит из линейной комбинации значений функции и ее производных до третьего
порядка включительно на всех узлах интервала [0,1]. Квадратурных формул оцени-
вается нормой функционала погрешности квадратурных формул: Погрешность со-
ставных квадратурных формул оценивается через норму функционала погрешности
рассматриваемой квадратурной формулы и нормой функции. Норма функционала
погрешности квадратурной формулы будет найдены через экстремальной функции
этой квадратурной формулы. Известно, что норма функционала погрешности со-
ставной квадратурной формулы выражается коэффициентами этой квадратурной
формулы. Минимизируя эту норму по коэффициентам будут получены системы ли-
нейных уравнений для нахождения оптимальных коэффициентов составных квад-
ратурных формул.
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1 Введение
Общеизвестно, что численные интегральные формулы, или квадратурные фор-

мулы, являются методами для приближенного вычисления определенных интегра-
лов. Они необходимы для расчета тех интегралов, для которых либо первообразная
подынтегральной функции не может быть выражена в терминах элементарных функ-
ций, либо подынтегральная функция доступна только в дискретных точках, напри-
мер, из экспериментальных данных. Кроме того, и что еще важнее, квадратурные
формулы предоставляют базовый и важный инструмент для численного решения
дифференциальных и интегральных уравнений.
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Оптимальные квадратурные формулы с производными играют важную роль во
многих практических задачах, особенно при решении задач, связанных с центром тя-
жести тела, моментами инерции, анализом изображений и сигналов, а также филь-
трацией. При вычислении интегралов, связанных с механическими или физическими
процессами, оптимальные квадратурные формулы с производными дают хорошие
результаты. Поэтому важно построение оптимальных квадратурных формул с про-
изводными и оценка их погрешностей в различных пространствах. Задача построе-
ния оптимальных квадратурных формул с производными заключается в минимиза-
ции нормы функционала погрешности при заданных узловых точках в определенном
классе функций. Такие оптимальные квадратурные формулы с производными стро-
ятся с помощью сплайнов, 𝜙 – функций и методов Соболева. Следует отметить, что
метод Соболева основан на использовании дискретного аналога линейного диффе-
ренциального оператора.

Среди этих формул квадратурные формулы типа Эйлера-Маклорена очень важ-
ны для численного интегрирования дифференцируемых функций и широко исполь-
зуются в приложениях. Квадратурные формулы Эйлера-Маклорена можно рассмат-
ривать как расширение формулы трапеции путем включения поправочных членов.
Следует отметить, что в приложениях и при решении практических задач числен-
ные формулы интегрирования интересны для функций с малой гладкостью. Фор-
мула суммирования Эйлера-Маклорена может быть представлена как расширенное
правило трапеций с поправочными членами для численного интегрирования:

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
ℎ

2
(𝑓0 + 2𝑓1 + ...+ 2𝑓𝑘−1 + 𝑓𝑘)−

𝑟=1∑︁
𝜈=1

𝐵2𝜈ℎ
2𝜈

(2𝜈)!

(︁
𝑓
(2𝜈−1)
𝑘 − 𝑓

(2𝜈−1)
0

)︁
−

−𝑘𝐵2𝑟ℎ
2𝑟+1

(2𝑟)!
𝑓 (2𝑟)(𝜉).

где ℎ = (𝑏− 𝑎)/𝑘 каждое 𝐵2𝑖 является числом Бернулли и 𝑎 < 𝜉 < 𝑏.
Рассмотрим следующую квадратурную формулу с производными типа Эрмита

1∫︁
0

𝜙(𝑥)𝑑𝑥 ∼=
𝑁∑︁

𝛽=0

𝑑0[𝛽]𝜙(𝛽) +
ℎ2

12
(𝜙′(0)− 𝜙′(1)) +

𝑁∑︁
𝛽=0

𝑑1[𝛽]𝜙
′′′(ℎ𝛽). (1)

Погрешностью квадратурной формулы (1) называется разность

(𝑙, 𝜙) =

1∫︁
0

𝜙(𝑥)𝑑𝑥−
𝑁∑︁

𝛽=0

𝑑0[𝛽]𝜙(ℎ𝛽)−
ℎ2

12
(𝜙′(0)− 𝜙′(1))−

−
𝑁∑︁

𝛽=0

𝑑1[𝛽]𝜙
′′′(ℎ𝛽) =

∫︁
𝑙(𝑥)𝜙(𝑥)𝑑𝑥.

(2)

Здесь

𝑙(𝑥) = 𝜒[0,1](𝑥)−
𝑁∑︁

𝛽=0

𝑑0[𝛽]𝛿(𝑥− ℎ𝛽) +
ℎ2

12
(𝛿′(𝑥)− 𝛿′(𝑥− 1)) +

𝑁∑︁
𝛽=0

𝑑1[𝛽]𝛿
′′′(𝑥− ℎ𝛽), (3)
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является функционалом погрешности квадратурной формулы (1), 𝜙(𝑥) − элемент

пространства 𝐿
(𝑚)
2 (0, 1), [𝛽] = ℎ𝛽, 𝛽 = 0, 𝑁, 𝑑0[𝛽] =

{︂
ℎ/2 , 𝛽 = 0, 𝑁
ℎ, 𝛽 = 1, 𝑁 − 1

, 𝑑1[𝛽] − ко-

эффициенты квадратурной формулы (1), ℎ = 1
𝑁
, 𝑁− натуральное число, 𝜒[0,1](𝑥)−

характеристическая функция отрезка [0, 1], 𝛿(𝑥)− дельта-функция Дирака.
Следует отметить, что 𝑑0[𝛽] является оптимальным коэффициентом квадратур-

ной формулы вида
1∫︁

0

𝜙(𝑥)𝑑𝑥 ∼=
𝑁∑︁

𝛽=0

𝑑0[𝛽]𝜙(𝛽),

в пространстве 𝐿
(𝑚)
2 (0, 1).

Норма функций 𝜙(𝑥) в пространстве 𝐿
(𝑚)
2 (0, 1) определяется формулой (см. [1])

⃦⃦⃦
𝜙|𝐿(𝑚)

2 (0, 1)
⃦⃦⃦
=

⎡⎣ 1∫︁
0

(︀
𝜙(𝑚)(𝑥)

)︀2
𝑑𝑥

⎤⎦
1
2

.

Функционал погрешности 𝑙(𝑥) квадратурной формулы (1) является линейным

непрерывным функционалом в пространстве 𝐿
(𝑚)
2 (0, 1) (см. [1]).

Погрешность (2) квадратурной формулы (1) оценивается при помощи максимума

ошибки этой формулой на единичном шаре гильбертово пространства 𝐿
(𝑚)
2 (0, 1), то

есть при помощи нормы функционала (3):⃦⃦⃦
𝑙(𝑥)|𝐿(𝑚)*

2 (0, 1)
⃦⃦⃦
= sup⃦⃦⃦

𝜙(𝑥)|𝐿(𝑚)
2 (0,1)

⃦⃦⃦
=1

|(𝑙, 𝜙) |. (4)

Это значит, что для того чтобы оценить погрешность (2) квадратурной формулы
(1) достаточно решить следующую задачу.

Задача 1. Найти норму функционала погрешности 𝑙(𝑥) рассматриваемой квад-
ратурной формулы (1).

Ясно, что норма функционала погрешности 𝑙(𝑥) зависит от коэффициентов 𝑑1[𝛽]
и узлов ℎ𝛽.

Если ⃦⃦⃦∘
𝑙 |𝐿(𝑚)*

2 (0, 1)
⃦⃦⃦
= inf

𝑑1[𝛽]

⃦⃦⃦
𝑙|𝐿(𝑚)*

2 (0, 1)
⃦⃦⃦
, (5)

тогда функционал
∘
𝑙 (𝑥) будем называть оптимальным функционалом погрешности,

а соответствующую квадратурную формулу оптимальной квадратурной формулой.
Отсюда естественно появляется следующая задача.
Задача 2. Найти значения коэффициентов 𝑑1[𝛽] квадратурной формулы (1), ко-

торые удовлетворяют равенство (5).
Коэффициенты 𝑑1[𝛽], удовлетворяющие равенство (5) называются оптимальными

коэффициентами квадратурной формулы (1). Эти задачи в различных функциона-
лах рассмотрены в работах [4–15].

2 Экстремальная функция. Норма функционала погрешности
Чтобы решить задачу 1, т.е. для нахождения нормы функционала погрешности

(3) в пространстве 𝐿
(𝑚)*
2 (0, 1) используется понятие экстремальной функции данного
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функционала. Функция 𝑢𝑙(𝑥) называется экстремальной функцией функционала 𝑙(𝑥)
[1], если выполняется равенство

(𝑙, 𝑢𝑙) =
⃦⃦⃦
𝑙|𝐿(𝑚

2

)*
(0, 1)

⃦⃦⃦
·
⃦⃦⃦
𝑢𝑙|𝐿(𝑚)

2 (0, 1)
⃦⃦⃦
. (6)

В пространстве 𝐿
(𝑚)
2 (0, 1), с помощью теоремы Рисса об общем виде линейного

непрерывного функционала на гильбертовых пространствах, экстремальная функ-
ция выражается через заданный функционал и⃦⃦⃦

𝑙|𝐿(𝑚)*
2 (0, 1)

⃦⃦⃦
=
⃦⃦⃦
𝑢𝑙|𝐿(𝑚)

2 (0, 1)
⃦⃦⃦
. (7)

Поэтому из (6) и (7) заключаем, что

(𝑙, 𝑢𝑙) =
⃦⃦⃦
𝑙|𝐿(𝑚)*

2 (0, 1)
⃦⃦⃦2
. (8)

С другой стороны по той же теореме для любого элемента 𝜙(𝑥) пространства

𝐿
(𝑚)
2 (0, 1) получаем

(𝑙, 𝜙) = ⟨𝑢𝑙, 𝜙⟩ , (9)

где

⟨𝑢𝑙, 𝜙⟩ =
1∫︁

0

𝑢
(𝑚)
𝑙 (𝑥)𝜙(𝑚)(𝑥)𝑑𝑥, (10)

скалярное произведение в пространстве 𝐿
(𝑚)
2 (0, 1). Экстремальная функция 𝑢𝑙(𝑥) яв-

ляется решением уравнения (9). Пусть 𝜙(𝑥) – финитная бесконечно дифференциру-
емая функция, т.е. 𝜙(𝑥) ∈ 𝐶 ∞(0, 1). Тогда, с использованием (10), интегрируя по
частям 𝑚 раз правую часть равенства (9), для функции 𝑢𝑙(𝑥) получаем

𝑢
(2𝑚)
𝑙 (𝑥) = (−1)𝑚𝑙(𝑥). (11)

Известно, что пространство 𝐶 ∞(0, 1) плотно в пространстве 𝐿
(𝑚)
2 (0, 1). Поэтому

мы можем сколь угодно точно приблизить функции из пространства 𝐿
(𝑚)
2 (0, 1) с по-

мощью последовательности функций из 𝐶 ∞(0, 1). Тогда, для любого 𝜙(𝑥) ∈ 𝐿
(𝑚)
2 (0, 1)

интегрируя по частям правую часть уравнения (9) имеем

(𝑙, 𝜙) = ⟨𝜙, 𝑢𝑙⟩ =
1∫︁

0

𝜙(𝑚)(𝑥)𝑢
(𝑚)
𝑙 (𝑥)𝑑𝑥 =

=
𝑚∑︁

𝛼=1

𝜙(𝛼−1)(𝑥)𝑢
(2𝑚−𝛼)
𝑙 (𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=1

𝑥=0

+ (−1)𝑚
1∫︁

0

𝜙(𝑥)𝑢
(2𝑚)
𝑙 (𝑥)𝑑𝑥.

Отсюда, из произвольности 𝜙(𝑥) ∈ 𝐿
(𝑚)
2 (0, 1) и из единственности функции 𝑢𝑙(𝑥) ∈

𝐿
(𝑚)
2 (0, 1) с учетом равенства (11), получаем следующие равенства

𝑢
(2𝑚)
𝑙 (𝑥) = (−1)𝑚𝑙(𝑥), (12)

𝑢
(2𝑚−𝛼)
𝑙 (𝑥)

⃒⃒⃒𝑥=1

𝑥=0
= 0, 𝛼 = 1, 2, ...,𝑚. (13)
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Теорема 1. Решение краевой задачи (12)-(13) является экстремальной функцией
функционала погрешности (2) квадратурной формулы (1) и имеет вид

𝑢𝑙(𝑥) = (−1)𝑚𝑙(𝑥) *𝐺𝑚(𝑥) + 𝑃𝑚−1(𝑥),

здесь

𝐺𝑚(𝑥) =
𝑥2𝑚−1sign𝑥

2(2𝑚− 1)!
. (14)

Является решением уравнения

𝐺(2𝑚)
𝑚 (𝑥) = 𝛿(𝑥). (15)

Теорема 1 доказана в работе [2]. Кроме того, в [2] доказана, что функционал
погрешности 𝑙(𝑥) удовлетворяет условия

(𝑙(𝑥), 𝑥𝑠) = 0, 𝑠 = 0,𝑚− 1. (16)

Равенства (16) означают, что полученная нами квадратурная формула (1) будет
точна для многочленов до (𝑚− 1) – й степени, т.е.

(𝑙(𝑥), 𝑥𝑠) =

∞∫︁
−∞

𝑙(𝑥)𝑥𝑠𝑑𝑥 = 0, 𝑠 = 0,𝑚− 1.

Теперь, учитывая равенство (8) и используя теорему 1, мы вычислим норму функ-
ционала погрешности.

Для квадрат нормы функционала погрешности 𝑙(𝑥), с учетом (16), из равенства
(8) имеем ⃦⃦⃦

𝑙|𝐿(𝑚)*
2 (0, 1)

⃦⃦⃦2
=

∞∫︁
−∞

𝑙(𝑥)𝑢𝑙(𝑥)𝑑𝑥 =

= (𝑙, 𝑢𝑙) = (𝑙, (−1)𝑚𝑙(𝑥) *𝐺𝑚(𝑥) + 𝑃𝑚−1(𝑥)) .

(17)

Для начала вычислим свёртку в равенстве (17).

𝑙(𝑥) *𝐺𝑚(𝑥) =

∫︁
𝑙(𝑦)𝐺𝑚(𝑥− 𝑦)𝑑𝑦 =

=

+∞∫︁
−∞

(︃
𝜀[0,1](𝑦)−

𝑁∑︁
𝛽=0

𝑑0[𝛽]𝛿(𝑦 − ℎ𝛽) +
ℎ2

12
(𝛿′(𝑦)− 𝛿′(𝑦 − 1)) +

𝑁∑︁
𝛽=0

𝑑1[𝛽]𝛿
′′′(𝑦 − ℎ𝛽)

)︃
×

×(𝑥− 𝑦)2𝑚−1

2(2𝑚− 1)!
sign(𝑥− 𝑦)𝑑𝑦 =

1∫︁
0

(𝑥− 𝑦)2𝑚−1

2(2𝑚− 1)!
sign(𝑥− 𝑦)𝑑𝑦−

−
𝑁∑︁

𝛽=0

𝑑0[𝛽]
(𝑥− ℎ𝛽)2𝑚−1

2(2𝑚− 1)!
sign(𝑥− ℎ𝛽)+
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+

+∞∫︁
−∞

[︃
ℎ2

12
(𝛿′(𝑦)− 𝛿′(𝑦 − 1)) · (𝑦 − 𝑥)2𝑚−1

2(2𝑚− 1)!
sign(𝑦 − 𝑥)𝑑𝑦+

+
𝑁∑︁

𝛽=0

𝑑1[𝛽]𝛿
′′′(𝑦 − ℎ𝛽)

(𝑦 − 𝑥)2𝑚−1

2(2𝑚− 1)!
sign(𝑦 − 𝑥)𝑑𝑦

]︃
=

1∫︁
0

(𝑥− 𝑦)2𝑚−1

2(2𝑚− 1)!
sign(𝑥− 𝑦)𝑑𝑦−

−
𝑁∑︁

𝛽=0

𝑑0[𝛽]
(𝑥− ℎ𝛽)2𝑚−1

2(2𝑚− 1)!
sign(𝑥− ℎ𝛽)−ℎ

2

12

[︂
𝑥2𝑚−2

2(2𝑚− 2)!
sign(−𝑥)−

−(1− 𝑥)2𝑚−2

2(2𝑚− 2)!
sign(1− 𝑥)

]︃
−

𝑁∑︁
𝛽=0

𝑑1[𝛽]
(𝑥− ℎ𝛽)2𝑚−4

2(2𝑚− 4)!
sign(ℎ𝛽 − 𝑥) =

=

1∫︁
0

(𝑥− 𝑦)2𝑚−1

2(2𝑚− 1)!
sign(𝑥− 𝑦)𝑑𝑦 −

𝑁∑︁
𝛽=0

𝑑0[𝛽]
(𝑥− ℎ𝛽)2𝑚−1

2(2𝑚− 1)!
sign(𝑥− ℎ𝛽)+

+
ℎ2

12

(︃
𝑥2𝑚−2

2(2𝑚− 2)!
+

(1− 𝑥)2𝑚−2

2(2𝑚− 2)!

)︃
+

𝑁∑︁
𝛽=0

𝑑1[𝛽]
(𝑥− ℎ𝛽)2𝑚−4

2(2𝑚− 4)!
sign(𝑥− ℎ𝛽).

(18)

Подставим (18) в (17) и вычислим следующее.

‖𝑙‖2 = (𝑙, (−1)𝑚𝑙(𝑥) *𝐺𝑚(𝑥)) =
∫︀
𝑙(𝑥) · (−1)𝑚(𝑙 *𝐺𝑚)(𝑥)𝑑𝑥 =

=
+∞∫︀
−∞

(︂
𝜀[0,1](𝑥)−

𝑁∑︀
𝛾=0

𝑑0[𝛾]𝛿(𝑥− ℎ𝛾) + ℎ2

12
(𝛿′(𝑥)− 𝛿′(𝑥− 1)) +

𝑁∑︀
𝛾=0

𝑑1[𝛾]𝛿
′′′(𝑥− ℎ𝛾)

)︂
×

×(−1)𝑚 ·

(︃
1∫︀
0

(𝑥−𝑦)2𝑚−1

2(2𝑚−1)!
sign(𝑥− 𝑦)𝑑𝑦 −

𝑁∑︀
𝛽=0

𝑑0[𝛽]
(𝑥−ℎ𝛽)2𝑚−1

2(2𝑚−1)!
sign(𝑥− ℎ𝛽)+

+ℎ2

12

(︁
𝑥2𝑚−2

2(2𝑚−2)!
+ (1−𝑥)2𝑚−2

2(2𝑚−2)!

)︁
+

𝑁∑︀
𝛽=0

𝑑1[𝛽]
(𝑥−ℎ𝛽)2𝑚−4

2(2𝑚−4)!
sign(𝑥− ℎ𝛽)

)︃
𝑑𝑥 =

= (−1)𝑚
{︃

1∫︀
0

1∫︀
0

(𝑥−𝑦)2𝑚−1

2(2𝑚−1)!
sign(𝑥− 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥−

𝑁∑︀
𝛽=0

𝑑0[𝛽]
1∫︀
0

(𝑥−ℎ𝛽)2𝑚−1

2(2𝑚−1)!
sign(𝑥− ℎ𝛽)𝑑𝑥+

+ℎ2

12

1∫︀
0

(︁
𝑥2𝑚−2

2(2𝑚−2)!
+ (1−𝑥)2𝑚−2

2(2𝑚−2)!

)︁
𝑑𝑥+

𝑁∑︀
𝛽=0

𝑑1[𝛽]
1∫︀
0

(𝑥−ℎ𝛽)2𝑚−4

2(2𝑚−4)!
sign(𝑥− ℎ𝛽)𝑑𝑥−

−
𝑁∑︀

𝛾=0

𝑑0[𝛾]
1∫︀
0

(ℎ𝛾−𝑦)2𝑚−1

2(2𝑚−1)!
sign(ℎ𝛾 − 𝑦)𝑑𝑦 +

𝑁∑︀
𝛾=0

𝑑0[𝛾]
𝑁∑︀

𝛽=0

𝑑0[𝛽]
(ℎ𝛾−ℎ𝛽)2𝑚−1

2(2𝑚−1)!
sign(ℎ𝛾 − ℎ𝛽)−

−ℎ2

12

𝑁∑︀
𝛾=0

𝑑0[𝛾]
(︁

(ℎ𝛾)2𝑚−2

2(2𝑚−2)!
+ (1−ℎ𝛾)2𝑚−2

2(2𝑚−2)!

)︁
−

−
𝑁∑︀

𝛾=0

𝑑0[𝛾]
𝑁∑︀

𝛽=0

𝑑1[𝛽]
(ℎ𝛾−ℎ𝛽)2𝑚−4

2(2𝑚−4)!
sign(ℎ𝛾 − ℎ𝛽)−

−ℎ2

12

1∫︀
0

(︁
(0−𝑦)2𝑚−2

2(2𝑚−2)!
sign(0− 𝑦)𝑑𝑦 − (1−𝑦)2𝑚−2

2(2𝑚−2)!
sign(1− 𝑦)𝑑𝑦

)︁
+

+ℎ2

12

𝑁∑︀
𝛽=0

𝑑0[𝛽]
(︁

(0−ℎ𝛽)2𝑚−2

2(2𝑚−2)!
sign(0− ℎ𝛽)− (1−ℎ𝛽)2𝑚−2

2(2𝑚−2)!
sign(1− ℎ𝛽)

)︁
−

− ℎ4

144

(︁
− 12𝑚−3

2(2𝑚−3)!
− 12𝑚−3

2(2𝑚−3)!

)︁
− ℎ2

12

𝑁∑︀
𝛽=0

𝑑1[𝛽]
(︁

(0−ℎ𝛽)2𝑚−5

2(2𝑚−5)!
sign(0− ℎ𝛽)−
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−(1− ℎ𝛽)2𝑚−5

2(2𝑚− 5)!
sign(1− ℎ𝛽)

)︃
−

𝑁∑︁
𝛾=0

𝑑1[𝛾]

1∫︁
0

(ℎ𝛾 − 𝑦)2𝑚−4

2(2𝑚− 4)!
sign(ℎ𝛾 − 𝑦)𝑑𝑦+

+
𝑁∑︁

𝛾=0

𝑑1[𝛾]
𝑁∑︁

𝛽=0

𝑑0[𝛽]
(ℎ𝛾 − ℎ𝛽)2𝑚−4

2(2𝑚− 4)!
sign(ℎ𝛾 − ℎ𝛽)− ℎ2

12

𝑁∑︁
𝛾=0

𝑑1[𝛾]

(︃
(ℎ𝛾)2𝑚−5

2(2𝑚− 5)!
−

− (1− ℎ𝛾)2𝑚−5

2(2𝑚− 5)!

)︃
−

𝑁∑︁
𝛾=0

𝑑1[𝛾]
𝑁∑︁

𝛽=0

𝑑1[𝛽]
(ℎ𝛾 − ℎ𝛽)2𝑚−7

2(2𝑚− 7)!
sign(ℎ𝛾 − ℎ𝛽)

}︃
=

= (−1)𝑚
{︃
−

𝑁∑︁
𝛽=0

𝑁∑︁
𝛾=0

𝑑1[𝛽]𝑑1[𝛾]
(ℎ𝛾 − ℎ𝛽)2𝑚−7

2(2𝑚− 7)!
sign(ℎ𝛾 − ℎ𝛽)+

+2
𝑁∑︁

𝛽=0

𝑑1[𝛽]
𝑁∑︁

𝛾=0

𝑑0[𝛾]
(ℎ𝛽 − ℎ𝛾)2𝑚−4

2(2𝑚− 4)!
sign(ℎ𝛽 − ℎ𝛾)+

+2
𝑁∑︁

𝛽=0

𝑑1[𝛽]

1∫︁
0

(𝑥− ℎ𝛽)2𝑚−4

2(2𝑚− 4)!
sign(𝑥− ℎ𝛽)𝑑𝑥− 2 · ℎ

2

12

𝑁∑︁
𝛽=0

𝑑1[𝛽]

(︃
(ℎ𝛽)2𝑚−5

2(2𝑚− 5)!
−

− (1− ℎ𝛽)2𝑚−5

2(2𝑚− 5)!

)︃
+
ℎ2

6

1∫︁
0

(︃
𝑥2𝑚−2

2(2𝑚− 2)!
+

(1− 𝑥)2𝑚−2

2(2𝑚− 2)!

)︃
𝑑𝑥−

−ℎ
2

6

𝑁∑︁
𝛽=0

𝑑0[𝛽]

(︃
(ℎ𝛽)2𝑚−2

2(2𝑚− 2)!
+

(1− ℎ𝛽)2𝑚−2

2(2𝑚− 2)!

)︃
+

+
𝑁∑︁

𝛾=0

𝑁∑︁
𝛽=0

𝑑0[𝛾]𝑑0[𝛽]
(ℎ𝛾 − ℎ𝛽)2𝑚−1

2(2𝑚− 1)!
sign(ℎ𝛾 − ℎ𝛽)−

−2
𝑁∑︁

𝛽=0

𝑑0[𝛽]

1∫︁
0

(𝑥− ℎ𝛽)2𝑚−1

2(2𝑚− 1)!
sign(𝑥− ℎ𝛽)𝑑𝑥 +

1∫︁
0

1∫︁
0

(𝑥− 𝑦)2𝑚−1

2(2𝑚− 1)!
sign(𝑥− 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

⎫⎬⎭ .

3 Система для коэффициентов оптимальных квадратурных
формул
Задача 2 в такой общей постановке довольно сложна. Минимизация нормы функ-

ционала погрешности по коэффициентам 𝑑1[𝛽] – это линейная задача, поэтому для
упрощения мы рассмотрим задачу 2 при фиксированных узлах ℎ𝛽. Функционал по-
грешности (3) удовлетворяет условиям (16). Норма функционала погрешности 𝑙(𝑥)
является многомерной функцией коэффициентов 𝑑1[𝛽]. Для нахождения точку услов-
ного минимума квадрата нормы функционала погрешности (3) при условиях (16)
применяем метод неопределенных множителей Лагранжа. Для этого составим функ-
цию Лагранжа:

Λ (𝑑, 𝜆) = ‖𝑙‖2 + 2(−1)𝑚
𝑚−1∑︁
𝛼=3

𝜆𝛼 (𝑙, 𝑥
𝛼) =‖𝑙‖2+

+2(−1)𝑚
𝑚−1∑︁
𝛼=3

𝜆𝛼

(︃
1

𝛼 + 1
−

𝑁∑︁
𝛽=0

𝑑0[𝛽](ℎ𝛽)
𝛼 +

𝛼ℎ2

12
− 𝛼(𝛼− 1)(𝛼− 2)

𝑁∑︁
𝛽=0

𝑑1[𝛽](ℎ𝛽)
𝛼−3

)︃
.
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Приравнивая к нулю частные производные от Λ (𝑑, 𝜆) по 𝑑1[𝛽] (𝛽 = 0, 𝑁) и 𝜆𝛼 (𝛼 =
= 3,𝑚− 1) получаем линейную систему

𝑁∑︁
𝛾=0

𝑑1[𝛾]
(ℎ𝛽 − ℎ𝛾)2𝑚−7

2(2𝑚− 7)!
sign(ℎ𝛽 − ℎ𝛾) + 𝑃𝑚−4(ℎ𝛽) = 𝑓𝑚(ℎ𝛽), 𝛽 = 0, 𝑁, (19)

𝑁∑︁
𝛽=0

𝑑1[𝛽](ℎ𝛽)
𝑎 = −

𝛼∑︁
𝑖=1

𝛼!𝐵𝛼+4−𝑖

𝑖!(𝛼 + 4− 𝑖)!
; 𝛼 = 0,𝑚− 4, (20)

где

𝑓𝑚(ℎ𝛽) =
2𝑚−7∑︁
𝑗=0

(ℎ𝛽)2𝑚−7−𝑗

(2𝑚− 7− 𝑗)!

[︃
𝐵𝑗+4ℎ

𝑗+4

(𝑗 + 4)!
+

𝑗∑︁
𝑖=1

(−1)𝑗𝐵𝑗+4−𝑖ℎ
𝑗+4−𝑖

2𝑖!(𝑗 + 4− 𝑖)!

]︃
.

Система (19)-(20) имеет единственное решение.
Доказательство единственности решение системы (19)-(20) аналогично, как и в [1].
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In the world, special attention is given to developing various optimal computational

methods for the approximate calculation of definite integrals. This article focuses on con-

structing composite optimal quadrature formulas in the space of differentiable functions

using the Sobolev method. The quadrature formula consists of a linear combination of

function values and its derivatives up to and including the third order at all nodes of

the interval [0,1]. The accuracy of quadrature formulas is evaluated by the norm of the

error functional of the quadrature formulas: The error of composite quadrature formulas

is estimated through the norm of the error functional of the quadrature formula under

consideration and the norm of the function. The norm of the error functional of the

quadrature formula will be determined through the extremal function of this quadrature

formula. It is known that the norm of the error functional of a composite quadrature for-

mula is expressed in terms of the coefficients of this quadrature formula. By minimizing

this norm with respect to the coefficients, systems of linear equations will be obtained

for finding the optimal coefficients of composite quadrature formulas.
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