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В данной работе изучается задача стабилизации состояния равновесия для ги-
перболического уравнения с отрицательной нелокальной характеристической ско-
ростью и погрешностью измерения. Представлена формулировка смешанной задачи
управления. Дано определение слабого решения, экспоненциальной устойчивости со-
стояния равновесия смешанной задачи и функции Ляпунова. Приведена теорема об
экспоненциальной устойчивости состояния равновесия смешанной задачи. Устойчи-
вость в 𝐿2 – норме определяется относительно дискретных возмущений состояния
равновесия начально-краевой разностной задачи. В вычислительном эксперименте
рассмотрено одно гиперболическое уравнение с отрицательной характеристической
скоростью и найдено его численное решение с использованием построенной разност-
ной схемы. Показан график нормы 𝐿2 численного решения, демонстрирующий его
устойчивость.
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1 Введение
В работe [1] исследуется вопрос устойчивости решения скалярного закона сохра-

нения с нелокальной скоростью, который моделирует производственную систему с
высокой рентабельностью, встречающуюся в производстве полупроводников. Спек-
тральным анализом получен экспоненциальной устойчивости решения линеаризо-
ванной системы управления. Кроме того, с помощью функции Ляпунова доказана
экспоненциальная устойчивость решения нелинейной управляемой системы в неко-
торых случаях.

В статье [2] исследуется устойчивость решения класса нелинейных уравнений пе-
реноса с нелокальной скоростью. Он моделирует систему с высоким уровнем повтор-
ного входа, которая широко используется в производстве полупроводников. Экспо-
ненциальная устойчивость решения задачи постоянного равновесия доказана мето-
дом функций Ляпунова. Методом функций Ляпунова получена экспоненциальная
устойчивость дискретной системы.



76 Алоев Р.Д., Алимова В.

Работа [3] посвящена исследованию экспоненциальной устойчивости равновесия
для скалярного закона сохранения с нелокальной скоростью и ошибкой измерения,
возникающей в производственной системе с высокой рентабельностью. С помощью
подходящей функции Ляпунова доказываются достаточные и необходимые условия
устойчивости как для непрерывной, так и для дискретной задачи.

В работe [4] исследуется проблема стабилизации состояния равновесия для гипер-
болического уравнения с отрицательной нелокальной характеристической скоростью
и погрешностью измерения. Представлена постановка смешанной задачи управле-
ния. Установлена устойчивость начально-краевой разностной задачи в 𝐿2 – норме
относительно дискретных возмущений состояния равновесия. Предложена дискрет-
ная функция Ляпунова и доказана теорема об устойчивости состояния равновесия
начально-краевой разностной задачи в 𝐿2 – норме относительно дискретного возму-
щения. Статьи [6] - [12] посвящены проблемам построения и исследования экспонен-
циальной устойчивости численного решения смешанных задач для гиперболических
систем. В них предлагаются системный подход к построению и исследованию адек-
ватности вычислительных моделей для смешанной диссипативной краевой задачи,
поставленной для симметричных 𝑡 – гиперболических систем. Рассматриваются од-
номерные и двумерные гиперболические системы, с переменными коэффициентами
и младшими членами, а также со стандартными диссипативными граничными усло-
виями. Построены разностные схемы для численного расчета устойчивых решений
поставленных задач. Построены дискретные аналоги функции Ляпунова для числен-
ной проверки устойчивости решений рассматриваемых задач. Получены априорные
оценки дискретного аналога функции Ляпунова. Эта оценка позволяет утверждать
об экспоненциальной устойчивости численного решения. Доказаны теоремы об экс-
поненциальной устойчивости решения краевой задачи для гиперболической системы
и об устойчивости разностной схемы в пространствах Соболева. Эти теоремы об
устойчивости дают нам возможность доказать сходимость численного решения.

Заметим, что во всех работах [1] - [3] рассматриваются случай положительных
характеристических скоростей.

В настоящей работе результаты этих работ переносятся на случай отрицательных
характеристических скоростей.

Рассмотрим гиперболическое уравнение

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝜇 (𝑎(𝑡))

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0, 𝑡 ∈ [0,+∞), 𝑥 ∈ [0, 1], (1)

где характеристическая скорость −𝜇(𝑎(𝑡)) зависит от интеграла неизвестной функ-
ции по всей области [0, 1], т.е. глобально.

𝑎(𝑡) =

∫︁ 1

0

𝑢(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑥, 𝑡 ∈ (0,+∞). (2)

Начальное условие для уравнения (1) имеет вид

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 1]. (3)

Для простоты предположим, что функция характеристической скорости−𝜇(𝑎(𝑡)) <
0 – отрицательная. В работе [2] рассматривается случай, когда функция характе-
ристической скорости – является положительной. В силу того, что −𝜇(𝑎(𝑡)) < 0,
граничное условие требуется только на правой границе при 𝑥 = 0
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−𝑢(𝑡, 1)𝜇(𝑎(𝑡)) = −𝑉 (𝑡). (4)

Функция управления 𝑉 (𝑡) используется для управления системой, т.е. обеспече-
нием устойчивости равновесного состояния. При соответствующем выборе 𝜇, 𝑢0, 𝑉 (𝑡)
можно доказать корректность постановки смешанной задачи.

В этой работе рассмотрим один частный случай задания граничного условия.
Относительно (гиперболического) скалярного закона сохранения с нелокальной

характеристической скоростью здесь исследуем глобальную обратную стабилизацию
замкнутой системы в уравнении (1) по закону обратной связи:

−𝑉 (𝑡) + 𝑢*𝜇(𝑢*) = 𝑟 {− [𝑢(𝑡, 0) + 𝛿(𝑡)]𝜇(𝑎(𝑡)) + 𝑢*𝜇(𝑢*)} , 𝑡 ∈ (0,+∞), (5)

где 𝑟 ∈ [0, 1] – коэффициент обратной связи, а 𝑢* > 0 – заданное равновесие и
𝛿(𝑡) – ограниченное возмущение. Заметим, что при заданном равновесии, значение
характеристической функции вычисляется следующим образом:

−𝜇(𝑎(𝑡))
⃒⃒
𝑢=𝑢* = −𝜇

(︂∫︁ 1

0

𝑢* 𝑑𝑥

)︂
= −𝜇(𝑢*).

В настоящей работе ограничиваемся следующим семейством характеристических
скоростей типа

𝜇(𝑠) =
𝑃

𝑄+ 𝑠
, 𝑠 ∈ [0,+∞), 𝑃 > 0, 𝑄 > 0. (6)

Итак, рассмотрим следующую задачу управления⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝜇(𝑎(𝑡))

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0, 𝑡 ∈ (0,+∞), 𝑥 ∈ (0, 1),

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ (0, 1),

𝑉 (𝑡)− 𝑢*𝜇(𝑢*) = 𝑟 {[𝑢(𝑡, 0) + 𝛿(𝑡)]𝜇(𝑎(𝑡))− 𝑢*𝜇(𝑢*)} , 𝑡 ∈ (0,+∞),

𝑢(𝑡, 1)𝜇(𝑎(𝑡)) = 𝑉 (𝑡), 𝑡 ∈ [0,+∞),

𝑎(𝑡) =

∫︁ 1

0

𝑢(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑥, 𝑡 ∈ (0,+∞),

(7)

где 𝑢(𝑡, 𝑥) – подлежащая определению функция, −𝜇(𝑎(𝑡)) ∈ 𝐶1 ([0,+∞), (0,+∞))
— функция характеристической скорости, 𝑎(𝑡) – интеграл от неизвестной функции
𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑉 (𝑡) – является контроллером, 𝑟 ∈ [0, 1) – неотрицательный коэффициент
обратной связи, 𝑢* – является равновесным решением, 𝛿(𝑡) – является ограниченным
(известным) возмущением.

Слабое решение замкнутой системы (7) определяется ниже.
Определение 1. (Слабое решение) Пусть 𝑇 > 0. Функция 𝑢 ∈ 𝐶0 ([0, 𝑇 ];𝐿1(0, 1))

называется слабым решением смешанной задачи (7), если для любого 𝑠 ∈ [0, 𝑇 ] и
любого 𝜓 ∈ 𝐶1 ([0, 𝑠]× [0, 1]), удовлетворяющей условиям

𝜓(𝑠, 𝑥) = 0, ∀𝑥 ∈ [0, 1], и 𝜓(𝑡, 0) = 𝑟𝜓(𝑡, 1), ∀𝑡 ∈ [0, 𝑠], (8)

выполняется следующее уравнение:
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∫︁ 𝑠

0

∫︁ 1

0

𝑢(𝑡, 𝑥)

[︂
𝜕𝜓

𝜕𝑡
(𝑡, 𝑥)− 𝜇(𝑎(𝑡))

𝜕𝜓

𝜕𝑥
(𝑡, 𝑥)

]︂
𝑑𝑥 𝑑𝑡+

∫︁ 𝑠

0

((1− 𝑟)𝑢*𝜇(𝑢*))𝜓(𝑡, 1) 𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑠

0

(𝑟𝑢(𝑡, 0)𝜇(𝑎(𝑡)) + 𝑟𝛿(𝑡)𝜇(𝑎(𝑡)))𝜓(𝑡, 1) 𝑑𝑡+

∫︁ 1

0

𝑢(0, 𝑥)𝜓(0, 𝑥) 𝑑𝑥 = 0. (9)

Приводим процесс получения равенства (9). Исходное уравнение (1) умножим на
произвольную функцию 𝜓 ∈ 𝐶1 ([0, 𝑠]× [0, 1]) и проинтегрируем по 𝑡 от 0 до 𝑠 и по 𝑥
от 0 до 1. Тогда получаем равенство∫︁ 𝑠

0

∫︁ 1

0

𝜓(𝑡, 𝑥) (𝜕𝑡𝑢(𝑡, 𝑥)− 𝜇(𝑎(𝑡))𝜕𝑥𝑢(𝑡, 𝑥)) 𝑑𝑥 𝑑𝑡 = 0. (10)

С другой стороны, используя формулы интегрирования по частям для выражения
левой части равенства (10), получим:∫︁ 𝑠

0

∫︁ 1

0

𝜓(𝑡, 𝑥) (𝜕𝑡𝑢− 𝜇(𝑎(𝑡))𝜕𝑥𝑢) 𝑑𝑥 𝑑𝑡 =

=

∫︁ 𝑠

0

∫︁ 1

0

(𝜓𝜕𝑡𝑢− 𝜇𝜓𝜕𝑥𝑢) 𝑑𝑥 𝑑𝑡 =

=

∫︁ 𝑠

0

∫︁ 1

0

(𝜕𝑡(𝑢𝜓)− 𝑢𝜕𝑡𝜓 − 𝜇 [𝜕𝑥(𝑢𝜓)− 𝑢𝜕𝑥𝜓]) 𝑑𝑥 𝑑𝑡 =

=

∫︁ 1

0

[𝜓(𝑠, 𝑥)𝑢(𝑠, 𝑥)− 𝜓(0, 𝑥)𝑢(0, 𝑥)] 𝑑𝑥+

+

∫︁ 𝑠

0

𝜇(𝑎(𝑡)) [𝜓(𝑡, 0)𝑢(𝑡, 0)− 𝜓(𝑡, 1)𝑢(𝑡, 1)] 𝑑𝑡+

∫︁ 𝑠

0

∫︁ 1

0

(−𝜕𝑡𝜓 − 𝜇(𝑎(𝑡))𝜕𝑥𝜓)𝑢 𝑑𝑥 𝑑𝑡 = 0.

Предположим, что функция 𝜓 ∈ 𝐶1 ([0, 𝑠]× [0, 1]) удовлетворяет граничным усло-
виям (8) определения 1. Тогда:

−
∫︁ 1

0

𝜓(0, 𝑥)𝑢(0, 𝑥)𝑑𝑥+

∫︁ 𝑠

0

𝜇(𝑎(𝑡)) [𝑟𝜓(𝑡, 1)𝑢(𝑡, 0)− 𝜓(𝑡, 1)𝑢(𝑡, 1)] 𝑑𝑡−

−
∫︁ 𝑠

0

∫︁ 1

0

(𝜕𝑡𝜓 − 𝜇(𝑎(𝑡))𝜕𝑥𝜓)𝑢 𝑑𝑥 𝑑𝑡 = 0.

Тогда умножая это равенство на -1 получим∫︁ 𝑠

0

∫︁ 1

0

𝑢(𝑡, 𝑥) (𝜕𝑡𝜓(𝑡, 𝑥) + 𝜇(𝑎(𝑡))𝜕𝑥𝜓(𝑡, 𝑥)) 𝑑𝑥 𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑠

0

𝜇(𝑎(𝑡)) [𝑢(𝑡, 1)− 𝑟𝑢(𝑡, 0)]𝜓(𝑡, 1) 𝑑𝑡+

∫︁ 1

0

𝑢(0, 𝑥)𝜓(0, 𝑥) 𝑑𝑥 = 0.

(11)

Из граничных условий (7)

𝑢(𝑡, 1)𝜇(𝑎(𝑡))− 𝑢*𝜇(𝑢*) = 𝑟 {[𝑢(𝑡, 0) + 𝛿(𝑡)]𝜇(𝑎(𝑡))− 𝑢*𝜇(𝑢*)} ,

имеем
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𝜇(𝑎(𝑡)) [𝑢(𝑡, 1)− 𝑟𝑢(𝑡, 0)]𝜓(𝑡, 1) = {(1− 𝑟)𝑢*𝜇(𝑢*) + 𝑟𝛿(𝑡)𝜇(𝑎(𝑡))}𝜓(𝑡, 1). (12)

Подставляя выражение (12) в (11) получим равенство (9).

Определение 2. (Устойчивость). Пусть ∆ > 0. Равновесие 𝑢* ⩾ 0 смешанной за-
дачи (7) называется экспоненциально устойчивым в 𝐿2 – норме, относительно любой
функции возмущения 𝛿(·) ∈ 𝐿∞(0,∞) такой, что ‖𝛿‖𝐿∞(0,∞) ⩽ ∆, если существуют
положительные константы 𝜁1, 𝜁2, 𝜁3, независимые от 𝛿, такие, что для каждого на-
чального условия 𝑢0(𝑥) ∈ 𝐿2(0, 1), 𝐿2 – решение смешанной задачи (7) удовлетворяет

‖𝑢(𝑡, ·)− 𝑢*‖𝐿2 ⩽ 𝜁2𝑒
−𝜁1𝑡‖𝑢0 − 𝑢*‖𝐿2 + 𝜁3‖𝛿(𝑠)‖𝐿∞(0,𝑡), 𝑡 ∈ [0,∞). (13)

Определение 3. (функция Ляпунова). Функция 𝐿 : 𝐿2(0, 1) → R+ называется
функцией Ляпунова для смешанной задачи (7), если

(i) существуют положительные константы 𝜒1 > 0 и 𝜒2 > 0 такие, что для всех
решений 𝑢 ∈ 𝐶0 ((0,∞];𝐿2(0, 1)) и 𝑡 ∈ (0,∞]

𝜒1 ‖𝑢(𝑡, ·)− 𝑢*‖2𝐿2 ⩽ ℒ(𝑢(𝑡, ·)) ⩽ 𝜒2 ‖𝑢(𝑡, ·)− 𝑢*‖2𝐿2 , (14)

(ii) существуют положительные константы 𝜂 > 0 и 𝜈 > 0 такие, что для всех
решений 𝑢 ∈ 𝐶0 ((0,∞];𝐿2(0, 1)) и 𝑡 ∈ (0,∞]

𝑑

𝑑𝑡
ℒ(𝑢(𝑡, ·)) ⩽ −𝜂ℒ(𝑢(𝑡, ·)) + 𝜈𝛿2(𝑡). (15)

Для упрощения записи введем также функцию

ℒ(𝑡) = ℒ(𝑢(𝑡, ·)), (16)

где 𝑢 ∈ 𝐶0 ((0,∞];𝐿2(0, 1)) является решением смешанной задачи (7).

Теорема 1. (Устойчивость для случая 𝑢* ⩾ 0). Зафиксируем любые 𝑢* ⩾ 0, 𝑘 ∈
[0, 1], 𝑈 > 0, ∆ > 0 и любые 𝑢0 ∈ 𝐿2(0, 1), удовлетворяющие 𝑢0 ⩾ 0, т.е. в (0, 1).
Предположим далее, что

‖𝑢0(·)− 𝑢*‖𝐿2(0,1) ⩽ 𝑈. (17)

Предположим, что существует неотрицательное почти всюду слабое решение 𝑢 ∈
𝐶0 ((0,∞];𝐿2(0, 1)) смешанной задачи (7), где 𝜇 задается уравнением (6).

Тогда стационарное состояние 𝑢* смешанной задачи (7) является экспоненци-
ально устойчивым в 𝐿2 – норме относительно любой функции возмущения 𝛿 ∈
{𝛿(·) ∈ 𝐿∞(0,∞) : ‖𝛿‖𝐿∞ ⩽ ∆}.

Рассмотрим преобразования возмущения относительно равновесия 𝑢*

̃︀𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑢(𝑡, 𝑥)− 𝑢*, ̃︀𝑎(𝑡) = 𝑎(𝑡)− 𝑢*, ̃︀𝑢(𝑥) = 𝑢0(𝑥)− 𝑢*,

̃︀𝜇𝑎(𝑡) = 𝜇 (𝑢* + ̃︀𝑎(𝑡)) , ̃︀𝑉 (𝑡) = ̃︀𝜇𝑎(𝑡)̃︀𝑢(𝑡, 1).
Тогда смешанная задача (7) с (6) для 𝑡 ∈ (0,+∞) может быть переписана так
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕̃︀𝑢
𝜕𝑡

− ̃︀𝜇̃︀𝑎(𝑡)𝜕̃︀𝑢
𝜕𝑥

= 0, 𝑥 ∈ (0, 1),̃︀𝑢(0, 𝑥) = ̃︀𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ (0, 1),̃︀𝑉 (𝑡) = 𝑟̃︀𝜇̃︀𝑎(𝑡) [̃︀𝑢(𝑡, 0) + 𝛿(𝑡)] + (1− 𝑟)𝑢* {𝜇(𝑢*)− ̃︀𝜇̃︀𝑎(𝑡)} ,̃︀𝜇̃︀𝑎(𝑡) = 𝜇 (𝑢* + ̃︀𝑎(𝑡)) ,
̃︀𝑎(𝑡) = ∫︁ 1

0

̃︀𝑢(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑥 ⩾ −𝑢*,

𝜇(𝑠) =
𝑃

𝑄+ 𝑠
, 𝑃 > 0, 𝑄 > 0, 𝑠 ∈ [0,+∞).

(18)

Используя уравнение функции скорости (6) в уравнении (18), мы имеем

𝑢* {𝜇(𝑢*)− ̃︀𝜇̃︀𝑎(𝑡)} = 𝑢*
{︂

𝑃

𝑄+ 𝑢*
− 𝑃

𝑄+ 𝑢* + ̃︀𝑎(𝑡)
}︂

=

= 𝑢*
{︂

𝑃 · ̃︀𝑎(𝑡)
(𝑄+ 𝑢*)(𝑄+ 𝑢* + ̃︀𝑎(𝑡))

}︂
=

𝑢*

(𝑄+ 𝑢*)

𝑃

𝑄+ 𝑢* + ̃︀𝑎(𝑡)̃︀𝑎(𝑡) = 𝜛̃︀𝜇𝑎(𝑡) · ̃︀𝑎(𝑡), (19)

где

𝜛 =
𝑢*

𝑄+ 𝑢*
< 1.

Для удобства до конца этого доказательства теоремы 1 мы опускаем символ «∼».
Тогда для 𝑡 ∈ (0,+∞) система в уравнении (18) с уравнением (19) может быть

переписана в следующем виде:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝜇𝑎(𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0, 𝑥 ∈ (0, 1),

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ (0, 1),

𝑉 (𝑡) = 𝑟𝜇𝑎(𝑡) [𝑢(𝑡, 0) + 𝛿(𝑡)] + (1− 𝑟)𝜛𝜇𝑎(𝑡)𝑎(𝑡), 𝜛 =
𝑢*

𝑄+ 𝑢*
,

𝜇𝑎(𝑡) = 𝜇 (𝑢* + 𝑎(𝑡)) ,

𝑎(𝑡) =

∫︁ 1

0

𝑢(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑥 ⩾ −𝑢*,

𝜇(𝑠) =
𝑃

𝑄+ 𝑠
, 𝑃 > 0, 𝑄 > 0, 𝑠 ∈ [0,+∞).

(20)

В приведенных выше обозначениях предположение 1 в уравнении (17) теоремы
выглядит следующим образом:

‖𝑢0‖𝐿2(0,1) ⩽ 𝑈. (21)

Доказательство теоремы подробно приведено в [4].

2 Исследование экспоненциальной устойчивости разностной
схемы
В этом разделе мы распространяем результаты теоремы 1 на разностную схему.

Следующие результаты основаны на тех же оценках, что и в предыдущем разделе и
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являются небольшим расширением доказательства, представленного в ( [2]- [3]). Как
видно из предыдущего доказательства в теоремы 1, можно выбрать 𝜀 = 𝛼2 [4], и мы
сделаем это непосредственно в следующем доказательстве. Это упрощает запись и
снижает техническую сложность вычислений.

Как и в ( [2], раздел 4.2), мы применим для численного расчета системы (7) про-
тивопоточную разностную схему. Для этого, покрываем пространственную область
[0, 1] с помощью равномерной сетки Ωℎ =

{︀
𝑥𝑖 = 𝑖ℎ, 𝑖 = 0, 𝐼

}︀
, ℎ – шаг по 𝑥. Инте-

грал 𝑎(𝑡) для каждого значения по 𝑡𝑘 ≜ 𝑘𝜏, 𝑘 ∈ {1, 2, . . . } вычислим с помощью
квадратурной формулы

𝑎𝑘 = ℎ
𝐼∑︁

𝑖=0

𝑢𝑘𝑖 , 𝑘 ∈ {1, 2, . . . }. (22)

Здесь 𝜏 – шаг по времени. Далее определим дискретное значение 𝜇𝑘

𝜇𝑘 ≜ 𝜇(𝑎𝑘) =
𝑃

𝑄+ 𝑎𝑘
, 𝑃 > 0, 𝑄 > 0. (23)

Предположим, что выполнено условие Куранта-Фридрихса-Леви

0 < 𝜆𝑘 ≜ 𝜇𝑘 𝜏

ℎ
⩽ 1, 𝑘 ∈ {1, 2, . . . }. (24)

Для численного решения системы (7) предлагаем противопоточную разностную
схему⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑘+1
𝑖 = (1− 𝜆𝑘)𝑢𝑘𝑖 + 𝜆𝑘𝑢𝑘𝑖+1, 𝑖 = 0, 𝐼 − 1; 𝑘 ∈ {0, 1, . . . };

𝑢𝑘+1
𝐼 = 𝑟𝑢𝑘+1

0 + (1− 𝑟)
𝑢*𝜇(𝑢*)

𝜇𝑘
+ 𝑟𝛿𝑘+1, 𝑘 ∈ {0, 1, . . . };

𝑢0𝑖 = 𝑢0(𝑥𝑖), 𝑖 = 0, 𝐼.

(25)

Определение 4. Пусть ∆ > 0. Состояние равновесия 𝑢* начально-краевой раз-
ностной задачи (25) является устойчивым в 𝐿2 – норме относительно дискретных
возмущений 𝛿𝑘 ⩽ ∆, 𝑘 ∈ {1, 2, . . . }, если существуют положительные веществен-
ные константы 𝜁1 > 0, 𝜁2 > 0 и 𝜁3 > 0 такие, что для любого начального условия
𝑢0𝑖 , 𝑖 ∈ {0, 1, 2, . . . , 𝐼}, решение 𝑢𝑘𝑖 , 𝑘 ∈ {1, 2, . . . }, 𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝐼 − 1} начально-
краевой разностной задачи (25) удовлетворяет⃦⃦

𝑢𝑘 − 𝑢*𝑒
⃦⃦
ℓ2
⩽ 𝜁2𝑒

−𝜁1𝑡𝑘
⃦⃦
𝑢0
⃦⃦
ℓ2
+ 𝜁3 max

0⩽𝑠⩽𝑘
(|𝛿𝑠|) , 𝑘 ∈ {1, 2, . . . }, (26)

где

𝑢𝑘 = (𝑢𝑘0, 𝑢
𝑘
1, . . . , 𝑢

𝑘
𝐼−1)

𝑇 , 𝑒 =

⎛⎝1, 1, . . . , 1⏟  ⏞  
𝐼

⎞⎠𝑇

и

⃦⃦
𝑢𝑘 − 𝑢*𝑒

⃦⃦2
ℓ2
= ℎ

𝐼−1∑︁
𝑖=0

(𝑢𝑘𝑖 − 𝑢*)2, 𝑘 ∈ {0, 1, . . . }.

Определение 5. (Дискретная функция Ляпунова). Говорят, что функция L :
R𝐼 → R+

0 является дискретной функцией Ляпунова для начально-краевой разност-
ной задачи (25), если
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(i) существуют положительные константы 𝜒1 > 0 и 𝜒2 > 0 такие, что для всех
𝑘 ∈ {0, 1, . . . }:

𝜒1

⃦⃦
𝑢𝑘 − 𝑢*𝑒

⃦⃦2
ℓ2
⩽ L(𝑢𝑘) ⩽ 𝜒2

⃦⃦
𝑢𝑘 − 𝑢*𝑒

⃦⃦2
ℓ2
. (27)

(ii) существуют положительные константы 𝜂 > 0 и 𝜈 > 0 такие, что для всех 𝑘 ∈
{0, 1, . . . }:

ℒ(𝑢𝑘+1)− ℒ(𝑢𝑘)

∆𝑡
⩽ −𝜂ℒ(𝑢𝑘) + 𝜈(𝛿𝑘)2.

Для упрощения обозначений в дальнейшем мы будем определять последователь-
ность дискретных значений ℒ𝑘 как

ℒ𝑘 = ℒ(𝑢𝑘), 𝑘 ∈ {0, 1, . . . }

и где 𝑢𝑘 — заданное решение начально-краевой разностной задачи (25).

3 Вычислительный эксперимент
Для проведения вычислительного эксперимента рассмотрим следующее гипербо-

лическое уравнение:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝜆 (𝑊 (𝑡))

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0, 𝑡 ∈ [0,+∞), 𝑥 ∈ [0, 1], (28)

Здесь

𝑊 (𝑡) =

∫︁ 1

0

𝑢(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥, 𝑡 ∈ [0,+∞). (29)

Начальное условие:
𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 1]. (30)

И граничное условие при 𝑥 = 1:

−𝑢(𝑡, 1)𝜆 (𝑊 (𝑡)) = 𝑉 (𝑡). (31)

Здесь 𝑉 (𝑡) – контроллер, который определяется из следующего уравнения:

𝑉 (𝑡) + 𝑢*𝜆(𝑢*) = −𝑞 ((𝑢(𝑡, 0) + 𝛿(𝑡))𝜆 (𝑊 (𝑡)) + 𝑢*𝜆(𝑢*)) , (32)

где:

– 𝑞 ∈ [0, 1] – параметр обратной связи;
– 𝑢* ⩾ 0 ∈ R – заданное состояние равновесия;
– 𝜆(𝑠) = 𝐴

𝐵+𝑠
, 𝑠 ∈ [0,+∞), 𝐴 > 0, 𝐵 > 0 – характеристическая скорость;

– 𝛿(𝑡) ∈ R – ограниченное возмущение измерений.

Когда значение 𝜆(𝑊 (𝑡)) равно 𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑢*, оно рассчитывается следующим обра-
зом:

𝜆(𝑊 (𝑡))
⃒⃒
𝑢(𝑡,𝑥)=𝑢* = 𝜆

(︂∫︁ 1

0

𝑢* 𝑑𝑥

)︂
= 𝜆(𝑢*) =

𝐴

𝐵 + 𝑢*
. (33)

Предположим, что 𝛿(𝑡) ∈ 𝐿∞(0,∞), то есть

‖𝛿(𝑡)‖𝐿∞(0,∞) = 𝑒𝑠𝑠𝑠𝑢𝑝𝑡∈(0,∞)|𝛿(𝑡)| ≡ inf {𝑎 ∈ R : 𝜇 ({𝑡 : |𝛿(𝑡)| > 𝑎}) = 0} ⩽ 𝐷, (34)

пусть неравенство будет уместным. 𝐷 > 0.
Предположим, что это 𝑢0(𝑥) ∈ 𝐿2(0, 1).



Исследование экспоненциальной устойчивости . . . 83

4 Разностная схема
Отрезок [0, 1] разделим на 𝐽 частей шагом ∆𝑥 так, чтобы выполнялось ∆𝑥 ·𝐽 = 1

равенства. Обозначим узлы сетки как

𝑥𝑗 =

(︂
𝑗 − 1

2

)︂
∆𝑥, 𝑗 = 1, . . . , 𝐽,

а границы области состоят из 𝑥1 и 𝑥𝐽 узлов соответственно. Далее мы дискретизируем
𝑊 (𝑡) функцией следующим образом:

𝑊 𝑛 = ∆𝑥
𝐽∑︁

𝑗=1

𝑢𝑛𝑗 , 𝑛 = 1, 2, 3, . . . (35)

здесь 𝑢𝑛𝑗 = 𝑢(𝑡𝑛, 𝑥𝑗). Получаем дискретное значение 𝜆𝑛 в следующем виде:

𝜆𝑛 = 𝜆(𝑊 𝑛) =
𝐴

𝐵 +𝑊 𝑛
, 𝐴 > 0, 𝐵 > 0, (36)

Здесь 𝑡𝑛 = 𝑛 · ∆𝑡, 𝑛 = 1, 2, 3, . . . определяет временные слои, а ∆𝑡 – значение
временного шага.

0 < 𝑟𝑛 :=
𝜆𝑛∆𝑡

∆𝑥
⩽ 1, ∀𝑛 ∈ {0, 1, . . . }, (37)

∆𝑡 выбирается из условия Куранта–Фридрихса–Леви (37).
Поскольку неравенства 𝜆𝑛 ⩽ 𝐴

𝐵
, ∀𝑛 ∈ {0, 1, . . . } справедливы, ∆𝑡 — это значение

временного шага можно выбрать из неравенства:

∆𝑡 ⩽
𝐵

𝐴
∆𝑥. (38)

Мы предполагаем,
𝑢* > 0. (39)

Начальное условие выбираем таким образом:

𝑢0 =
(︀
𝑢00, 𝑢

0
1, . . . , 𝑢

0
𝐽

)︀𝑇
, 𝑢0𝑗 > 0, 𝑗 ∈ {0, . . . , 𝐽}. (40)

Тогда в качестве разностной схемы получаем противоточную разностную схему:{︃
𝑢𝑛+1
𝑗 = (1− 𝑟𝑛)𝑢𝑛𝑗 + 𝑟𝑛𝑢𝑛𝑗+1, 𝑗 ∈ {0, . . . , 𝐽 − 1}, 𝑛 ∈ {0, . . . , 𝐾},
𝑢𝑛+1
𝐽 = 𝑞𝑢𝑛+1

0 + (1− 𝑘)𝑢
*𝜆(𝑢*)
𝜆𝑛+1 + 𝑞𝛿𝑛+1, 𝑛 ∈ {0, . . . , 𝐾}.

(41)

Параметры выбираем следующим образом:

𝐴 = 1, 𝐵 = 1,

𝛿(𝑡) = 2.4× 10−3 sin(𝑡),

𝑢* = 0,

𝑢0(𝑥) = 1 + sin(2𝜋𝑥),

∆𝑥 = 10−3,
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𝜆𝑛∆𝑡

∆𝑥
⩽ 𝑎 < 1, 𝑛 ⩾ 0 ⇒ ∆𝑡 = 𝑎 ·∆𝑥,

𝑎 = 0.5, 𝑞 = 0.3.

Если выполнить приведённые выше расчёты, то график нормы 𝐿2 будет иметь
следующий вид:

Поскольку график нормы стремится к нулю, можно сказать, что найденное чис-
ленное решение приближается к точному решению.

График численного решения будет иметь следующий вид:

Найдено следующее численное решение:
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Как видно из таблицы, найденное численное решение лежит вблизи нулевого ста-
ционарного решения.

5 Заключение
В данной работе исследована задача стабилизации состояния равновесия для ги-

перболического уравнения с отрицательной нелокальной характеристической скоро-
стью и погрешностью измерения. Дана формулировка задачи смешанного управле-
ния. Дано определение слабого решения, экспоненциальной устойчивости равновесия
смешанной задачи и функции Ляпунова. Представлена теорема об экспоненциальной
устойчивости равновесия смешанной задачи. Определена устойчивость в 𝐿2 – норме
относительно дискретных возмущений состояния равновесия начально-краевой раз-
ностной задачи. В вычислительном эксперименте приведено гиперболическое урав-
нение с отрицательной характеристической скоростью и найдено его численное реше-
ние с использованием разработанной схемы. Приведен график 𝐿2 – нормы численного
решения, демонстрирующий его устойчивость.
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In this work, the problem of stabilizing the equilibrium state for a hyperbolic equation

with negative nonlocal characteristic velocity and measurement error is investigated. The

formulation of the mixed control problem is presented. The weak solution, exponential

stability of the equilibrium state of the mixed problem, and the definition of the Lyapunov
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is given. The stability in the 𝐿2 – norm is determined relative to the discrete perturbations

of the equilibrium state of the initial-boundary difference problem. In a computational
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