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В статье рассматривается задача построения автомодельных решений систе-
мы нелинейных дифференциальных уравнений, моделирующих процессы взаимной
диффузии в многокомпонентных средах. Проведён анализ математической модели,
учитывающей сложные взаимодействия компонентов и нелинейный характер про-
цессов переноса. Найдены приближённые решения системы, позволяющие описать
поведение концентрационных профилей в различных режимах. Получены асимпто-
тические представления решений для регулярных, неограниченных и ограниченных
случаев, а также исследовано поведение двустороннего линейного стационарного
уравнения, возникающего на промежуточных этапах анализа. Результаты представ-
ляют интерес для теории диффузии и прикладных задач математического модели-
рования сложных физических процессов.
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1 Введение
Исследование реальных физических процессов часто сводится к анализу сложных

классов нелинейных дифференциальных уравнений и их систем, в которых искомая
функция и её производные входят в степенной или более сложной нелинейной фор-
ме. Подобные нелинейности широко распространены и естественным образом возни-
кают в различных моделях, описывающих процессы в биологических популяциях,
механизмы реакционно-диффузионных систем, а также взаимную диффузию в мно-
гокомпонентных средах [1–5].

Особую сложность представляет решение нелинейных краевых задач, поскольку
аналитические методы зачастую оказываются неприменимыми, а нахождение новых
качественных свойств решений требует глубокого теоретического анализа и значи-
тельных вычислительных усилий. Во многих фундаментальных трудах, выполнен-
ных А.А. Самарским, В.А. Галактионовым, А.С. Калашниковым, Л.К. Мартинсоном,
Р. Кершнером, Г.И. Баренблаттом, Б.Ф. Кнерром, Чен Синфу, Ю.В. Ци, Дж.Ш. Го,
И. Комбе, Т. Кусано, Т. Танигава, С.Н. Димовой, М.М. Ариповым, А.Т. Хайдаро-
вым, Ш.А. Садуллаевой и другими исследователями было убедительно показано,
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что особое место в решении подобных задач занимают автомодельные решения, воз-
никающие при определённых значениях параметров. Именно автомодельный подход
позволяет выделить ключевые особенности динамики исследуемых процессов и су-
щественно упростить математический анализ сложных моделей. В связи с этим в
последние десятилетия всё большее внимание уделяется изучению нелинейных кра-
евых задач параболического типа, которые описывают широкий спектр физических,
химических и биологических явлений. Наибольший интерес вызывают подходы, ос-
нованные на использовании автомодельных и приближённо-автомодельных перемен-
ных, позволяющие перейти от многопараметрических зависимостей к компактным
обобщённым решениям с ярко выраженными масштабными свойствами [6–16].

В предыдущих исследованиях автора был проведён всесторонний анализ задач,
связанных с построением автомодельных решений систем нелинейных дифферен-
циальных уравнений, описывающих процессы взаимной диффузии. В рамках этих
работ были получены приближённые решения и установлены асимптотические по-
ведения для регулярных, неограниченных и ограниченных решений двусторонне-
го линейного стационарного уравнения. Особое внимание уделялось математическо-
му обоснованию условий существования автомодельных решений и их физической
интерпретации в контексте многокомпонентной диффузии. Полученные результаты
подтвердили эффективность применяемого подхода и обозначили направления для
дальнейшего углублённого анализа рассматриваемых моделей [17].

В продолжение данной линии исследований, в работе [18] был проведён каче-
ственный анализ математической модели нелинейных процессов перекрёстной диф-
фузии. Авторами были подробно изучены свойства решений, включая существова-
ние, единственность и устойчивость, а также проанализировано влияние нелиней-
ных эффектов на поведение системы. Особое внимание уделено разработке методов,
позволяющих учитывать сложные взаимодействия между компонентами среды, что
существенно повышает точность описания реальных физических процессов. Резуль-
таты исследования имеют важное значение для дальнейшего развития теории мно-
гокомпонентной диффузии и расширяют прикладные возможности математического
моделирования сложных нелинейных процессов.

Настоящая работа направлена на развитие и применение подобных методов для
анализа сложных систем взаимной диффузии, описываемых нелинейными диффе-
ренциальными уравнениями с целью получения качественных и количественных ха-
рактеристик поведения рассматриваемых моделей.

2 Методы и модели.

Рассмотрим задачу, моделирующую процесс взаимной диффузии в области Ω =
= {(𝑥, 𝑡) : − ∝< 𝑥 < + ∝, 0 < 𝑡 < 𝑇, 𝑇 > 0} oграниченной по пространственным
переменным.

Для анализа и получения качественного описания динамики системы взаимной
диффузии рассмотрим следующую модель, представляющую собой систему квази-
линейных параболических уравнений второго порядка:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
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{︃
𝑢 (𝑥, 0) = 𝑢0 (𝑥) ,

𝑣 (𝑥, 0) = 𝑣0 (𝑥) , 𝑥 ∈ 𝑅,
(2)

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢1(𝑡),

𝑣(0, 𝑡) = 𝑣1(𝑡),

𝑢(1, 𝑡) = 𝑢2(𝑡),

𝑣(1, 𝑡) = 𝑣2(𝑡), 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇,

(3)

где 𝜎1, 𝜎2, 𝛽1, 𝛽2, 𝑝1, 𝑝2 – заданы действительные числа (параметры окружения и
фронта). 𝑢𝜎1 , 𝑣𝜎2 – коэффициенты пылевой (или солевой) и влагопроницаемости пер-
вой и второй сред соответственно и являются функциями изменения пыли (или соли)
и влажности соответственно.

Первое уравнение (1) системы характеризует миграцию соли (или пыли) с уче-
том влажности, а второе уравнение характеризует изменение влажности с учетом
миграции соли или пыли.

В дальнейшем будем рассматривать решение системы уравнений (1) в виде авто-
модельной функции, зависящей от специально введённой самоподобной переменной,
что позволит упростить анализ и получить обобщённые свойства решений

𝑢 (𝑡, 𝑥) = 𝑉1 (𝑡)𝑤1 (𝜏, 𝑥) , (4)

𝑣 (𝑡, 𝑥) = 𝑉2 (𝑡)𝑤2 (𝜏, 𝑥) , (5)

где 𝜏(𝑡) также является функцией времени.
Будем предполагать, что функции 𝑉1 (𝑡) и 𝑉2 (𝑡) имеют вид

𝑉1(𝑡) = (𝑇 + 𝑡)𝑛1 , 𝑉2(𝑡) = (𝑇 + 𝑡)𝑛2 . (6)

Будем считать, что функции 𝑤1(𝑥, 𝜏) и 𝑤2(𝑥, 𝜏) представимы в виде

𝑤1(𝑥, 𝜏) = 𝑓1(𝜉), 𝑤2(𝑥, 𝜏) = 𝑓1(𝜉),

где 𝜉 = 𝑥

𝜏
1
2
, 𝜉 – автомодельная переменная.

Подставляя уравнения (6) в систему (1), cделаем замены и получаем следующую
систему {︃

2(𝑛2𝛽1 + 𝑛1𝑝1 − 𝑛1𝜎1 − 𝑛1) = (𝑝1 − 2)(𝑛1𝜎1 + 1),

2(𝑛1𝛽2 + 𝑛2𝑝2 − 𝑛2𝜎2 − 𝑛2) = (𝑝2 − 2)(𝑛2𝜎2 + 1).

Откуда следует, что

𝑛1 =
2(𝑝1 − 2)(𝑝2 − 1)− (𝑝2 − 2)(2𝛽1 − 𝑝1𝜎1)

4(𝑝1 − 1)(𝑝2 − 1)− (2𝛽1 − 𝑝1𝜎1)(2𝛽2 − 𝑝2𝜎2)
,

𝑛2 =
2(𝑝1 − 1)(𝑝2 − 2)− (𝑝1 − 2)(2𝛽2 − 𝑝2𝜎2)

4(𝑝1 − 1)(𝑝2 − 1)− (2𝛽1 − 𝑝1𝜎1)(2𝛽2 − 𝑝2𝜎2)
.

Теперь система (1) представим в следующим виде:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−𝜉
2
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−𝜉
2

𝑑𝑓2
𝑑𝜉

=
𝑑

𝑑𝜉
(𝑓1

𝜎2
𝑑𝑓2
𝑑𝜉

)− (𝑛1𝜎2 + 1)
𝑝2−2

2 · 𝑓1𝛽2

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑓2
𝑑𝜉

⃒⃒⃒⃒𝑝2
− 𝑛2

𝑛1𝜎2 + 1
· 𝑓2.

(7)
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Функции 𝑓1 и 𝑓2 в системе (7) выбираем в виде

𝑓1 = (𝑎− 𝜉)𝛾1 ,

𝑓2 = (𝑎− 𝜉)𝛾2 .
(8)

Параметры системы (7) должны удовлетворять следующим условиям:{︃
𝛾1(𝜎1𝛾1 + 𝛾1 − 1) = (𝑛1𝜎1 + 1)

𝑝1−2
2 · |𝛾1|𝑝1 .

𝛾2(𝜎2𝛾2 + 𝛾2 − 1) = (𝑛2𝜎2 + 1)
𝑝2−2

2 · |𝛾1|𝑝1 .
(9)

(𝜎𝑖𝛾𝑖 + 𝛾𝑖 − 1) > 0, 𝑖 = 1, 2.

Cистемa (9) представима в виде{︃
𝛾1(𝜎1 + 1− 𝑝1)− 𝛽1𝛾2 = 2− 𝑝1,

𝛾2(𝜎2 + 1− 𝑝2)− 𝛽2𝛾1 = 2− 𝑝2.

Решая систему уравнений относительно 𝛾1 и 𝛾2

𝛾1 =
(𝛿2 − 𝑝2 + 1)(2− 𝑝1) + 𝛽1(2− 𝑝2)

(𝛿1 − 𝑝1 + 1)(𝛿2 − 𝑝2 + 1)− 𝛽1𝛽2
;

𝛾2 =
(𝛿1 − 𝑝1 + 1)(2− 𝑝2) + 𝛽2(2− 𝑝1)

(𝛿1 − 𝑝1 + 1)(𝛿2 − 𝑝2 + 1)− 𝛽1𝛽2
;

Для верхней оценки (7) справедлива следующая теорема.
Теорема Пусть 𝜎1 ⩾ 0; 𝜎2 ⩾ 0;

𝑎
𝛽1
𝜎2

+
(1−𝜎1)𝑝1−1

𝜎1
+

𝑝1
2 ⩾

( 𝑛1

𝑛1𝜎1+1
+ 1

2
)

(𝑛1𝜎1 + 1)
𝑝1−1

2

и 𝑎
𝛽2
𝜎1

+
(1−𝜎2)𝑝2−1

𝜎2
+

𝑝2
2 ⩾

( 𝑛2

𝑛2𝜎2+1
+ 1

2
)

(𝑛2𝜎2 + 1)
𝑝2−1

2

,

𝑢(𝑡, 0) ⩽ 𝑢+(𝑡, 0); 𝑣(𝑡, 0) ⩽ 𝑣+(𝑡, 0) 𝑥 ∈ 𝑅.

Тогда существует глобальное решение задач (1)-(3), и справедлива следующая
оценка

𝑢(𝑥, 𝑡) ⩽ 𝑢+(𝑥, 𝑡) = (𝑇 + 𝑡)𝑛1𝑓1(𝜉),

𝑣(𝑥, 𝑡) ⩽ 𝑣+(𝑥, 𝑡) = (𝑇 + 𝑡)𝑛2𝑓2(𝜉).

Таким образом, получено, что автомодельное решение для системы (1) имеет вид:{︃
𝑢(𝑥, 𝑡) = (𝑇 + 𝑡)𝑛1 · 𝑓1(𝜉) = (𝑇 + 𝑡)𝑛1 · (𝑎− 𝜉)𝛾1 ,

𝑣(𝑥, 𝑡) = (𝑇 + 𝑡)𝑛2 · 𝑓2(𝜉) = (𝑇 + 𝑡)𝑛2 · (𝑎− 𝜉)𝛾2 .
(10)

3 Результаты.
Используя автомодельные решения (10) системы (1) – (3), метод итерации или

прогонки были найдены численные решения, графики которых приведены ниже.
(Представленные графики имеют горизонтальную ось, представляющую значения
переменной 𝑥, и вертикальную ось, предназначенную для представления значений
функций 𝑢 и 𝑣.)
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Рис. 1 Графическое представление кросс-диффузионных процессов при заданных значе-
ниях параметров 𝜎1 = 2.25, 𝜎2 = 1.1, 𝛽1 = 1.4, 𝛽2 = 1.19, 𝑝1 = 2, 𝑝2 = 2.3, 𝑎 = 2.35

Рис. 2 Графическое представление кросс-диффузионных процессов при заданных значе-
ниях параметров 𝜎1 = 4, 𝜎2 = 6, 𝛽1 = 3, 𝛽2 = 2, 𝑝1 = 2.25, 𝑝2 = 2.15, 𝑎 = 2.57

Рис. 3 Графическое представление кросс-диффузионных процессов при заданных значе-
ниях параметров 𝜎1 = 2.75, 𝜎2 = 2.1, 𝛽1 = 2.36, 𝛽2 = 2.09, 𝑝1 = 2.15, 𝑝2 = 2.58, 𝑎 = 2.55
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Рис. 4 Графическое представление кросс-диффузионных процессов при заданных значе-
ниях параметров 𝜎1 = 1.78, 𝜎2 = 1.96, 𝛽1 = 1.36, 𝛽2 = 1.23, 𝑝1 = 2.21, 𝑝2 = 2.18, 𝑎 = 4.15

На представленных графиках показаны численные профили автомодельных ре-
шений системы нелинейных уравнений взаимной диффузии при различных значени-
ях параметров модели. Каждый график отражает характер распространения концен-
трации компонентов в пространстве и демонстрирует типичное поведение решений с
эффектом компактной поддержки.

Особенностью полученных профилей является куполообразная форма с чётко
выраженным максимумом в центре и резким спадом до нуля на границах области
распространения. Причём видно, что при увеличении нелинейных параметров моде-
ли или изменении начальных условий изменяется ширина и высота профиля:

На отдельных графиках фронты остаются практически совпадающими — это го-
ворит о слабом влиянии параметров на форму решения.

В других случаях наблюдается более широкая зона распространения и более вы-
раженное расслоение разноцветных линий, что свидетельствует об усилении эффекта
диффузии и различии между временными срезами.

Такое характерное поведение численных решений согласуется с выводами, пред-
ставленными в научной работе [18], где подчёркивается важность влияния парамет-
ров степени нелинейности, а также начальных и граничных условий на формирова-
ние пространственной структуры автомодельных профилей. В частности, показано,
что увеличение коэффициентов при нелинейных членах приводит к более выражен-
ной локализации процесса и росту максимального значения концентрации в цен-
тральной части профиля. Это сопровождается не только увеличением высоты цен-
трального пика, но и расширением области пространственной поддержки, в пределах
которой сосредоточено основное изменение концентрации. Таким образом, парамет-
ры модели напрямую влияют на ширину и форму компактной зоны распростране-
ния, определяя характер и интенсивность нелинейной диффузии в рассматривае-мой
системе.

Полученные графики наглядно иллюстрируют зависимость структуры решения
от параметров задачи. Чем сильнее нелинейность модели, тем отчётливее прояв-
ляется локализация процесса и тем ярче выражены различия между временными
срезами. Это подчёркивает важность учёта нелинейных эффектов в задачах модели-
рования сложных диффузионных процессов, особенно в тех случаях, когда требуется
анализ локальных накоплений вещества или энергии.
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В результате численных экспериментов подтверждено, что система обладает бога-
той динамикой и демонстрирует ключевые свойства нелинейной взаимной диффузии
– ограниченность зоны распространения, наличие компактной поддержки и зависи-
мость профиля от параметров модели.

4 Заключение
В настоящей работе проведено построение автомодельного решения системы

нелинейных дифференциальных уравнений, моделирующих процессы взаимной диф-
фузии с учётом пространственной переменной и нелинейных эффектов. Рассматри-
ваемая система отражает важные физические процессы, встречающиеся в различных
приложениях, включая фильтрацию в пористых средах, тепломассоперенос в много-
компонентных смесях, моделирование плазменных и гидродинамических систем.

Особое внимание уделено построению и обоснованию метода автомо-дельного под-
хода, позволяющего существенно упростить сложные краевые и начальные задачи
для уравнений второго порядка с переменными коэффициентами. Разработанный
метод позволил перейти от исходной системы к обык-новенным дифференциальным
уравнениям и провести детальный асимптотический анализ поведения решений. В
результате получены асимптотики регулярных, конечных и неограниченных реше-
ний, описывающие пространственную локализацию процессов и выявляющие эффект
конечной скорости распространения волн в среде.

Численные расчёты подтвердили наличие компактной поддержки решений, что
подчёркивает физический смысл ограниченности зоны влияния нелинейной диффу-
зии. Это особенно важно для приложений, где необходимо учитывать локальные
накопления вещества или энергии, а также для моделирования процессов с резкими
фронтами и ограниченной зоной воздействия.

Полученные результаты обладают высокой практической значимостью и могут
быть использованы для разработки эффективных численных методов решения задач
нелинейной диффузии. Предложенный подход даёт возможность итеративно уточ-
нять начальное приближение и строить численные схемы с контролем точности и
устойчивости расчётов.

Кроме того, методика применима при исследовании широкого класса физических
процессов, включая задачи теплопроводности в неоднородных средах, процессы за-
грязнения и самоочистки природных объектов, распространение примесей в атмосфе-
ре и гидросфере, а также в задачах биофизики и медицинской физики, связанных с
моделированием переноса веществ в био-логических тканях.

Таким образом, разработанный и реализованный в данной работе подход к по-
строению и анализу автомодельных решений открывает новые возможности для ка-
чественного и количественного описания сложных нелинейных процессов взаимной
диффузии и может служить основой для дальнейших исследований в данной обла-
сти.
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