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В данной статье представлена интегрированная математическая модель ради-
альной фильтрации в цилиндрическом фильтре, в котором движение потока осу-
ществляется от внешнего слоя к внутренней полости. Области свободного течения
описываются уравнениями Навье–Стокса для несжимаемой жидкости, где процесс
фильтрования через пористый слой формализуется на основе законона Дарси, а рас-
пределение давления определяется посредством уравнения Пуассона. Перенос рас-
творённых веществ моделируется с использованием уравнения адвекции–диффузии.
В модель включён механизм эволюции пористости во времени (уплотнение или за-
купоривание), что позволяет проследить сопряжённую динамику параметров «дав-
ление–скорость–пористость–концентрация». Проведённый анализ показал, что учёт
вертикальной ориентации цилиндрического фильтра является существенным фак-
тором, влияющим на снижение энергетических затрат и повышение селективности
процесса.
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1 Введение
В современных условиях процессы фильтрации и очистки растворов, электро-

литов и жидких смесей приобретают стратегическое значение для различных от-
раслей промышленности. Чистота и стабильность технологических сред определяют
эффективность многих производственных процессов, начиная от химической и пи-
щевой промышленности и заканчивая фармацевтикой, нефтепереработкой, машино-
строением и металлургией. Удаление из жидких систем ионов, тяжёлых металлов,
производственных отходов и других нежелательных примесей не только повышает
качество выпускаемой продукции, но и способствует снижению издержек, улучше-
нию экологической безопасности и устойчивому развитию предприятий. Современ-
ный научно-технический прогресс в данной области направлен на разработку новых
фильтрационных материалов, усовершенствование технологических схем, а также
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внедрение интеллектуальных систем управления процессами очистки. При этом осо-
бое внимание уделяется созданию универсальных методов, позволяющих прогнози-
ровать поведение жидкостей и ионных растворов при различных условиях эксплу-
атации. С этой целью активно разрабатываются математические модели, вычисли-
тельные алгоритмы и специализированное программное обеспечение, обеспечиваю-
щие проведение численных экспериментов и выбор оптимальных режимов работы
без необходимости затратных лабораторных испытаний. Следует подчеркнуть, что
исключительно экспериментальные методы не всегда позволяют эффективно решать
задачи прогнозирования и управления в области фильтрации. В связи с этим наи-
более перспективным направлением исследований является использование возмож-
ностей математического моделирования и компьютерных симуляций. Такой подход
открывает широкие перспективы для разработки более надёжных, экономичных и
экологически безопасных технологий фильтрации, что имеет большое практическое
значение для повышения конкурентоспособности и инновационного развития про-
мышленных предприятий.

В статье [1] представлены и решены вопросы учета обратного влияния характе-
ристик процесса (концентрации загрязнения жидкости и осадка) на характеристики
среды (коэффициенты пористости, фильтрации, диффузии, массопереноса и др.) На
примере очистки жидкости в магнитные и сорбционные фильтры. В работе предло-
жен алгоритм численно-асимптотической аппроксимации решения соответствующей
модельной задачи, описываемой системой нелинейных сингулярно-пертурбативных
дифференциальных уравнений типа «конвекция-диффузия-массообмен». Как отме-
чают авторы в случаи преобладания конвекционной и сорбционной составляющих
собственно процесса над диффузионной и десорбционной составляющими имеет ме-
сто в подавляющем большинстве фильтрационных установок. На этой основе был
проведен компьютерный эксперимент, что результаты показывают преимущества
предлагаемой модели перед классической.

В частности в работе [2] разработаны математическая модель и численный ал-
горитм для исследования фильтрация многофазного течения в пористых средах со-
сложным подвижным движением границы раздела, где уравнения Навье – Стокса
дискредитизируется с использованием подхода конечных объемов. В статье капил-
лярные силы рассчитываются с использованием полуострой модели поверхностных
сил, где они реализуются с использованием полунеявной формулировки, которая
позволяет увеличить размер временного шага при низком количестве капилляров.
Авторы для адекватности, сходимости и точность численного метода проверяют на
нескольких тестовых примерах, которые указывают на потенциал метода для про-
гнозирования процессов многофазного потока.

В статье [3] приведены результаты приеденных экспериментальных исследований
процесса внутренней эрозии крупнозернистых почв, собранных из реки Рейн. Тесты
В выполняется на лабораторной колонке, чтобы оценить способность таких почв к
суффозии и охарактеризовать их стабильность и изменение физических параметров
почвы в процессе суффозии.

В статье [4] рассмотрены некоторые аспекты моделирования процесса диффузии
несжимаемого потока, состоящие из трех несмешивающихся компонентов, без фазо-
вого перехода. При моделирование трехфазных потоков используется система Кана–
Хиллиарда и уравнения Навье – Стокса, в которых учитываются поверхностные на-
тяжения с учет объемных капиллярных сил. В работе приведены различныечислен-
ные эксперименты для случая проверки распределения линзы между двумя фазами.
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В работе [5] представлено ММ процесса адсорбции цефалоспорина в неподвижном
слое колонке агрегата. Применение алгоритма оптимизации роя частиц для оценки
параметров был впервые рассмотрен авторами статьи, что оказалось полезным ин-
струментом для оценки параметров в процессах адсорбции и моделирование процесс
очистки показало хорошие результаты как при оценке, так и при шаг проверки.

В работе [6] проводится численное исследование процесс фильтрация жидкости
с учетом эрозия пористой среды. Авторы для численного интегрирования задачи
и исследование процесса суффозии используют метод конечных объемов и явную
конечно-разностную схему для уравнения переноса – дисперсии – осаждения на трех-
мерном сетки. Точность и надежность предлагаемого конечного объемный метод оце-
нивается с помощью различных числовых тестов и подтверждено корректировкой
экспериментальных результатов.

Эксперименты по фильтрации с подходящей суспензией частиц и масла проводи-
лись в пилотном фильтре и в лабораторном фильтре с целью исследования и моде-
лирования механизмов, происходящих в процессе [7]. Было оценено влияние рабочих
параметров, таких как концентрация частиц и перепад давления, на производитель-
ность фильтра. Результаты показывают, что одновременно работает более одного
механизма фильтрации. Хотя некоторая глубинная фильтрация происходит в на-
чале срока службы свечного фильтра, блокирование и фильтрация корки являются
основными механизмами, ответственными за засорение фильтра. Хотя блокирование
и фильтрация клейка происходят до некоторой степени одновременно, фильтрация
клейка является механизмом, важным для моделирования и масштабирования дол-
госрочного процесса фильтрации.

В настоящем исследовании [8] предлагается феноменологическая модель глубин-
ной фильтрации, где она сочетает в себе уравнение адвекции-дисперсии с уравнением
нелинейной многоступенчатой кинетики накопления. Модель включает дисперсию и
учитывает временные и пространственные изменения пористости среды и предпола-
гается, что в любом месте внутри колонны сначала образуется осадок на фильтре в
виде необратимого созревающего слоя, а затем - обратимый осадок во время рабоче-
го этапа. Последнее продолжается до тех пор, пока депозит не достигнет локального
максимального значения. Затем происходит прорыв фильтра. Уравнения решаются
численно с использованием явной конечно-разностной схемы. Результаты выгодно
отличаются от лабораторных экспериментов на объекте EPA и полевых эксперимен-
тов, проведенных Mekorot - Israel Water Company.

В работе [9] построена модель глубинной фильтрации двухкомпонентной суспен-
зии через пористую среду с образованием двух типов отложений, имеющих разную
структуру и свойства. Влияние параметров плотности потока жидкости и частиц,
определяющих массоперенос между различными компонентами суспензии и отло-
жениями, на фильтрационные характеристики и свойства образующихся отложе-
ний оценивается на основе численных экспериментов для суспензий с контрастными
фракциями частиц.

В частности, в работах [10] рассматриваются основные характеристики филь-
трующих агрегатов, физико-механические и химические свойства фильтруемых ма-
териалов, а также режимы работы фильтров, применяемых для отделения частиц
твердой фазы от жидкости, нежелательных ионов и других элементов.

В работе [11] для проведения комплексного исследования технологического про-
цесса фильтрования жидких и ионизированных растворов разработаны его мате-
матическая модель и эффективный численный алгоритм решения задачи с учетом:
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переменности скорости фильтрования, изменения концентрации суспензии в колон-
ке агрегата и на выходе, образования слоя осадка на поверхности фильтровальной
перегородки, скорости осаждения гель- частиц в порах фильтра, роста давления в
колонке агрегата и других физикомеханических свойств фильтруемой жидкости.

В работах Ю.М. Шехтмана, Ф. Б. Абуталиева, М. Рахимова, Н. Равшанова, И.М.
Федоткина, С.И. Криля, Н.У. Ризаева и их учеников на основе предложенных мате-
матических инструментов подробно проводились исследования, связанные с техно-
логией сепарирования и фильтрования суспензии и ионных растворов от примесей и
ионных соединений, с процессом фильтрации различных жидкостей в неоднородной
среде [12].

В частности, в работах [13] рассматриваются основные характеристики филь-
трующих агрегатов, физико-механические и химические свойства фильтруемых ма-
териалов, а также режимы работы фильтров, применяемых для отделения частиц
твердой фазы от жидкости, нежелательных ионов и других элементов. Разработка
математическая модель для проведения комплексного исследования многократной
фильтрование суспензий многослойным фильтром, вычислительный алгоритм ре-
шения задачи, а также программное обеспечение для проведения вычислительных
экспериментов посвяшено работа [14], где предложенний математический инстру-
мент позволяет проводить многостороннее исследование и прогнозировать техноло-
гический процесс фильтрации с целью принятия соответствующих управленческих
решений.

В этой статье [15] Ж. Туракулов численно решил изменение физических свойств
жидкости при ее течении через однослойную среду, рассчитав процессы кольмати-
зации и суффозирования. Анализ литературных источников показали, что процесс
фильтрования как многокомпонетных так и малоконцетрированных растворов од-
новременно с учетом процесса кольматации и суффозии, режимов работы фильтра,
изменения скорости фильтрования жидкости и многослойности фильтровалной ко-
лонки (рис. 1) подробно не изученно.

В связи с этим разработка математических моделей, численных алгоритмов и
программного обеспечения для решения выше указанной задачи с целью анализа,
прогнозирования и поддержки принятия решений является актуальной.

2 Постановка задачи

В данной работе представлена математическая модель, разработанная с учётом
ключевых факторов и совокупности воздействий, оказывающих влияние на протека-
ние всего процесса фильтрации. В качестве исходных параметров используются дав-
ление, скорость потока и концентрация раствора, поступающего в цилиндрический
фильтр, а также коэффициент проницаемости пористой среды, через которую прохо-
дит жидкость. Для описания гидродинамики в каждой области применяется закон
Дарси в сочетании с уравнением Пуассона, что позволяет определить распределе-
ние давления и изменение скорости потока. Изменение концентрации растворённого
вещества во времени используется для оценки эволюции пористости фильтрующей
среды и расчёта концентрации выходного потока из цилиндрического фильтра в ходе
процесса.
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Рис. 1 Геометрический вид фильтра с указанием размеров

Рис. 2 Схематический вид фильтра
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Начальные и граничные условия:
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𝜕𝑃𝐶

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

= 0,
𝜕𝑃𝐶

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅𝐶

= 0, 𝑃𝐶 |𝑟=𝑅𝐵−0
= 𝑃𝐶 |𝑟=𝑅𝐵+0

,

𝑤𝐶 |𝑧=0 = 0, 𝑤𝐶 |𝑟=𝑅𝑐
= 0,

𝜕𝑤𝑡

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅𝐶

= 0,

𝑢𝐶 |𝑧=0 = 0, 𝑢𝑡|𝑟=𝑅𝐶
= 0,

𝜕𝑢𝐶
𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅𝐶

= 0.

Для области B: 𝑅𝐴 < 𝑟 < 𝑅𝐵, 0 < 𝑧 < 𝐿:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝐶𝐵

𝜕𝑡
+ 𝑤𝐵

𝜕𝐶𝐵

𝜕𝑟
+ 𝑢𝐶

𝜕𝐶𝐵

𝜕𝑧
= 𝐷𝐵

(︂
𝜕2𝐶𝐵

𝜕𝑟2
+
𝜕2𝐶𝐵

𝜕𝑧2

)︂
,

𝑢𝐵 = −𝑘𝜙 (𝑧, 𝑟)

𝜇

𝜕𝑃𝐵

𝜕𝑟
, 𝑤𝐵 = −𝑘𝜙 (𝑧, 𝑟)

𝜇

𝜕𝑃𝐵

𝜕𝑧
,

𝜕𝑤𝐵

𝜕𝑟
+
𝜕𝑢𝐵
𝜕𝑧

= 0,

𝜕2𝑃𝐵

𝜕𝑟2
+
𝜕2𝑃𝐵

𝜕𝑧2
= −𝜌

(︃(︂
𝜕𝑢𝐵
𝜕𝑧

)︂2

+ 2
𝜕𝑤𝐵

𝜕𝑟

𝜕𝑢𝐵
𝜕𝑧

+

(︂
𝜕𝑤𝐵

𝜕𝑟

)︂2
)︃
,

𝜙 (𝑧, 𝑟) = 𝜙0 − 𝛼
(︁ 𝑟
𝑅

)︁𝑛
.

(2)

Начальные и граничные условия:

𝐶𝐵 (𝑟, 𝑧, 0) = 𝐶|𝑟=𝑅𝐵
,

𝐶|𝑧=0 = 0, 𝐶|𝑧=𝐿 = 0,
𝜕𝐶

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅𝐴

= 0,

𝜕𝑃𝐵

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

= 0,
𝜕𝑃𝐵

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝐿

= 0, 𝑃𝐵|𝑟=𝑅𝐴−0
= 𝑃𝐵|𝑟=𝑅𝐴+0

,

𝑤𝐵|𝑧=0 = 0, 𝑤𝐵|𝑧=𝐿 = 0,
𝜕𝑤𝐵

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅𝐴

= 0,

𝑢𝐵|𝑧=0 = 0, 𝑢𝐵|𝑧=𝐿 = 0,
𝜕𝑢𝐵
𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅𝐴

= 0.

Для области A: 0 < 𝑟 < 𝑅𝐴, 0 < 𝑧 < 𝐿:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝐶𝐴

𝜕𝑡
+ 𝑤𝐴

𝜕𝐶𝐴

𝜕𝑟
+ 𝑢𝐴

𝜕𝐶𝐴

𝜕𝑧
= 𝐷𝐴

(︂
𝜕2𝐶𝐴

𝜕𝑟2
+
𝜕2𝐶𝐴

𝜕𝑧2

)︂
,

𝑤𝐴 = −𝑘
𝜇

𝜕𝑃𝐴

𝜕𝑟
, 𝑢𝐴 = −𝑘

𝜇

𝜕𝑃𝐴

𝜕𝑧
,

𝜕𝑤𝐴

𝜕𝑟
+
𝜕𝑢𝐴
𝜕𝑧

= 0,

𝜕2𝑃𝐴

𝜕𝑟2
+
𝜕2𝑃𝐴

𝜕𝑧2
= −𝜌

(︃(︂
𝜕𝑢𝐴
𝜕𝑧

)︂2

+ 2
𝜕𝑤𝐴

𝜕𝑟

𝜕𝑢𝐴
𝜕𝑧

+

(︂
𝜕𝑤𝐴

𝜕𝑟

)︂2
)︃
.

(3)
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Начальные и граничные условия:

𝐶𝐴 (𝑟, 𝑧, 0) = 𝐶|𝑟=𝑅𝐴
,

𝜕𝐶𝐴

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

= 0, 𝐶𝐴|𝑧=𝐿 = 0, 𝐶𝐴|𝑟=0 = 0,

𝑃𝐴|𝑧=0−0 = 𝑃𝐴|𝑧=0+0,= 0,
𝜕𝑃𝐵

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝐿

= 0, 𝑃𝐵|𝑟=𝑅𝐴−0
= 𝑃𝐵|𝑟=𝑅𝐴+0

,

𝜕𝑤𝐴

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

= 0, 𝑤𝐴|𝑧=𝐿 = 0, 𝑤𝐴|𝑟=0 = 0,

𝜕𝑢𝐴
𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

= 0, 𝑢𝐴|𝑧=𝐿 = 0, 𝑢𝐴|𝑟=0 = 0.

Здесь 𝑃𝐴, 𝑃𝐵, 𝑃𝐶 – соответственно гидравлические давление, 𝑢,𝑤 – соответственно
скорость потока жидкости, 𝐶𝐴, 𝐶𝐵, 𝐶 – концентрация вещества в каждой области в
жидкости, 𝜙 – пористость фильтра,

𝑞 =

𝑅𝐴∫︁
0

2𝜋𝑟‖𝑢𝐴‖𝑧=0𝑑𝑟 =

𝑅𝐴∫︁
0

2𝜋𝑟
√︁
𝑢2𝐴 + 𝑤2

𝐴

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

𝑑𝑟.

Здесь 𝑞 — скорость вытекающей жидкости, 𝛼 — безразмерная константа сколь-
жения, зависящая от свойств поверхности.

И так разработана математическая модель для проведения комплексного исследо-
вания сложного нестационарного процесса фильтрования суспензии через пористую
среду с учетом режима работы фильтра и характеристики перегородки цилиндри-
ческого фильтра.

3 Заключение
В данной работе для проведения комплексного исследования нестационарно-

го процесса фильтрования суспензии разработана интегрированная математическая
модель на основе уравнений Навье–Стокса, закона Дарси и уравнения Пуассона.
Модель позволяет описывать распределение давления, скорости потока и измене-
ние концентрации растворённого вещества в процессе фильтрации. Учет адвек-
ции–диффузии обеспечивает более точное описание массопереноса и динамики кон-
центрационной поляризации, где включение эволюции пористости во времени дало
возможность проследить процессы кольматации и суффозии, влияющие на эффек-
тивность работы агрегата.
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This article presents an integrated mathematical model of radial filtration in a cylin-

drical filter, in which the flow movement is carried out from the outer layer to the in-

ner cavity. Free flow areas are described by Navier-Stokes equations for incompress-

ible fluid, where the filtration process through the porous layer is formalized based on

Darcy’s law, and the pressure distribution is determined by the Poisson equation. The

transfer of dissolved substances is modeled using the advection-diffusion equation. The

model includes a mechanism for the evolution of porosity over time (sealing or clog-

ging), which allows tracking the conjugate dynamics of the "pressure-velocity-porosity-

concentration"parameters. The analysis showed that considering the vertical orientation

of the cylindrical filter is a significant factor influencing the reduction of energy costs and

increasing the selectivity of the process.
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