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Многие прикладные задачи описываются задачей Дирихле для уравнениями
Пуассона. Данная задача применяется в следующих практических ситуациях: про-
гиб мембраны, или пластины, электрический потенциал, гравитационный и магнит-
ный потенциал, стационарное распределение температуры (диффузии), электронно-
оптические системы. Хотя для численного решения уравнения Пуассона имеются
как прямые, так и итерационные методы, однако вопрос об эффективности приме-
нения тех или иных методов остается актуальной. В данной работе исследуется изгиб
тонкой пластины с применением дискретного варианта метода предварительного ин-
тегрирования по многочленам Чебышева первого рода. С помощью предлагаемого
метода определяются величины изгиба пластины. Проведены численные расчёты
демонстрирующие зависимости величины изгиба пластины от распределенной на-
грузки и показывают высокую точность предлагаемого метода.
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1 Введение
В статье [1] предложен новый релаксационный анализ и две схемы ускорения

для пятиточечного сглаживания Гаусса-Зейделя в многосеточном режиме для ре-
шения двумерного уравнения Пуассона. Для многосеточного V – образного цикла
автором статье обнаружено, что недостаточное расслабление применимо к половине
цикла ограничения, а чрезмерное расслабление применимо к половине цикла ин-
терполяции. Численные эксперименты с использованием модифицированных мно-
госеточных алгоритмов V – цикла показывают, что предлагаемые простые схемы
ускорения ускоряют скорость сходимости на целых 34% при незначительных затра-
тах. Существование решения уравнения Пуассона на нолных многообразиях с по-
ложительным спектром и кривизной Риччи, ограниченной снизу исследовано в [2].
Результат применен к уравнению Пуассона для изучения существования гармониче-
ских отображений между полными многообразиями, а также существования метрик
Эрмитова–Эйнштейна на голоморфных векторных расслоениях над полными много-
образиями. В задаче об обратном источнике для уравнения Пуассона измерения на



Численное моделирование изгиба тонкой . . . 27

границах области используются для восстановления источников внутри области [3],
задача рассмотренная в этой статье является ошибкам моделирования области. Эти
ошибки могут быть, например, ошибками границ, структуры и свойств материа-
ла. Авторами статье исследована, можно ли использовать недавно предложенный
байесовский подход к погрешности аппроксимации для уменьшения ошибок оцен-
ки источника при использовании приближенной модели для предметной области. В
статье [4] представлен метод дискретизации для многомерного распределения Ди-
рака. Авторы показали применимость метода в контексте задач интегрирования и
для дискретизации распределенных по Дираку исходных элементов в уравнениях
Пуассона с постоянными или переменными коэффициентами диффузии. Представ-
лены процедуры построения сходимости и приведены различные численные приме-
ры, включая многомасштабные задачи, которые неразрешимы с однородными сет-
ками. Идея использования дифференциальной квадратуры для построения нового
алгоритма решения дифференциальных уравнений изложена в [5]. Метод основан на
выборе точек, смешанных из точек сетки и средних точек однородного разбиения. В
качестве тестовой задачи были решены некоторые примеры бигармонических урав-
нений и уравнений Пуассона в двухмерном и трехмерном формате. Результаты срав-
ниваются с некоторыми существующими методами, чтобы показать эффективность
и быстродействие предложенного алгоритма. Диссертационная работа [6] посвящена
разработке аналитических методов для эллиптических уравнений в частных произ-
водных с условиями, наложенными на внутренние границы. Внутренние границы
образуются там, где материалы с различными свойствами встречаются, образуя гра-
ницы раздела. Эти интерфейсы возникают в различных физических и инженерных
задачах, например, при испарении капель воды, двойных сферах из диэлектрика и
каплях Януса из мягких материалов. В работе основное внимание сосредоточены
на четырех важных эллиптических задачах: Лапласа, Пуассона, бигармоническом
потоке и потоке Стокса. В статье [7] схема распределенных источников изучается
с использованием двумерного метода конечных элементов, а также проводится экс-
периментальная проверка. Численное решение, полученное с помощью метода ко-
нечных элементов, сравнивается с приближенным решением, полученным на основе
интегральных уравнений, по всей вычислительной области для анализа ошибок. В
исследовании [8] рассматривается важность усовершенствования традиционных си-
стем расчета расхода жидкости путем внедрения процедуры машинного обучения
для моделирования полей давления, вычисляемых стандартными системами расчета
расхода жидкости. Традиционный подход предполагает обеспечение связи давления
и скорости с помощью уравнения Пуассона, объединяющего уравнения Навье–Стокса
и уравнения неразрывности. Решение уравнения Пуассона составляет существенный
процент от общих вычислительных затрат при моделировании потока жидкости, по-
этому повышение его эффективности его решения может привести к значительному
увеличению скорости вычислений. Основной целью вышеуказанного исследования
является создание универсального метода, применимого к любой геометрии, который
в конечном итоге станет более эффективной альтернативой традиционному вычис-
лителю давления. Введение нового усеченного конечного элемента, охватывающий
традиционный усеченный треугольник в качестве частного примера изложено в [9].
Устанавливая идентификатор слабой непрерывности, определяется его как критиче-
ский для оценки погрешности. Этот элемент используется для аппроксимации моди-
фицированного уравнения Пуассона, определенного на выпуклом многограннике, по-
лученного на основе нелокальной модели электростатики. Обоснована равномерная
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оценка погрешности и проведены численные тесты для гладкого решения, так и для
решения с резким пограничным слоем, которые согласуются с теоретическими ре-
зультатами. В статье [10] анализируются модифицированные предварительные усло-
вия типа ILU (MILU) для эффективного решения уравнения Пуассона с граничными
условиями Дирихле в нерегулярных областях. По мнению авторов, секторированный
MILU не только обеспечивает лучшее число условий, чем обычный MILU, но и по-
вышает эффективность параллельных вычислений, обеспечивая очень эффективные
вычисления при значительном увеличении размерности или сложности задачи. Раз-
деление P - и S-волн играет важную роль в гибкой обратной миграции во времени,
поэтому в статье [11] предлагается эффективный метод разделения волновой моды
для анизотропных сред с использованием скалярного анизотропного оператора Пуас-
сона в пространственной области. Численные примеры также показывают, что волны
P и S, разложенные этим методом, не только имеют правильную амплитуду и фазу
относительно входного волнового поля, но и могут значительно снизить вычисли-
тельную сложность. В работе [12] представлен контролируемый метод аппроксима-
ции решения дискретизированного уравнения Пуассона в виде линейной системы с
использованием графовых нейронных сетей. Нейронная сеть предназначена для на-
хождения решения уравнения Пуассона для каждого временного шага в трехмерном
численном моделировании плазмы, которое моделируется с использованием большой
неструктурированной сетки. Уравнение Пуассона представляет собой эллиптическую
задачу, которая представляет собой одну из наиболее значительных вычислитель-
ных затрат, связанных с моделированием плазмы. Эффективные численные схемы
для решения уравнения Пуассона с учетом скачкообразных условий представляют
большой интерес для решения различных задач, включая моделирование явлений
электропорации и нитевидных разрядов, поэтому в статье [13] предлагается моди-
фикацию схемы с конечным объемом, а именно дискретный метод двойного конеч-
ного объема, для учета условий скачка с поверхностными зарядами, т.е. с исходным
членом. Проведенные численные тесты демонстрируют сходимость второго поряд-
ка даже при сильно искаженных сетках. В статье [15] предлагается локализованный
метод Эрмита приближенных частных решений для решения уравнения Пуассона.
Используя частные решения радиальных базисных функций, в предлагаемом методе
используются смешанные базисные функции, объединяющие радиальные базисные
функции и их частные решения для оператора Лапласа в локальных шаблонах для
одновременного использования. Численные эксперименты показывают, что предлага-
емых подход значительно повышает точность. В статье [16] предлагается разностный
метод конечных элементов для решения уравнения Пуассона в четырехмерной обла-
сти. Метод сочетает конечно-разностную дискретизацию, основанную на -элементе в
третьем и четвертом направлениях, с дискретизацией конечных элементов, основан-
ной на -элемент в других направлениях. Для проверки точность и эффективность
предлагаемого метода авторы предоставляют три числовых примеров.

В статье [17] отлучено, что прямое измерение натяжения швартовного троса для
морских ветряных труб часто сопряжено с большими затратами и для решения этой
задачи в рассматриваемой статье основное внимание уделяется прогнозированию на-
тяжения швартовного троса с использованием доступных данных о движении с плат-
формы. С этой целью авторы предлагают использовать алгоритмы глубокого обу-
чения, в частности усовершенствованную модель нейронной сети, для отслеживания
движений платформы с шестью степенями свободы в экстремальных морских усло-
виях. Эта модель демонстрирует надежную прогностическую эффективность в боль-
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шинстве морских условий. Однако он сталкивается со значительными трудностями
при работе с короткими периодами волн, когда сильная нелинейность и нестационар-
ность системы препятствуют способности нейронной сети точно улавливать особен-
ности и прогнозировать натяжение причального троса. Чтобы преодолеть эти труд-
ности, авторы предлагают два метода оптимизации, которые используют полиномы
Чебышева, известные своим быстрым и эффективным отслеживанием общих тенден-
ций, особенно в отношении низких частот. В статье [18] представлена дробная версия
уравнения Гинзберга–Ландау с использованием производной Капуто-Адамара. Для
решения этой проблемы разработан численный метод, основанный на сдвинутых мно-
гочленах Чебышева. Сходимость разработанного метода тщательно проверена как
теоретически, так и численно, что подтверждается тремя наглядными численными
примерами. Для произвольного заданного диапазона многомерных многочленов Че-
бышева высокой размерности представлен подход к построению пространственных
дискретизаций, т.е. к построению набора выборок, который позволяет однозначно
реконструировать каждый многочлен этого диапазона [19]. В данной статье пред-
ставленный сочетает в себе три различных типа эффективности. Во-первых, постро-
ение пространственной дискретизации должно быть вычислительно эффективным с
точки зрения размерности диапазона многочленов Чебышева. Во-вторых, построен-
ная дискретизация должна быть эффективной для выборки, т.е. количество узлов
выборки в построенной дискретизации должно быть достаточно низким. В-третьих,
должен существовать эффективный алгоритм для однозначного восстановления по-
линома из заданных значений выборки в узлах выборки дискретизации. Численные
тесты, которые дискретизируют интервалы многомерных многочленов Чебышева
в зависимости от более чем 50 пространственных переменных, подтверждают тео-
ретические результаты и значимость улучшений. В статье [20] предлагается новая
функция формы для метода без сетки путем объединения скользящего кригинга и
интерполяции Чебышева, называемой интерполяцией движущегося кригинга Чебы-
шева. Этот подход повышает точность численных решений за счет использования
многочленов Чебышева вместо традиционных многочленов. Кроме того, полиномы
Чебышева используются для представления теории сдвиговой деформации высше-
го порядка, называемой теорией сдвиговой деформации Чебышева. Ключевым пре-
имуществом рассматриваемой деформации является его способность автоматически
удовлетворять условию нулевого напряжения сдвига как в верхней, так и в нижней
части пластины. Точность численных решений оценивается путем сравнения их с
результатами трехмерной теории упругости и других теорий деформации сдвигом.
В статье [21] рассматривается использование полиномов Чебышева и теории Тепли-
ца для изучения топологических метаматериалов. Рассмотрены как эрмитовы, так
и неэрмитовы системы субволновых резонаторов и предоставлены математические
основы для количественного объяснения и характеристики некоторых впечатляю-
щих свойств метаматериалов. Предлагаемые характеристики основаны на свойствах
трансляционной инвариантности емкостных матриц, связанных с различными ис-
следованными системами резонаторов, а также на свойствах полиномов Чебышева.
Показано, что трехчленное рекуррентное соотношение, удовлетворяющее полиномам
Чебышева, является ключом к математическому анализу спектров трехдиагональ-
ных (возмущенных) обоих Теплиц (для мономерных систем) и 2-теплицевые (для
димерных систем) емкостные матрицы. В статье [22] спектрально-сеточный метод по
полиномамы Чебышева первого рода применяется для численного решения уравне-
ния Орра-Зомерфельда. В монографии [23] изложено спектрально-сеточный метод с
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полинома Чебышева первого рода для численного моделирования проблемы гидроди-
намической устойчивости для однофазных и двухфазных потоков. В статье [24] тео-
ретически обоснована спектрально-сеточный метод при решение начально-краевой
задачи для уравнения Бюргерса. Сходимость непрерывного варианта метода пред-
варительного интегрирования при решении нелинейного обыкновенного дифферен-
циаль ного уравнения четвертого порядка с малым параметром при старшей произ-
водной изложена в [25]. В статье [26] дискретный вариант метода предварительного
интегрирования применён к численному решению эллиптических уравнений. Пока-
зано, высокая точность к эффективность предлагаемого метода.

2 Постановка задачи
Рассмотрим тонкую пластину в прямоугольной области

𝐷 = {−1 ⩽ 𝑥 ⩽ 1,−1 ⩽ 𝑦 ⩽ 1} , расположенной в координатной плоскости. Пластина
изгибается в результате распределенной нагрузки 𝑓(𝑥, 𝑦), действующей на пластину.
Функция изгиба 𝑢(𝑥, 𝑦) характеризуется уравнением Пуассона

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= −𝑓(𝑥, 𝑦). (1)

Все края пластины плотно фиксируются. В этом случае граничными условиями яв-
ляются:

𝑢(−1, 𝑦) = 0, 𝑢(1, 𝑦) = 0,

𝑢(𝑥,−1) = 0, 𝑢(𝑥, 1) = 0.
(2)

Точное решение дифференциальной задачи (1)- (2) ищем методом пробных функций.
В начестве точного решения задачи (1)- (2) выберем функцию

𝑢𝑎(𝑥, 𝑦) =
𝑁∑︁

𝑛=1,3,5

𝑀∑︁
𝑚=1,2,3

5000 · 4096
𝑛3𝑚3𝜋8(𝑛2 +𝑚2)

sin

(︂
𝑛𝜋(𝑥+ 1)

2

)︂
sin

(︂
𝑚𝜋(𝑦 + 1)

2

)︂
. (3)

Вычисляем частные производные от этой функции:

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= −

𝑁∑︁
𝑛=1,3,5

𝑀∑︁
𝑚=1,2,3

5000 · 4096
𝑛3𝑚3𝜋8(𝑛2 +𝑚2)

(︁𝑛𝜋
2

)︁2
sin

(︂
𝑛𝜋(𝑥+ 1)

2

)︂
sin

(︂
𝑚𝜋(𝑦 + 1)

2

)︂
,

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= −

𝑁∑︁
𝑛=1,3,5

𝑀∑︁
𝑚=1,2,3

5000 · 4096
𝑛3𝑚3𝜋8(𝑛2 +𝑚2)

(︁𝑚𝜋
2

)︁2
sin

(︂
𝑛𝜋(𝑥+ 1)

2

)︂
sin

(︂
𝑚𝜋(𝑦 + 1)

2

)︂
.

Подставляя найденные выражения для частных производных в уравнению (1) имеем:

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= −

𝑁∑︁
𝑛=1,3,5

𝑀∑︁
𝑚=1,2,3

{︂
5000 · 4096

𝑛3𝑚3𝜋8(𝑛2 +𝑚2)

[︂(︁𝑛𝜋
2

)︁2
+
(︁𝑚𝜋

2

)︁2]︂
·

· sin
(︂
𝑛𝜋(𝑥+ 1)

2

)︂
sin

(︂
𝑚𝜋(𝑦 + 1)

2

)︂}︂
.

(4)

Затем имея в виду, что (︁𝑛𝜋
2

)︁2
+
(︁𝑚𝜋

2

)︁2
=
𝜋2

4
(𝑛2 +𝑚2).
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Коэффициент формулы (4) в фигурной скобке можно представить в следующем виде

5000 · 4096
𝑛3𝑚3𝜋8(𝑛2 +𝑚2)

· 𝜋
2

4
(𝑛2 +𝑚2) =

5000 · 1024
𝑛3𝑚3𝜋6

. (5)

Согласно свойством суммы под знаком суммы в (4) стоит произведение функций,
зависящих каждая от своего индекса, т.е.

∑︀
𝑛,𝑚

𝐴𝑛𝐵𝑚 = (
∑︀
𝑛

𝐴𝑛) · (
∑︀
𝑚

𝐵𝑚) Если коэффи-

циент 𝐴𝑛 не зависит от 𝑚, а 𝐵𝑚 не зависит от 𝑛 как и в нашем рассматриваемом

случае 𝐴𝑛 =
sin(𝑛𝜋(𝑥+1)

2 )
𝑛3 , 𝐵𝑚 =

sin(𝑚𝜋(𝑦+1)
2 )

𝑚3 , двойной ряд в формуле (4) раскладыва-
ется в произведение двух одномерных рядов.

Тогда формула (4) запысивается в следующем вид

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= −5000 ·

𝑁∑︁
𝑛=1,3,5

sin
(︁

𝑛𝜋(𝑥+1)
2

)︁
𝑛3

·
𝑀∑︁

𝑚=1,3,5

sin
(︁

𝑚𝜋(𝑦+1)
2

)︁
𝑚3

· 1024
𝜋6

. (6)

Из свойств разложения по рядов Фурье известно, что

𝑁∑︁
𝑛=1,3,5

sin
(︁

𝑛𝜋(𝑥+1)
2

)︁
𝑛3

· 32
𝜋3

= (1− 𝑥2), (7)

и аналогичная формула для по переменной 𝑦 имеет вид

𝑀∑︁
𝑚=1,3,5

sin
(︁

𝑚𝜋(𝑦+1)
2

)︁
𝑚3

· 32
𝜋3

= (1− 𝑦2). (8)

Тогда окончательно формула (6) принимает следующей вид:

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= −5000(1− 𝑥2)(1− 𝑦2). (9)

Отсюда имеем выражение для распределенной нагрузки

𝑓(𝑥, 𝑦) = 5000(1− 𝑥2)(1− 𝑦2). (10)

Таким образом, для дифференциальной задачи (1)- (2) точное решение (пробная
функция) определяется по формуле (3) а правая часть по формуле (10).

3 Метод решения
Для приближенного решения дифференциального уравнения (1) с краевыми

условиями (2), применяем дискретный вариант метода предварительного интегри-
рования где частные производные в левой части уравнения (1) и функция в правой
части 𝑓(𝑥, 𝑦) представляется в виде двойного ограниченного ряда по многочленам
Чебишева первого рода. Граничные условия (2) также записываются в виде рядов.
В результате получается система линейных алгебраических уравнений для опреде-
ления неизвестных коэффициентов приближенного решения задачи (1)- (2). Затем
сравнивается точное решение 𝑢𝑎(𝑥, 𝑦) в узлах коллокации полиномов Чебишева и
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приближенное решение 𝑢𝑒(𝑥, 𝑦), полученное дискретным вариантом метода предва-
рительного интегрирования. Таким образом, частные производные и правая часть
представляются в виде следующих рядов:

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
=

𝑁∑︁
𝑖=0

′
𝑀∑︁
𝑗=0

′𝑎
(2𝑥)
𝑖𝑗 𝑇𝑖(𝑥)𝑇𝑗(𝑦),

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
=

𝑁∑︁
𝑖=0

′
𝑀∑︁
𝑗=0

′𝑎
(2𝑦)
𝑖𝑗 𝑇𝑖(𝑥)𝑇𝑗(𝑦),

𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑁∑︁
𝑖=0

′
𝑀∑︁
𝑗=0

′𝑔𝑖𝑗𝑇𝑖(𝑥)𝑇𝑗(𝑦),

(11)

где 𝑇𝑖(𝑥), 𝑇𝑗(𝑦) – полиномы Чебышева первого рода, штрих над суммой означает,
что коэффициенты рядов 𝑎𝑖𝑗, 𝑔𝑖𝑗 берется со множителем 1

4
когда 𝑖 = 𝑗 = 0, эти

коэффициенты берется со множителем 1
2
когда 𝑖 = 0 или 𝑗 = 0. Теперь подставляя

ряды (11) в уравнению (1), имеем

𝑁∑︁
𝑖=0

′
𝑀∑︁
𝑗=0

′𝑎
(2𝑥)
𝑖𝑗 𝑇𝑖(𝑥)𝑇𝑗(𝑦) +

𝑁∑︁
𝑖=0

′
𝑀∑︁
𝑗=0

′𝑎
(2𝑦)
𝑖𝑗 𝑇𝑖(𝑥)𝑇𝑗(𝑦) = −

𝑁∑︁
𝑖=0

′
𝑀∑︁
𝑗=0

′𝑔𝑖𝑗𝑇𝑖(𝑥)𝑇𝑗(𝑦).

Затем, приравнивая коэффициенты на одинаковых степенях полиномов получим
следующую алгебраическую систему

𝑎
(2𝑥)
𝑖𝑗 + 𝑎

(2𝑦)
𝑖𝑗 = −𝑔𝑖𝑗. (12)

Для предварительного интегрирования уравнения (12) по переменным “𝑥” и “𝑦”
существуют следующие рекуррентные формулы, которые уменьшают порядок про-
изводных:

𝑎
((𝑘−1)𝑥)
𝑖𝑗 =

𝑎
(𝑘𝑥)
𝑖−1,𝑗 − 𝑎

(𝑘𝑥)
𝑖+1,𝑗

2𝑖
,

𝑎
((𝑘−1)𝑦)
𝑖𝑗 =

𝑎
(𝑘𝑦)
𝑖,𝑗−1 − 𝑎

(𝑘𝑦)
𝑖,𝑗+1

2𝑗
.

(13)

Кроме того, для определения коэффициентов в правой часты 𝑔𝑖𝑗 уравнение (12)
по известной функции 𝑓(𝑥, 𝑦) имеются дискретное обратное преобразование много-
членов Чебишева в узлах коллокации 𝑥𝑙 = cos 𝜋𝑙

𝑁
, (𝑙 = 0, 1, ..., 𝑁) и 𝑦𝑘 = cos 𝜋𝑙

𝑀
, (𝑘 =

= 0, 1, ...,𝑀):

𝑔𝑖𝑗 =
4

𝑀𝑁𝑐𝑖𝑐𝑗

𝑁∑︁
𝑙=0

𝑀∑︁
𝑘=0

(
1

𝑐𝑙𝑐𝑘
𝑓(𝑥𝑙, 𝑦𝑘)𝑇𝑖(𝑥𝑙)𝑇𝑗(𝑦𝑘)), 𝑖 = 0, 1, ..., 𝑁, 𝑗 = 0, 1, ...,𝑀, (14)

здесь 𝑐0 = 𝑐𝑁 = 𝑐𝑀 = 2, 𝑐𝑚 = 1, 𝑚 = 1, 2, ..., 𝑁 − 1, 𝑐𝑡 = 1, 𝑡 = 1, 2, ...,𝑀 − 1.
После двухкратного последовательного интегрирования уравнения (12) для част-

ных производных формируется конечный ряд по многочленам Чебишева, который
используется для определения коэффициентов приближенного решения дифферен-
циального уравнения (1):

𝑢𝑡(𝑥, 𝑦) =
𝑁∑︁
𝑖=0

′
𝑀∑︁
𝑗=0

′𝑎𝑖𝑗𝑇𝑖(𝑥)𝑇𝑗(𝑦), (15)
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где 𝑎𝑖𝑗(𝑖 = 0, 1, ..., 𝑁 ; 𝑗 = 0, 1, ...,𝑀) – неизвестные коэффициенты ряда (15), общая
количество этих неизвестных равны 𝐾 = (𝑁 +1)(𝑀 +1). Для определения неизвест-
ных коэффициентов уравнение (12) «интегрируется» дважды с помощью формулы
(13), как по переменной “𝑥”, так и по “𝑦”. Здесь приведем только первый шаг инте-
грирования по переменной “𝑥”:

𝑎
(𝑥)
𝑖𝑗 +

𝑎
(2𝑦)
𝑖−1,𝑗 − 𝑎

(2𝑦)
𝑖+1,𝑗

2𝑖
= −

(︂
𝑔𝑖−1,𝑗 − 𝑔𝑖+1,𝑗

2𝑖

)︂
.

После выполнения всех операций интегрирования и требования удовлетворения
краевых условий для приближенного решения (15) приводит к следующей системе
линейных алгебраических уравнений для определения неизвестных коэффициентов
разложения 𝑎𝑖𝑗:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

4𝑖(𝑖2 − 1)((𝑗 + 1)𝑎𝑖,𝑗−2 − 2𝑗𝑎𝑖,𝑗 + (𝑗 − 1)𝑎𝑖,𝑗+2)+
+4𝑗(𝑗2 − 1)((𝑖+ 1)𝑎𝑖−2,𝑗 − 2𝑖𝑎𝑖,𝑗 + (𝑖− 1)𝑎𝑖+2,𝑗) =
= −((𝑖+ 1)((𝑗 + 1)𝑔𝑖−2,𝑗−2 − 2𝑗𝑔𝑖−2,𝑗 + (𝑗 − 1)𝑔𝑖−2,𝑗+2)− 2𝑖((𝑗 + 1)𝑔𝑖,𝑗−2−
−2𝑗𝑔𝑖,𝑗 + (𝑗 − 1)𝑔𝑖,𝑗+2)+
+(𝑖− 1)((𝑗 + 1)𝑔𝑖+2,𝑗−2 − 2𝑗𝑔𝑖+2,𝑗 + (𝑗 − 1)𝑔𝑖+2,𝑗+2)), (𝑖 = 2, 𝑁, 𝑗 = 2,𝑀),
𝑎1𝑗 + 𝑎3𝑗 + ...+ 𝑎2𝑀−1,𝑗 = 0, (𝑗 = 2,𝑀),
1
2
𝑎0𝑗 + 𝑎2𝑗 + 𝑎4𝑗 + ...+ 𝑎2𝑀,𝑗 = 0, (𝑗 = 2,𝑀),
𝑎𝑖1 + 𝑎𝑖3 + 𝑎𝑖5 + ...+ 𝑎𝑖,2𝑀−1 = 0, (𝑖 = 0, 𝑁),
1
2
𝑎𝑖0 + 𝑎𝑖2 + 𝑎𝑖4 + ...+ 𝑎𝑖,2𝑀 = 0, (𝑖 = 0, 𝑁).

(16)

Систему (16) удобно записать в матричном виде

𝐴𝑥 = 𝑏, (17)

где 𝐴 – квадратная матрица порядка 𝐾×𝐾, здесь 𝐾 = (𝑁+1) ·(𝑀+1) состоящая из
коэффициентов системе (16), 𝑥𝑇 = (𝑎00, 𝑎10, ..., 𝑎𝑁0, 𝑎01, 𝑎11, ..., 𝑎𝑁1, ..., 𝑎0𝑀 , 𝑎1𝑀 , ..., 𝑎𝑁𝑀)
искомый вектор для неизвестных, 𝑏-правая часть системе (16). Решая систему (16)
определяются коэффициенты 𝑎𝑖𝑗(𝑖 = 0, 1, ..., 𝑁 ; 𝑗 = 0, 1, ...,𝑀), затем по формулам (3)
вычисляются значения точного решения, а по формуле (15) значения приближенного
решения в коллокационных узлах полиномов Чебышева.

4 Обсуждение результатов

Приведем результаты численных расчётов по исследованию величины изгиба пла-
стины вышеизложенным дискретным вариантом метода предварительного интегри-
рования.

В таблица приведены результаты сравнения точного 𝑢𝑒(𝑥, 𝑦) и приближенного
решения 𝑢𝑎(𝑥, 𝑦) в зависимости от количество аппроксимирующих полиномов как
по переменной “𝑥”, так и по переменной “𝑦” изменяющихся в следующем диапазоне:
𝑁 = 𝑀 = 20, 30, 40, 50. Видно, что при выбранных значениях полиномов Чебышева
максимальная абсолютная погрешность для приближенного решения уменьшаются
увеличением число аппроксимирующих полиномов.
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Таблица 1. Сравнение точного и приближенного решения

Рис. 1 Графики пробной функции

Рис. 2 Графики функции при 𝑁 = 𝑀 = 50



Численное моделирование изгиба тонкой . . . 35

Проведенные численные результаты показывают, что значения функции изгиба
положительны. Это означает, что пластина загибается вверх. Результаты таблица
наиболее наглядно иллюстрируются на рис.1-2. На рис.1 приведены графики точного
и приближенного решения для выбранной пробной функции 𝑢𝑒(𝑥, 𝑦), когда значения
число полиномов равным 𝑁 =𝑀 = 20.

Аналогичные результаты получается и в случае когда число аппроксимирующих
полиномов 𝑁 =𝑀 = 50. Данные результаты графически иллюстрированы на рис.2.

5 Заключение
В заключении можно отметить следующие основные моменты. Задача изгиба

тонкой пластины численно моделирован с применением дискретного варианта ме-
тода предварительного интегрирования с полиномамы Чебышева первого рода. С
помощью предлагаемого метода краевая задача для уравнения Пуассона сведена к
алгебраической задачи для определения неизвестных коэффициентов разложения.
Выбрано точное решение (пробная функция) для дифференциальной задачи, и оно
сравнено с приближенным решением полученным предлагаемым методом в колло-
кационных узлах полиномов Чебышева. Вычислены максимальные абсолютные по-
грешностьи для точного и приближенного решения в зависимости от число аппрок-
симирующих полиномов Чебышева, которые показывают высокую точность метода.
Построены графики для приближенного и точного решения, из этих графиков видно,
что пластина загибается вверх при заданной распределенной нагрузки, так как зна-
чения функции изгиба положительны при произвольных числах аппроксимирующих
полиномов.
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Many applied problems are described by the Dirichlet problem for the Poisson equa-

tions. This problem is used in the following practical situations: membrane or plate

deflection, electric potential, gravitational and magnetic potential, stationary tempera-

ture distribution (diffusion), and electron-optical systems. Although there are both direct

and iterative methods for numerically solving the Poisson equation, the question of the

effectiveness of using these methods remains relevant. In this work, the bending of a thin

plate is studied using a discrete version of the method of preliminary integration over

Chebyshev polynomials of the first kind. The proposed method is used to determine the

bending of the plate. Numerical calculations are performed to demonstrate the depen-

dence of the bending of the plate on the distributed load, and the proposed method is

shown to be highly accurate.
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