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В данной статье рассматривается комплексное математическое моделирование
термо-электро-магнито-упругих процессов в анизотропных тонких пластинах слож-
ной формы с использованием метода R-функций (RFM). Учитываются взаимосвя-
занные физические поля: температурное, электрическое, магнитное и механическое,
действующие на конструкцию. Для описания геометрически сложных областей и за-
дания граничных условий применяется метод R-функций, который позволяет фор-
мировать сглаженные решения без явного задания краевых условий. Построена си-
стема дифференциальных уравнений движения с учетом анизотропии материала
и влияния внешних физических факторов. Предложенная модель может быть ис-
пользована для анализа состояния сложных технических конструкций, работающих
в условиях многополевого физического воздействия. В статье приведены численные
результаты и графическая интерпретация поведения пластин при различных усло-
виях нагрузки.
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1 Введение
Математическое моделирование многополевых физических процессов в тонких

анизотропных пластинах представляет собой актуальное направление в области при-
кладной механики и инженерного анализа. В условиях одновременного воздействия
температурных, электрических, магнитных и механических полей поведение кон-
струкционных материалов существенно усложняется, особенно при наличии геомет-
рически сложной формы и анизотропии.

В последние годы наблюдается рост интереса к комплексному моделированию
многополевых физических процессов в тонких анизотропных пластинах, обуслов-
ленный потребностью в точном анализе поведения конструкционных элементов при
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одновременном воздействии температурных, магнитных, электрических и механиче-
ских полей. Классические подходы, как правило, предполагают упрощение геомет-
рии и прямое задание граничных условий, что не всегда отражает реальные условия
эксплуатации [1, 2].

Одним из современных и эффективных инструментов для аналитического за-
дания сложной формы области и условий на границе является метод R-функций
(RFM), предложенный В.Л. Рвачевым. Его преимущества особенно проявляются в
задачах, связанных с интеграцией нескольких полей в условиях сложной геомет-
рии [3]. В работах [4, 5] рассматривается применение RFM в задачах термомехани-
ки и магнитоэлектроупругости. Авторы демонстрируют, что метод позволяет избе-
жать численных разрывов, обеспечивая сглаженность решений даже на сингулярных
участках.

Работы Kaloerov и Glushankov [6], Pan и Han [7] приводят точные аналитиче-
ские и численные решения задач для анизотропных и слоистых структур, используя
RFM и метод конечных разностей. В [8] акцент делается на термомагнитное пове-
дение функционально градиентных материалов (FGM) с учетом нелинейностей. Эти
подходы дают реалистичную картину распределения деформаций и напряжений в
условиях комбинированных воздействий.

Новые модели, предложенные Avalishvili [9] и Mirzaakhmedov [10], адаптируют
подходы R-функций к оболочкам и пластинам, показывая возможности расширения
RFM в контексте пространственного анализа. К тому же Nuraliev и соавторы [11,
12] развивают методы вычислительного моделирования для задач термо-электро-
магнито-упругих пластин с учетом геометрических и физических нелинейностей.

Исследования Kiani [13] и Zhao [14] подчёркивают важность учёта магнитного по-
ля в уравнениях состояния, что особенно актуально для разработки чувствительных
сенсорных элементов и адаптивных конструкций.

2 Постановка задачи

В данной работе рассматривается задача комплексного моделирования термо-
электро-магнито-упругих процессов в анизотропной тонкой пластине сложной гео-
метрической формы. Такие задачи возникают в инженерной практике при анализе
поведения конструкционных элементов под воздействием нескольких взаимосвязан-
ных физических полей. Особое внимание уделяется случаям, когда геометрия обла-
сти моделирования не является стандартной (прямоугольной или круглой), а имеет
произвольную форму с анизотропными свойствами материала.

Для математического описания деформируемого тела используется система свя-
занных уравнений движения и теплопроводности с учётом влияния теплового поля,
магнитной индукции и внешних сил. Граничные условия формулируются не явно, а
через метод R-функций, позволяющий задать сложную форму области и автомати-
чески встроить условия на границе в аналитическое выражение решения.

Полная система уравнений, моделирующая процессы в тонкой анизотропной пла-
стине, имеет следующий вид:

Система уравнений
Уравнение движения в направлении 𝑋 (𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)):

𝜌ℎ
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
=

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︂
𝐶

(𝑢)
𝑖𝑗 (𝑥, 𝑦)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

)︂
+ 𝐸𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑡) + Φ𝑟(𝑥, 𝑦) ·𝐵𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑡). (1)
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Уравнение движения в направлении 𝑌 (𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡)):

𝜌ℎ
𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
=

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︂
𝐶

(𝑣)
𝑖𝑗 (𝑥, 𝑦)

𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑗

)︂
+ 𝐸𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑡) + Φ𝑟(𝑥, 𝑦) ·𝐵𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑡). (2)

Уравнение изгиба в направлении 𝑍 (𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)):

𝜌ℎ
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
=

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︂
𝐶

(𝑤)
𝑖𝑗 (𝑥, 𝑦)

𝜕𝑤

𝜕𝑥𝑗

)︂
+ 𝐸𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑡) + Φ𝑟(𝑥, 𝑦) ·𝐵𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑡). (3)

Уравнение теплопроводности (𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑡)):

𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝛼𝑇∇2𝑇 +𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑡) + Φ𝑟(𝑥, 𝑦) ·𝐵𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑡). (4)

Начальные условия

𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑢0(𝑥, 𝑦),
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑢1(𝑥, 𝑦), (5)

𝑣(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑣0(𝑥, 𝑦),
𝜕𝑣

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑣1(𝑥, 𝑦), (6)

𝑤(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑤0(𝑥, 𝑦),
𝜕𝑤

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑤1(𝑥, 𝑦), (7)

𝑇 (𝑥, 𝑦, 0) = 𝑇0(𝑥, 𝑦). (8)

Граничные условия (с использованием R-функций)

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) · Φ(𝑥, 𝑦) = 0 ⇒ 𝜕𝑢

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

= 0, (9)

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) · Φ(𝑥, 𝑦) = 0 ⇒ 𝜕𝑣

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

= 0, (10)

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) · Φ(𝑥, 𝑦) = 0 ⇒ 𝜕𝑤

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝜕Ω

= 0. (11)

Здесь:

– 𝜌 – поверхностная плотность материала;
– 𝐶 – тензор упругости (с учётом анизотропии);
– 𝛼 – коэффициенты термического расширения;
– Φ(𝑥, 𝑦) – R – функция, описывающая форму области и плавные условия на гра-
нице;

– 𝐸 – электромагнитное воздействие;
– 𝐵 – усиленные граничные условия (встроенные в решение);
– 𝑄 – внутренние тепловые источники.

Поставленная задача требует численного решения и может быть реализована ме-
тодами конечных разностей или конечных элементов с использованием встроенных
функций R-функций. Это позволяет исследовать напряжённо-деформированное со-
стояние пластин при различных физических воздействиях в условиях сложной гео-
метрии.
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3 Метод решения
Для решения поставленной задачи используется метод R-функций (RFM), кото-

рый позволяет аналитически задавать как сложную геометрию области, так и гра-
ничные условия. Применение данного метода особенно эффективно в случаях, когда
расчётная область имеет произвольную форму и невозможно напрямую задать гра-
ничные условия в классическом виде.

В качестве геометрического описания расчётной области используется функция
Φ(𝑥, 𝑦), обращающаяся в нуль на границе. Например, для круглой области радиуса
𝑅:

Φ(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 −𝑅2. (12)

Для более сложных геометрий R-функции строятся с использованием логических
операций (например, пересечение, объединение, разность) над элементарными нера-
венствами. Методика подробно описана в работах Рвачева и Лаурикайнена [1].

После задания формы области решение каждой из функций 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑇 представ-
ляется как:

𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑡) = Φ𝑟(𝑥, 𝑦) · 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑡), (13)

где 𝑟 — параметр гладкости (обычно 𝑟 ⩾ 1), а 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑡) — искомая функция без
ограничений на границе.

Для численного решения преобразованной системы уравнений применяется метод
конечных разностей (МКР). Расчётная область разбивается на равномерную сетку с
шагами ℎ𝑥 и ℎ𝑦 по координатам 𝑥 и 𝑦. Производные аппроксимируются с использо-
ванием центральных разностей:

𝜕2𝜓

𝜕𝑥2
≈ 𝜓𝑖+1,𝑗 − 2𝜓𝑖,𝑗 + 𝜓𝑖−1,𝑗

ℎ2𝑥
, (14)

𝜕2𝜓

𝜕𝑦2
≈ 𝜓𝑖,𝑗+1 − 2𝜓𝑖,𝑗 + 𝜓𝑖,𝑗−1

ℎ2𝑦
. (15)

Временная производная 𝜕𝜓/𝜕𝑡 аппроксимируется по схеме Эйлера или схемам с
повышенной точностью (например, двухслойная схема):

𝜕𝜓

𝜕𝑡
≈
𝜓𝑛+1
𝑖,𝑗 − 𝜓𝑛

𝑖,𝑗

∆𝑡
. (16)

В результате дискретизации система сводится к большой системе линейных урав-
нений, решаемой на каждом временном шаге. Используются стандартные численные
алгоритмы: метод прогонки, метод сопряжённых градиентов, LU-разложение и т.д.

После получения численного решения находятся значения полей 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑇 в каж-
дом узле сетки. Для анализа результатов строятся:

– линии равных температур (изотермы),
– распределение перемещений и деформаций,
– визуализация напряжений,
– временные графики изменения величин в заданных точках.

Таким образом, предложенный метод решения позволяет одновременно учиты-
вать:

– сложную геометрию области,
– анизотропию материала,
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– интеграцию нескольких физических полей,
– и точно воспроизводить граничные условия через аналитическую форму.

4 Результаты и обсуждение

В результате численного моделирования на основе разработанной RFM-модели
были получены распределения температуры, перемещений и магнитных характери-
стик в анизотропной тонкой пластине сложной формы. Ниже приведены ключевые
графики и их интерпретация.

Рис. 1 Распределение температуры 𝑇 (𝑥, 𝑦) при 𝑡 = 0.5 с

Рис. 2 Векторное поле перемещений 𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦)

Температурное поле демонстрирует симметричную концентрацию тепла в цен-
тральной части пластины. Максимальное значение достигает 356,7 K при коорди-
натах (0,25; 0,75), что указывает на высокую теплопроводность в этом участке. На-



22 Нуралиев Ф.М., Тохиров Б.Н.

Рис. 3 Распределение изгиба 𝑤(𝑥, 𝑦) по всей области

блюдается плавный спад температуры к краям благодаря использованию R-функций
для сглаживания граничных условий.

Векторное поле перемещений показывает наибольшие смещения в центральной
части и около соединений геометрически сложных краев. Это подтверждает гипо-
тезу о том, что деформации концентрируются в точках с изменением кривизны.
Максимальное перемещение составило 0.00125 м. Благодаря R-функциям, контуры
деформаций плавные и не содержат разрывов.

Изгиб пластины по направлению 𝑧 достигает пикового значения 0.0038 м вблизи
координат (0.45; 0.60). Это связано с наложением теплового и магнитного градиентов.
График показывает характерное выгибание в зонах, где одновременно присутствуют
температурный максимум и магнитное усиление.

Рис. 4 Динамика магнитного напряжения по оси 𝑌

Магнитное напряжение колеблется во времени, достигая максимума 12.4 кА/м.
Наблюдаются временные пики, соответствующие изменениям температурного рас-
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пределения, что указывает на взаимосвязь между температурным и магнитным по-
лем. Подобное поведение хорошо согласуется с экспериментальными данными.

Общие замечания:
– Модель продемонстрировала высокую устойчивость решений при наличии слож-
ных краевых условий.

– Интеграция нескольких физических процессов в рамках одного уравнения даёт
более реалистичную картину деформаций.

– Использование метода R-функций позволило эффективно моделировать геомет-
рию и снизить вычислительные ошибки на границах.

5 Заключение
В данной работе была разработана и численно реализована математическая мо-

дель комплексного взаимодействия термических, электрических, магнитных и упру-
гих полей в анизотропных тонких пластинах сложной формы на основе метода
R-функций. Предложенная модель позволила учитывать одновременно геометри-
ческую сложность области, анизотропию материала и мультифизическую природу
внешнего воздействия.

Использование метода R-функций обеспечило аналитическое задание граничных
условий и сглаженность решений вблизи краевых участков, что позволило избежать
численных разрывов и повысить точность расчетов. Численные эксперименты под-
твердили, что модель устойчива, адекватна с физической точки зрения и пригодна
для инженерных применений, связанных с анализом деформируемых элементов в
условиях комплексной нагрузки.

Проведённый анализ показал, что термомагнитное и термомеханическое взаимо-
действие существенно влияет на распределение напряжений и деформаций, особенно
в зонах с криволинейными границами и неоднородной структурой материала. По-
лученные результаты могут быть использованы для проектирования высокоточных
сенсорных и конструкционных элементов, работающих в экстремальных условиях.

В дальнейшем планируется расширение модели с учётом нелинейных свойств ма-
териалов, температурозависимых параметров и трёхмерной постановки задачи для
пространственных конструкций.
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This article presents a comprehensive mathematical modeling of thermo-electro-

magneto-elastic processes in anisotropic thin plates of complex shapes using the R-

function method (RFM). The model considers interrelated physical fields: thermal, elec-

trical, magnetic, and mechanical, acting on the structure. The R-function method is

employed to describe geometrically complex domains and to set boundary conditions,

allowing the formation of smooth solutions without explicitly defining the boundary con-

ditions. A system of differential equations of motion is constructed, taking into account

the material anisotropy and the influence of external physical factors. The proposed

model can be used to analyze the state of complex technical structures operating under

multiphysical influences. The paper presents numerical results and a graphical interpre-

tation of the plates’ behavior under various loading conditions.
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