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Сплайн-функции являются одним из ключевых инструментов современной вы-

числительной математики, находящих широкое применение в задачах аппроксима-

ции функций, интерполяции данных, численного моделирования и решения при-

кладных задач. В теории сплайнов существуют алгебраический и вариационный под-

ходы. В алгебраическом подходе сплайны рассматриваются как некоторые гладкие

кусочно-полиномиальные функции. В вариационном подходе сплайны понимаются

как элементы гильбертова или банахова пространства, минимизирующие опреде-

ленные функционалы. Затем изучаются проблемы существования, единственности

и сходимости сплайнов и алгоритмы их построения на основе собственных свойств

сплайнов. В настоящей работе изучается задача построения натуральных сплайн

функций в гильбертовом пространстве. Здесь используя метод Соболева приведено

алгоритм для решений системы линейных алгебраических уравнений для коэффи-

циентов натуральных сплайн функций. При𝑚 = 2 получено явные выражение опти-

маьных коэффициентов натуральных сплайн функции в гильбертовом пространстве

𝑊
(2,0)
2 (0, 1).
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1 Введение и постановка задач
Сплайн-функции являются одним из ключевых инструментов современной вы-

числительной математики, находящих широкое применение в задачах аппроксима-
ции функций, интерполяции данных, численного моделирования и решения приклад-
ных задач. Сплайны представляют собой функции, которые разбивают заданный
интервал на более мелкие сегменты, где аппроксимация осуществляется с помощью
полиномов низкой степени (обычно первой, второй или третьей), обеспечивая при
этом гладкость переходов между сегментами. Основное преимущество сплайнов за-
ключается в их высокой гибкости, вычислительной простоте и способности точно
моделировать сложные функции, сохраняя непрерывность производных. Эти свой-
ства сделали сплайны незаменимым инструментом в таких областях, как компьютер-
ная графика, обработка сигналов, медицинская визуализация, инженерный дизайн
и анализ данных.
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Теория сплайнов начала активно развиваться в середине XX века благодаря рабо-
там выдающихся математиков. Одним из пионеров в этой области является И. Шен-
берг, чьи исследования заложили фундамент современной теории сплайнов [1, 2]. Его
работы по интерполяционным сплайнам и их свойствам стали отправной точкой для
последующих исследований. Среди различных типов сплайнов особую популярность
приобрели кубические сплайны, которые обеспечивают оптимальный баланс между
гладкостью (непрерывностью первой и второй производных) и вычислительной эф-
фективностью. Вклад в развитие кубических сплайнов внесли такие ученые, как Д.
Холлидей и Карл де Бура [3–5].

Современные исследования в области сплайнов продолжают расширять их воз-
можности. Например, работы Л. Шумахера [6] по адаптивным сплайнам и их при-
менению в аппроксимации данных внесли значительный вклад в развитие методов
сглаживания. Также стоит отметить исследования Г.В. Миловановича и его коллег,
посвященные сплайнам в пространствах Соболева и их применению в численных ме-
тодах [7]. Сплайн-функции находят применение в самых разнообразных дисципли-
нах. Например, в компьютерной графике они используются для построения гладких
кривых и поверхностей [8], в обработке сигналов — для сглаживания данных и ре-
конструкции сигналов [9], а в медицинской визуализации — для повышения качества
изображений в компьютерной томографии [10].

В этом контексте активно разрабатываются альтернативные методы аппрокси-
мации, которые преодолевают ограничения предыдущих. Одним из таких методов,
доказавшим свою эффективность как в теоретических исследованиях, так и в прак-
тических приложениях, является использование сплайнов.

Теория сплайнов, основанная на вариационных методах, была изучена и получила
развитие в работах С.Б. Стечкина и Ю.Н. Субботина [11], В.А. Василенко [12] и
других.

В настоящей работе изучается задача построения натурального 𝐿-сплайна, 𝐿 ≡
𝑑𝑚/𝑑𝑥𝑚 + 1 на интервале [0, 1] в

𝑊
(𝑚,0)
2 (0, 1) =

{︁
𝜙 : [0, 1] → 𝑅

⃒⃒⃒
𝜙(𝑚−1) абсолютно непр. и 𝜙(𝑚) ∈ 𝐿2(0, 1)

}︁
.

Класс 𝑊
(𝑚,0)
2 (0, 1), снабженный полунормой

‖𝜙‖
𝑊

(𝑚,0)
2

=

(︂∫︁ 1

0

(︀
𝜙(𝑚)(𝑥) + 𝜙(𝑥)

)︀2
d𝑥

)︂1/2

, (1)

является гильбертовым пространством, если мы отождествляем функции, которые
отличаются решением уравнения 𝜙(𝑚)(𝑥) + 𝜙(𝑥) = 0.

Предположим, нам даны значения 𝑦𝛽, 𝛽 = 0, 1, ..., 𝑁 в точках 𝑥𝛽 ∈ [0, 1], 𝛽 =
= 0, 1, ..., 𝑁 . Рассмотрим следующую задачу интерполяции.

Задача 1. Среди всех функций 𝜙(𝑥) в 𝑊
(𝑚,0)
2 (0, 1) (𝑚− четная), удовлетворяю-

щих условиям
𝜙(𝑥𝛽) = 𝑦𝛽, 𝛽 = 0, 1, ..., 𝑁, (2)

найти функцию 𝑆𝑚(𝑥), которая дает минимум норме (1), где 𝑥𝛽 ∈ [0, 1] – узлы ин-
терполяции.

Решение 𝑆𝑚(𝑥) задачи 1 является обобщенным сплайном и однозначно определя-
ется относительно сеткиΔ : 0 = 𝑥0 < 𝑥1 < ... < 𝑥𝑁 = 1 на интервале [0,1] следующим
образом:
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(i) 𝑆𝑚(𝑥) - линейная комбинация экспоненциально-тригонометрических функ-
ций, удовлетворяющих равенству 𝐿*𝐿𝑆𝑚 = 0 на каждом интервале открытой сетки
(𝑥𝛽, 𝑥𝛽+1), 𝛽 = 0, 1, ..., 𝑁 − 1, где 𝐿* - сопряженная функция 𝐿;

(ii) 𝑆𝑚(𝑥) - линейная комбинация экспоненциально-тригонометрических функций,
удовлетворяющих равенству 𝐿𝑆𝑚 = 0 на интервалах (−∞, 0) и (1,∞);

(iii) 𝑆
(𝛼)
𝑚 (𝑥−𝛽 ) = 𝑆

(𝛼)
𝑚 (𝑥+𝛽 ), 𝛼 = 0, 1, ...,𝑚 и 𝛽 = 1, 2, ..., 𝑁 − 1;

(iv) 𝑆𝑚(𝑥𝛽) = 𝑦𝛽, 𝛽 = 0, 1, ..., 𝑁 ;
(v) 𝑆𝑚(𝑥) удовлетворяет следующим граничным условиям

𝑆
(𝑚+𝑖)
𝑚 (1) + 𝑆

(𝑖)
𝑚 (1) = 0, 𝑖 = 0, 1, . . . ,𝑚− 2,

𝑆
(𝑚+𝑖)
𝑚 (0) + 𝑆

(𝑖)
𝑚 (0) = 0, 𝑖 = 0, 1, . . . ,𝑚− 2.

Мы рассматриваем фундаментальное решение

𝐺𝑚(𝑥) =
sign(𝑥)

2𝑚2

𝑚∑︁
𝑘=1

[︃
(1−𝑚)𝑒𝑥 cos

(2𝑘−1)𝜋
𝑚 cos

(︂
𝑥 sin

(︂
(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂
+

(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂
+

+𝑥𝑒𝑥 cos
(2𝑘−1)𝜋

𝑚 cos

(︂
𝑥 sin

(︂
(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂
+

2𝜋 · (2𝑘 − 1)

𝑚

)︂]︃
. (3)

дифференциального оператора 𝑑2𝑚

𝑑𝑥2𝑚
+2 𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
+1 для четных натуральных чисел 𝑚, т.е.

решение уравнения

𝐺(2𝑚)
𝑚 (𝑥)−𝐺𝑚(𝑥) = 𝛿(𝑥), (4)

где 𝛿(𝑥) — дельта-функция Дирака.
Эта работа является прямым продолжением работы [13]. Следуя ( [12], C.46, тео-

рема 2.2), получаем

𝑆𝑚(𝑥) =
𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾𝐺𝑚(𝑥− 𝑥𝛾) + 𝑌𝑚(𝑥), (5)

где 𝐶𝛾, 𝛾 = 0, 1, . . . , 𝑁,𝐺𝑚(𝑥) определяется как (3) и

𝑌𝑚(𝑥) =

𝑚
2∑︁

𝑘=1

𝑒𝑥·cos
(2𝑘−1)𝜋

𝑚

[︃
𝑟1,𝑘 cos

(︂
𝑥 sin

(2𝑘 − 1) 𝜋

𝑚

)︂
+ 𝑟2,𝑘 sin

(︂
𝑥 sin

(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂]︃
, (6)

где 𝑟1,𝑘, 𝑟2,𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑚
2
– действительные числа.

Известно, что (см., например, [12]) решение 𝑆𝑚(𝑥) вида (5) задачи 1 существу-
ет, единственно при 𝑁 + 1 ⩾ 𝑚 и коэффициенты 𝐶𝛾, 𝑟1,𝑘 и 𝑟2,𝑘 уравнения 𝑆𝑚(𝑥)
определяются следующей системой 𝑁 +𝑚+ 1 линейных уравнений

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾𝐺𝑚(𝑥𝛽 − 𝑥𝛾) + 𝑌𝑚(𝑥𝛽) = 𝜙(𝑥𝛽), 𝛽 = 0, 1, ..., 𝑁, (7)

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾𝑒
𝑥𝛾 cos

(2𝑘−1)𝜋
𝑚 cos

(︂
𝑥𝛾 sin

(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂
= 0, 𝑘 = 1,

𝑚

2
, (8)

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾𝑒
𝑥𝛾 cos

(2𝑘−1)𝜋
𝑚 sin

(︂
𝑥𝛾 sin

(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂
= 0, 𝑘 = 1,

𝑚

2
. (9)
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Легко показать, что сплайн 𝑆𝑚(𝑥), определяемый уравнением (5) с коэффициентами
𝐶𝛾, 𝑟1,𝑘 и 𝑟2,𝑘(𝑘 = 1, 𝑚

2
), удовлетворяет условиям (i)-(v).

Следует отметить, что система (7) - (9) имеет единственное решение. Доказа-
тельство единственности решения системы (7) - (9) аналогично доказательству един-

ственности решения системы для оптимальных коэффициентов в пространстве 𝐿
(𝑚)
2 ,

полученному в работах Соболева [14, 15].
Далее, рассмотрим случай равноотстоящих узлов. Предположим, что 𝑥𝛽 =

= ℎ𝛽, 𝛽 = 0, 1, 2, ..., 𝑁, ℎ = 1
𝑁
.

Теперь предположим, что 𝐶𝛽 = 0 при 𝛽 < 0 и 𝛽 > 𝑁 . Тогда, используя свертку
двух дискретных аргументов-функций 𝜙(ℎ𝛽) и 𝜓(ℎ𝛽) (см. [14, 15]):

𝜙(ℎ𝛽) * 𝜓(ℎ𝛽) =
∞∑︁

𝛾=−∞

𝜙(ℎ𝛾) · 𝜓(ℎ𝛽 − ℎ𝛾),

перепишем систему (7) - (9) в следующей форме свертки

𝐶𝛽 *𝐺𝑚(ℎ𝛽) + 𝑌𝑚(ℎ𝛽) = 𝜙(ℎ𝛽), 𝛽 = 0, 1, ..., 𝑁, (10)
𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾𝑒
ℎ𝛾 cos

(2𝑘−1)𝜋
𝑚 cos

(︂
ℎ𝛾 sin

(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂
= 0, 𝑘 = 1,

𝑚

2
, (11)

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾𝑒
ℎ𝛾 cos

(2𝑘−1)𝜋
𝑚 sin

(︂
ℎ𝛾 sin

(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂
= 0, 𝑘 = 1,

𝑚

2
. (12)

Для решения системы (10) - (12) методом Соболева нам понадобится дискретный

аналог дифференциального оператора d2𝑚

d𝑥2𝑚
+ 2 d𝑚

d𝑥𝑚
+ 1 при четных 𝑚. Следующий

параграф посвящен построению этого дискретного оператора 𝐷𝑚(ℎ𝛽).

2 Дискретный оператор 𝐷𝑚(ℎ𝛽)

В настоящем параграфе для четного натурального числа 𝑚 строится функция
𝐷𝑚(ℎ𝛽) дискретного аргумента, удовлетворяющая уравнению

𝐷𝑚(ℎ𝛽) *𝐺𝑚(ℎ𝛽) = 𝛿 d(ℎ𝛽), (13)

где

𝐺𝑚(ℎ𝛽) =

=
sign(ℎ𝛽)

2𝑚2

𝑚∑︁
𝑘=1

[︃
(1−𝑚)𝑒ℎ𝛽 cos

(2𝑘−1)𝜋
𝑚 cos

(︂
ℎ𝛽 sin

(︂
(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂
+

(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂
+

+ℎ𝛽𝑒ℎ𝛽 cos
(2𝑘−1)𝜋

𝑚 cos

(︂
ℎ𝛽 sin

(︂
(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂
+

2𝜋 · (2𝑘 − 1)

𝑚

)︂]︃
,

𝛿d(ℎ𝛽) – дискрет дельта-функция, т.е., 𝛿d(ℎ𝛽) =

{︂
1, 𝛽 = 0,
0, 𝛽 ̸= 0.

Следует отметить, что метод построения дискретной функции аргумента 𝐷𝑚(ℎ𝛽)
аналогично методу построения дискретных аналогов дифференциальных операторов
d2𝑚

d𝑥2𝑚
, d2𝑚

d𝑥2𝑚
− d2𝑚−2

d𝑥2𝑚−2 ,
d2𝑚

d𝑥2𝑚
+ 2𝜔2 d2𝑚−2

d𝑥2𝑚−2 + 𝜔4 d2𝑚−4

d𝑥2𝑚−4 и
d2𝑚

d𝑥2𝑚
− 1 в работах [16–19].
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Дискретная функция 𝐷𝑚(ℎ𝛽) играет важную роль при вычислении коэффициен-

тов оптимальных интерполяционных в пространстве𝑊
(𝑚,0)
2 . Отметим, что уравнение

(13) является дискретным аналогом следующего уравнения(︂
d2𝑚

d𝑥2𝑚
+ 2

d𝑚

d𝑥𝑚
+ 1

)︂
𝐺𝑚(𝑥) = 𝛿(𝑥), (14)

где 𝐺𝑚(𝑥) определяется равенством (3), 𝛿 - дельта-функция Дирака.
Справедлива следующая
Теорема 1. Дискретный аналог дифференциального оператора d2𝑚

d𝑥2𝑚
+ 2 d𝑚

d𝑥𝑚
+ 1

удовлетворяющий равенству (13), при 𝑚− четном, имеет вид

𝐷𝑚 (ℎ𝛽) =
𝑚2

𝐾
·

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑚−1∑︀
𝑘=1

𝐴*
𝑘 · 𝜆

|𝛽|−1
𝑘 , |𝛽| ⩾ 2,

1 +
𝑚−1∑︀
𝑘=1

𝐴*
𝑘, |𝛽| = 1,

𝑀1 − 𝐾1

𝐾
+

𝑚−1∑︀
𝑘=1

𝐴*
𝑘

𝜆𝑘
, 𝛽 = 0.

(15)

где 𝐾,𝐾1,𝑀1, 𝐴
*
𝑘 и 𝜆𝑘 определены в работе [20].

Теорема 2. Дискретный аналог 𝐷𝑚(ℎ𝛽) дифференциального оператора
d2𝑚

d𝑥2𝑚
+

+ 2 d𝑚

d𝑥𝑚
+ 1 удовлетворяет равенствам

1) 𝐷𝑚 (ℎ𝛽) * 𝑒ℎ𝛽 cos
(2𝑘−1)𝜋

𝑚 cos

(︂
ℎ𝛽 sin

(2𝑘 − 1) 𝜋

𝑚

)︂
= 0,

2) 𝐷𝑚 (ℎ𝛽) * 𝑒ℎ𝛽 cos
(2𝑘−1)𝜋

𝑚 sin

(︂
ℎ𝛽 sin

(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂
= 0,

3) 𝐷𝑚 (ℎ𝛽) * ℎ𝛽𝑒ℎ𝛽 cos
(2𝑘−1)𝜋

𝑚 cos

(︂
ℎ𝛽 sin

(2𝑘 − 1) 𝜋

𝑚

)︂
= 0,

4) 𝐷𝑚 (ℎ𝛽) * ℎ𝛽𝑒ℎ𝛽 cos
(2𝑘−1)𝜋

𝑚 sin

(︂
ℎ𝛽 sin

(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂
= 0,

где 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑚
2
, 𝑚 - четное натуральное число.

Приведенные теоремы доказаны в работе [20].

3 Решение дискретной системы в сверточном виде (10) - (12)
В этом параграфе мы даем алгоритм нахождения точного решения системы (10)-

(12) с помощью дискретного аналога 𝐷𝑚(ℎ𝛽) дифференциального оператора
d2𝑚

d𝑥2𝑚
+

+ 2 d𝑚

d𝑥𝑚
+ 1, полученный в предыдущем разделе.

Введем функции
𝜗𝑚 (ℎ𝛽) = 𝐶𝛽 *𝐺𝑚 (ℎ𝛽) (16)

и
𝑢𝑚 (ℎ𝛽) = 𝜗𝑚 (ℎ𝛽) + 𝑌𝑚 (ℎ𝛽, 𝑟1,𝑘, 𝑟2,𝑘) , (17)

где 𝑌𝑚 (ℎ𝛽, 𝑟1,𝑘, 𝑟2,𝑘) — дискретная функция 𝑌𝑚(𝑥), определяемая как (6). Тогда, при-
нимая во внимание (13), для коэффициентов 𝐶𝛽 имеем

𝐶𝛽 = 𝐷𝑚(ℎ𝛽) * 𝑢𝑚 (ℎ𝛽) . (18)

Итак, если мы находим функцию 𝑢𝑚 (ℎ𝛽), то оптимальные коэффициенты опреде-
ляются из формулы (18). Для того чтобы вычислить свертку (18), нам нужно найти
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представление функции 𝑢𝑚 (ℎ𝛽) для всех целочисленных значений аргумента 𝛽. Из
равенства (10) ясно, что 𝑢𝑚 (ℎ𝛽) = 𝜙(ℎ𝛽) для ℎ𝛽 ∈ [0, 1].

𝜗𝑚(ℎ𝛽) = − 1

2𝑚2

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾

𝑚∑︁
𝑛=1

[︃
(1−𝑚)𝑒(ℎ𝛽−ℎ𝛾) cos

(2𝑛−1)𝜋
𝑚 ×

× cos

(︂
(ℎ𝛽 − ℎ𝛾) sin

(2𝑛− 1)𝜋

𝑚
+

(2𝑛− 1)𝜋

𝑚

)︂
+ (ℎ𝛽 − ℎ𝛾)𝑒(ℎ𝛽−ℎ𝛾) cos

(2𝑛−1)𝜋
𝑚 ×

× cos

(︂
(ℎ𝛽 − ℎ𝛾) sin

(2𝑛− 1)𝜋

𝑚
+

2𝜋(2𝑛− 1)

𝑚

)︂]︃
.

(19)

Используя равенства (11)-(12), после некоторых упрощений при 𝛽 < 0 приводим
выражение (19) к виду

𝜗𝑚(ℎ𝛽) = −𝑌𝑚(ℎ𝛽, 𝑞1,𝑘, 𝑞2,𝑘),
где

𝑌𝑚(ℎ𝛽, 𝑞1,𝑘, 𝑞2,𝑘) =

𝑚/2∑︁
𝑘=1

[︃
(𝑚− 1)𝑒ℎ𝛽 cos

(2𝑘−1)𝜋
𝑚

[︃
𝑞1,𝑘 cos

(︂
ℎ𝛽 sin

(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂
+

+𝑞2,𝑘 sin

(︂
ℎ𝛽 sin

(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚

)︂]︃
−𝑅𝑚(ℎ𝛽)

]︃
,

(20)

где 𝑞1,𝑘, 𝑞2,𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑚
2
– неизвестные и

𝑅𝑚(ℎ𝛽) = ℎ𝛽
𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾𝑒
(ℎ𝛽−ℎ𝛾) cos (2𝑘−1)𝜋

𝑚 cos

(︂
(ℎ𝛽 − ℎ𝛾) sin

(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚
+

2𝜋(2𝑘 − 1)

𝑚

)︂
+

+
𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾(ℎ𝛾)𝑒
(ℎ𝛾−ℎ𝛽) cos (2𝑘−1)𝜋

𝑚 cos

(︂
(ℎ𝛾 − ℎ𝛽) sin

(2𝑘 − 1)𝜋

𝑚
+

2𝜋(2𝑘 − 1)

𝑚

)︂
.

Вычисления показывают, что 𝜗𝑚(ℎ𝛽) при 𝛽 > 𝑁 имеет вид

𝜗𝑚(ℎ𝛽) = 𝑌𝑚(ℎ𝛽, 𝑞1,𝑘, 𝑞2,𝑘).

Используя последние два выражения для 𝜗𝑚(ℎ𝛽) и учитывая (17), мы имеем

𝑢𝑚(ℎ𝛽) =

{︃
𝑌𝑚(ℎ𝛽, 𝑟1,𝑘, 𝑟2,𝑘)− 𝑌𝑚(ℎ𝛽, 𝑞1,𝑘, 𝑞2,𝑘), 𝛽 < 0,

𝑌𝑚(ℎ𝛽, 𝑟1,𝑘, 𝑟2,𝑘) + 𝑌𝑚(ℎ𝛽, 𝑞1,𝑘, 𝑞2,𝑘), 𝛽 > 𝑁.
(21)

Здесь 𝑟1,𝑘, 𝑟2,𝑘 и 𝑞1,𝑘, 𝑞2,𝑘 – неизвестные.
Обозначим

𝑟−1,𝑘 = 𝑟1,𝑘 − 𝑞1,𝑘, 𝑟−2,𝑘 = 𝑟2,𝑘 − 𝑞2,𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑚
2
,

𝑟+1,𝑘 = 𝑟1,𝑘 + 𝑞1,𝑘, 𝑟+2,𝑘 = 𝑟2,𝑘 + 𝑞2,𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑚
2
.

(22)

Если мы найдем неизвестные 𝑟−1,𝑘, 𝑟
−
2,𝑘 и 𝑟

+
1,𝑘, 𝑟

+
2,𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑚

2
, то из (22) получаем

𝑟1,𝑘, 𝑟2,𝑘 и 𝑞1,𝑘, 𝑞2,𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑚
2
следующим образом

𝑟1,𝑘 =
1
2
(𝑟+1,𝑘 + 𝑟−1,𝑘), 𝑟2,𝑘 =

1
2
(𝑟+2,𝑘 + 𝑟−2,𝑘), 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑚

2
,

𝑞1,𝑘 =
1
2
(𝑟+1,𝑘 − 𝑟−1,𝑘), 𝑞2,𝑘 =

1
2
(𝑟+2,𝑘 − 𝑟−2,𝑘), 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑚

2
.

(23)
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Так как при 𝛽 < 0 и 𝛽 > 𝑁 коэффициенты 𝐶𝛽 = 0, то из (18) при 𝑟−1,𝑘, 𝑟
−
2,𝑘 и 𝑟

+
1,𝑘, 𝑟

+
2,𝑘,

𝑘 = 1, 2, ..., 𝑚
2
получаем следующую систему 2𝑚 линейных уравнений

𝐷𝑚(ℎ𝛽) * 𝑢𝑚(ℎ𝛽) = 0 for 𝛽 = −1,−2, ...,−𝑚 and 𝛽 = 𝑁 + 1, 𝑁 + 2, ..., 𝑁 +𝑚.

Решение последней системы с учетом (22) и (23) из равенств (10) и (21) мы получаем
следующий явный вид для 𝑢𝑚(ℎ𝛽):

𝑢(ℎ𝛽) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑌𝑚(ℎ𝛽, 𝑟

−
1,𝑘, 𝑟

−
2,𝑘), 𝛽 < 0,

𝜙(ℎ𝛽), 𝛽 = 0, 1, ..., 𝑁,

𝑌𝑚(ℎ𝛽, 𝑟
+
1,𝑘, 𝑟

+
2,𝑘), 𝛽 > 𝑁.

(24)

Тогда мы получаем коэффициенты 𝐶𝛽 натуральных сплайнов вида (5) следующим
образом

𝐶𝛽 = 𝐷𝑚(ℎ𝛽) * 𝑢𝑚(ℎ𝛽), 𝛽 = 0, 1, ..., 𝑁.

Таким образом, решена задача построения натуральных сплайнов вида (2) в про-

странстве 𝑊
(𝑚,0)
2 (0, 1) для четных натуральных чисел 𝑚. В следующем параграфе

мы реализуем этот алгоритм в случае 𝑚 = 2.

4 Тригонометрический натуральный сплайн
В данном параграфе представлен результат реализации алгоритма построения

тригонометрического натурального сплайна (2) в пространстве 𝑊
(𝑚,0)
2 (0, 1) в случае

𝑚 = 2.
Случай 𝑚 = 2: В этом случае задача 1 выглядит следующим образом.
Задача 2. Найдите функцию 𝑆2(𝑥) ∈ 𝑊

(2,0)
2 , которая минимизирует величину∫︁ 1

0

(𝜙′′(𝑥) + 𝜙(𝑥))
2
d𝑥

и удовлетворяет условиям интерполяции

𝑆2(ℎ𝛽) = 𝜙(ℎ𝛽), 𝛽 = 0, 1, ..., 𝑁,

где ℎ = 1
𝑁
, 𝑁 = 1, 2, ..., 𝜙 ∈ 𝑊

(2,0)
2 (0, 1).

Решением задачи 2 является тригонометрический натуральный сплайн 𝑆2(𝑥) и он
имеет следующий вид

𝑆2(𝑥) =
𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾
sgn(𝑥− ℎ𝛾)

4
[sin (𝑥− ℎ𝛾)− (𝑥− ℎ𝛾) cos (𝑥− ℎ𝛾)] + 𝑟1,1 sin𝑥++𝑟2,1 cos𝑥

и коэффициенты 𝐶𝛾, 𝛾 = 0, 1, ..., 𝑁, 𝑟1,1 и 𝑟2,1 этого сплайна удовлетворяют систему

𝐶𝛽 *𝐺2(ℎ𝛽) + 𝑟1,1 sin(ℎ𝛽) + 𝑟2,1 cos(ℎ𝛽) = 𝜙(ℎ𝛽), 𝛽 = 0, 𝑁, (25)
𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾 sin(ℎ𝛾) = 0, (26)

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾 cos(ℎ𝛾) = 0. (27)
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где

𝐺2(ℎ𝛽) =
sin(ℎ𝛽)

4
[sin(ℎ𝛽)− ℎ𝛽 cos(ℎ𝛽)] .

В работе [21] решена система (25) - (27) и доказана следующая теорема:
Теорема 3. Коэффициенты тригонометрического натурального сплайна 𝑆2(𝑥)

в пространстве 𝑊
(2,0)
2 (0, 1) имеют следующий вид

𝐶0 = 𝐶𝑝𝜙(0) + 𝑝[𝜙(ℎ)− 𝑟−1,1 sinℎ+ 𝑟−2,1 cosℎ] +
𝐴1𝑝

𝜆1

[︃
𝑁∑︁
𝛾=0

𝜆𝛾1𝜙(ℎ𝛾) +𝑀1 + 𝜆𝑁1 𝑁1

]︃
,

𝐶𝛽 = 𝐶𝑝𝜙(ℎ𝛽) + 𝑝[𝜙(ℎ(𝛽 − 1)) + 𝜙(ℎ(𝛽 + 1))]+

+
𝐴1𝑝

𝜆1

[︃
𝑁∑︁
𝛾=0

𝜆
|𝛽−𝛾|
1 𝜙(ℎ𝛾) + 𝜆𝛽1𝑀1 + 𝜆𝑁−𝛽

1 𝑁1

]︃
, 𝛽 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1,

𝐶𝑁 = 𝐶𝑝𝜙(1) + 𝑝[𝜙(ℎ(𝑁 − 1)) + 𝑟+1,1 sin(1 + ℎ) + 𝑟+2,1 cos(1 + ℎ)]+

+
𝐴1𝑝

𝜆1

[︃
𝑁∑︁
𝛾=0

𝜆𝑁−𝛾
1 𝜙(ℎ𝛾) + 𝜆𝑁1 𝑀1 +𝑁1

]︃
,

𝑟1,1 =
1

2
(𝑟+1,1 + 𝑟−1,1), 𝑟2,1 =

1

2
(𝑟+2,1 + 𝑟−2,1),

где

𝑀1 =
𝜆1[𝑑

−
2 (cosℎ− 𝜆1)− 𝑑−1 sinℎ]

𝜆21 − 2𝜆1 cosℎ+ 1
, (28)

𝑁1 =
𝜆1[𝑑

+
2 (cos(1 + ℎ)− 𝜆1 cos 1) + 𝑑+1 (sin(1 + ℎ)− 𝜆1 sin 1)]

𝜆21 − 2𝜆1 cosℎ+ 1
, (29)

и 𝑟+1,1, 𝑟
−
1,1, 𝑟

+
2,1, 𝑟

−
2,1, 𝑝, 𝐴1, 𝐶 и 𝜆1 определены в теореме 3.1 работы [21].

Отметим, что тригонометрический натуральный сплайн вида 𝑆2(𝑥) с коэффици-
ентами, указанными в теореме 3, точна для тригонометрических функций sin(𝑥) и
cos(𝑥).

5 Заключение
Таким образом, в данной работе с использованием метода Соболева представлен

алгоритм решения системы алгебраических уравнений относительно коэффициентов
натуральных сплайнов вида (2). Решая систему (10)-(12) в случае 𝑚 = 2, получены
явные выражения для коэффициентов 𝐶𝛽 и с использованием этих коэффициен-
тов построен тригонометрический натуральный сплайн вида 𝑆2(𝑥) в пространстве

𝑊
(2,0)
2 (0, 1). Отметим, что тригонометрический натуральный сплайн вида 𝑆2(𝑥) в про-

странстве 𝑊
(2,0)
2 (0, 1), точна для тригонометрических функций sin(𝑥) и cos(𝑥).
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