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В данной статье рассматривается численное моделирование задачи нелинейной

фильтрации подземных вод с учетом испарения и инфильтрации. Особое внимание

уделяется влиянию нелинейных эффектов на распределение и динамику фильтра-

ционных потоков в пористых средах. Разработана математическая модель, осно-

ванная на системе нелинейных дифференциальных уравнений, описывающих про-

цесс фильтрации воды в грунте. Для решения применены численные методы, вклю-

чая разностные схемы и итерационные алгоритмы, обеспечивающие устойчивость

и сходимость вычислений. Выполнено численное моделирование различных усло-

вий, описывающих динамику подземных вод с учётом изменяющейся влажности

и воздействия внешних факторов. Представлен алгоритм, разработанный на осно-

ве конечно-разностного решения системы уравнений фильтрации подземных вод в

двухслойной модели водоносных пластов. Алгоритм реализован в виде программ-

ного обеспечения, предназначенного для решения различных гидрогеологических и

мелиоративных задач прогноза. Программа учитывает влияние как природных, так

и искусственных факторов на процесс фильтрации грунтовых и напорных вод. Ре-

зультаты расчетов визуализируются в графической форме.
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1 Введение
В настоящее время в мире широко проводятся целенаправленные исследования,

направленные на изучение процессов неустановившейся фильтрации подземных вод.
Вода, наряду с воздухом, является неотъемлемым и чрезвычайно важным компонен-
том среды обитания всего живого на нашей планете. Одним из важнейших гидро-
геологических процессов является фильтрация или геофильтрация подземных вод,
представляющая собой самотечное течение воды в пористой или трещиноватой среде.
Движение подземных вод в основном осуществляется за счет геофильтрации. При
этом правильный прогноз изменения уровня грунтовых вод при орошении оценка
влияния искусственных и естественных дренажных сооружений на колебание уров-
ня грунтовых вод имеют важное значение для гидрогеологии и мелиорации. На се-
годняшний день, такие гидрогеологические исследования как, расчёты водозаборов
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подземных вод, защита карьеров от затопления, охрана подземных вод от загрязне-
ния и многие другие, не обходятся без численного моделирования геофильтрации [1].

Методы численного моделирования геофильтрационных процессов в подземных
водах, а также разработка и реализация предлагаемой методики решения гидрогео-
логических задач в качестве примеров приведены [2] исследования геофильтрацион-
ных процессов в горных районах Республики Узбекистан, где разработаны рекомен-
дации по оптимальному использованию подземных вод в питьевом водоснабжении и
орошении, проанализированы проблемы поступления пластовых вод в подземные во-
доносные горизонты в виде фильтрации, а также предложены оптимальные решения
по строительству дренажных систем в горных районах. Основное внимание уделя-
ется разработке математических моделей, описывающих процессы взаимодействия
подземных и поверхностных вод с учетом различных природных и антропогенных
факторов. Описаны методы прогнозирования изменения уровня и состояния подзем-
ных вод, а также расчета элементов водного баланса. Также уделяется внимание ис-
пользованию информационных технологий, систем математического моделирования
и геоинформационных технологий для повышения точности результатов гидрогео-
логических исследований.

Как самостоятельная научная гидрогеологическая дисциплина динамика подзем-
ных вод оформилась в начале 1930-х годов. Основоположником ее считается
Г.Н. Каменский, который первым обобщил и применил к решению гидрогеологиче-
ских задач многое из того, что было разработано к тому времени в теории филь-
трации. Он создал теории движения естественных потоков в неоднородных пластах
и стационарного подпора грунтовых вод в различных гидрогеологических условиях,
разработал гидродинамические основы изучения режима и баланса подземных вод
на основе метода конечных разностей.

Первые фундаментальные разработки в области теории фильтрации относятся к
середине XIX в. Они связаны с именами гидравликов А. Дарси, который эмпирически
обосновал основной закон фильтрации в пористой среде, и Ж. Дюпи, применившего
этот закон к изучению движения воды в песчаных пластах и к скважинам. В конце
XIX начале XX вв. значительный вклад в теорию фильтрации внесли гидромеханики
Н. Е. Жуковский, Ф.Форхгеймер иЖ.Буссинеск, которые предложили дифференци-
альные уравнения для описания фильтрации реальных жидкостей в пористой среде
и применили их к решению задач водопритока к скважинам и изучению грунтовых
вод. Дальнейшее развитие математических основ теории фильтрации связано с ра-
ботами многих ведущих гидромехаников в области гидротехнического
(Н.Н. Павловский, В.И. Аравини С.Н. Нумеров, П.Я. Полубаринова-Кочина и др.)
и ирригационного (В.В. Ведерников, С.Ф. Аверьянов, Н.Н. Веригин, A.Я. Олейник
и др.) строительства, а также разработки месторождений нефти и газа (Л. С. Лей-
бензон, И. А. Чарный, В.Н. Щелкачев и др [3–5].

Подземные воды нельзя изучать изолированно от вод в атмосфере и на поверх-
ности земли. Вода из атмосферы поступает на поверхность земли в виде осадков:
дождя, снега и, в меньшей мере, росы и туманов. При этом одна часть осадков сте-
кает по поверхности земли в реки, несущие свои воды в океаны и моря, а другая
просачивается через почву и насыщает нижележащие слои горных пород, пополняя
запасы подземных вод. Подземные воды также находятся в непрерывном движении,
участвуя в питании рек, озер и болот; во многих местах они выходят на дневную по-
верхность в виде источников. В мире уделяется большое внимание созданию и совер-
шенствованию, а также развитию математических моделей газо-гидродинамических



Численное решение нелинейной задачи фильтрации грунтовых и напорных вод 39

процессов, использованию возможностей численных методов и инфокоммуникацион-
ных технологий для решения линейных и нелинейных задач теории фильтрации [6, 7].

Математические модели процесса фильтрации подземных вод в многослойных
пористых средах, обычно описываются системами линейных и нелинейных диффе-
ренциальных уравнений в частных производных с соответствующими краевыми и
внутренними условиями различного рода. Поэтому, к настоящему времени в области
разработки математических моделей и вычислительных алгоритмов решения подоб-
ных задач уже получены значительные результаты прикладного и фундаменталь-
ного характера. В частности, значительный вклад в методологию математического
моделирования фильтрационных потоков в многослойных средах оказали исследо-
вания М.С. Хантуша, а также рассмотрены достаточно количество фундаменталь-
ных работ, например, В.Н.Шестакова, Н.Н.Верегина, И.А.Чарного, Ф.Б.Абуталиева
и других авторах, в которых учитывается упругой режим фильтрации в слоях [8–15].

В монографиях Ф.Б.Абуталиева и др. рассматривается процесс прогнозирования
и анализ динамики изменения уровня подземных и напорных вод с использованием
аналитическими, приближенно-аналитическими и численными методами. Представ-
лен краткий анализ научных работ и вычислительных экспериментов по математиче-
скому и численному моделированию исследуемого объекта. Изучено, что изменения
уровня грунтовых и напорных вод, водопроницаемости, коэффициента водоотдачи
и скорости фильтрации, связанной с уровнем грунтовых вод, оказывают серьезное
влияние на экологический процесс.

Регионы с разной влажностью отличаются друг от друга резким перепадом тем-
пературы воздуха, количества осадков и испарения. В пустынных и полупустынных
районах процесс инфильтрации может происходить круглый год (непрерывно), по-
скольку почвы почти никогда не промерзают.

Основная часть осадков (до 70-80%) выпадает в ноябре-марте. В полупустынных
районах годовая сумма осадков за многие годы орошения увеличивается в 2-2,5 раза
от средней многолетней нормы. Результаты изучения баланса ливневых стоков на
территории Узбекистана показали, что 75-95% стока из района забора и транзита
в регион потребления является испарением. Из-за этого почвы сильно засолены, а
верхняя часть просачивающихся вод тоже соленая. Если землю орошать, уровень
грунтовых вод повысится, а испарение увеличится. Без проведения полномасштаб-
ных мелиоративных мероприятий на этих землях невозможно получить урожай так
как испарение приводит к сильному засолению почв.

В связи с этим анализ многолетних данных об изменении уровня подземных вод
показал, что:

– максимальное значение внешних факторов (дождь, снег, влажность и т.д.) на-
блюдается преимущественно с середины осени до середины весны (октябрь, ноябрь,
декабрь, январь, февраль, март, апрель), а минимальные значения наблюдаются с
конца весны до осени, соответствующей ее началу (май, июнь, июль, август, сен-
тябрь);

– максимальная величина испарения наблюдается с середины весны до начала
осени (апрель, май, июнь, июль, август, сентябрь), а минимальные показатели - с
начала осени до начала весны (октябрь, ноябрь, декабрь, январь, февраль, март
месяцы).

Изменения уровня грунтовых вод под воздействием внешних факторов и испаре-
ния играют важную роль в сельскохозяйственном секторе и на территориях, исполь-
зуемых для потребления и промышленности.
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На основе анализа и статистической обработки многолетних метеорологических
данных с целью изучения влияния этих внешних факторов и испарения:

– для расчета внешних факторов получено следующее соотношение:

𝑓 = 𝑓0 +Δ𝑓 · sin(𝑤𝑡).

Здесь 𝑓0 – среднемесячное изменение внешних факторов, Δ𝑓 – изменение годовой
амплитуды внешних факторов, 𝑤 – циклические частоты месячных изменений.

График изменения внешних факторов (дождь, снег, влажность и т.д.) во времени
по результатам расчета представлен ниже (Рис. 1).

Рис. 1 Изменение внешних факторов (дождь, снег, влажность и тд.)

Для расчета испарения получено следующее соотношение: 𝜔 = 𝜔0 +Δ𝜔 · sin(𝑤𝑡).
Здесь 𝜔0 – среднемесячное изменения испарения, Δ𝜔 – годовая амплитуда изме-

нения испарения, 𝑤 – циклическая частота месячного изменения.
График испарения во времени по результатам расчета приведен ниже (Рис. 2).

Рис. 2 Изменения испарения

Пористость почвы является одним из основных параметров, влияющих на изме-
нение уровня грунтовых вод и концентрации солей в них. Отношение выбранного
объема пор к общему объему грунта дает пористость и выражается следующим об-
разом

𝑛 =
𝑉

𝑉общ
.
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Здесь 𝑉 – объем пор, 𝑉общ – общий объем грунта.

Следует отметить, что в математических моделях, описывающих процесс изме-
нения уровня грунтовых вод, предложенных Ф.Б.Абуталиевым, Э.Б.Абуталиевым,
М.Б.Баклушинам, Р.Усмановым, 𝑓 – принимался за каналовый расход, а 𝜔 – за ин-
фильтрация. В наших усовершенствованных моделях, в отличие от работ этих уче-
ных, в качестве функциональных связей для расчета были взяты 𝑓 – внешние факто-
ры (дождь, снег, влажность и т. д.) и 𝜔 – были приняты в качестве функциональных
связей для расчета испарения.

Таким образом, были получены функциональные зависимости для расчета испа-
рения и внешние факторы (дождь, снег, влажность и т.д).

Численное решение нелинейной системы уравнений параболического типа пред-
ставляет собой одну из ключевых задач в области математического моделирования
процессов фильтрации, а также движения грунтовых и напорных вод. Данное реше-
ние позволяет не только получить более точное и наглядное представление о реаль-
ных процессах, происходящих в грунте, но и предсказать их дальнейшее развитие
и динамику с учетом различных внешних и внутренних факторов. В данной рабо-
те рассматриваются методы численного решения такой системы, а также проводим
оценку их эффективности и применимости для решения практических задач гидро-
геологии и инженерной геологии.

Рассматривается неустановившееся движение грунтовых и напорных вод в ди-
намически связанной со слабопроницаемой перемычкой. Верхний слой представлен
малопроницаемым безнапорным водоносным горизонтом, который включает в себя
открытую систематическую горизонтальную дренажную систему, простирающуюся
до границы со слабопроницаемой прослойкой. Данная прослойка имеющей мощно-
стью 𝑚2 и коэффициентом фильтрации 𝑘2, обеспечивая связь между безнапорным
горизонтом и нижележащим напорным водоносным слоем, подстилаемым водоупор-
ным основанием (Рис.3).

Рис. 3 Схема неустановившейся фильтрации к систематическому комбинированному дре-
нажу в двухслойном грунте

2 Математическая модель
Математическая модель данной задачи при сделанных предположениях рассмат-

риваемый фильтрационный процесс описывается следующей нелинейной системы
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дифференциальных уравнений в частных производных параболического типа:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜇𝐵

𝜕𝐻

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑘1(𝑥)

2

𝜕𝐻2

𝜕𝑥

)︂
− 𝑘П

𝐻 − ℎ

𝑚П

± 𝜀(𝑡),

𝜇
𝜕ℎ

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑇 (𝑥)

𝜕ℎ

𝜕𝑥

)︂
+ 𝑘П

𝐻 − ℎ

𝑚П

,

0 < 𝑥 < 𝐿, 𝑡 > 0 . (1)

Начальные и граничные условия будет имеет вид:

𝐻(𝑥, 𝑡0) = 𝐻0(𝑥); (2)

ℎ(𝑥, 𝑡0) = ℎ0 (𝑥) ; (3)⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−𝑘1

𝜕𝐻

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= 𝜆𝛼(𝐻 −𝐻0), 𝑥 = 0, 𝑡 > 0;

𝑘1
𝜕𝐻

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝐿

= 𝜆𝛼(𝐻 −𝐻0), 𝑥 = 𝐿, 𝑡 > 0;

(4)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−𝑘2

𝜕ℎ

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= 𝜆𝛼(ℎ− ℎ0), 𝑥 = 0, 𝑡 > 0;

𝑘2
𝜕ℎ

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝐿

= 𝜆𝛼(ℎ− ℎ0), 𝑥 = 𝐿, 𝑡 > 0.

(5)

Где, 𝑇 = 𝑘2𝑚.
Здесь
∙ 𝐻(𝑥, 𝑡), ℎ (𝑥, 𝑡) – соответственно уровень грунтовых вод в верхнем безнапорном

и напор в нижнем напорном слое;
∙ 𝑘1, 𝑘2 – коэффициентам фильтрации;
∙ 𝜇 – коэффициент упругой водоотдачи;
∙ 𝜇𝐵 – коэффициент свободной водоотдачи;
∙ 𝑚П – мощность плохопроницаемого слоя;
∙ 𝑚 – мощность пласта;
∙ 𝐻0, ℎ0 – начальный уровень грунтовых и напорных вод;
∙ 𝑘П – коэффициент фильтрации плохопроницаемого слоя;
∙ 𝜀(𝑡) – интенсивность инфильтрационного питания;

∙ 𝛼 =

{︂
0, закреплен на границе,
1, не закреплен на границе;

∙ 𝜆 – параметр, приводящий к размерности.

𝜀(𝑡) =

{︃
𝑓(𝑡), при t1 ⩽ 𝑡 ⩽ t2,

𝜔(𝑡), при t2 < 𝑡 ⩽ t3.

Для численного решения данной краевой задачи мы делаем ее безразмерной:

ℎ* = ℎ/𝐻𝑥; 𝐻
* = 𝐻/𝐻𝑥; 𝑥

* = 𝑥/𝐿; 𝑘*П = 𝑘П/𝑘𝑥; 𝑘
*
1 = 𝑘1/𝑘𝑥;

𝑘2
* = 𝑘2/𝑘𝑥; 𝑚

*
П = 𝑚П/𝐿; 𝜏 =

𝐻𝑥𝑘𝑥
𝜇𝐿2

𝑡; 𝜆* = 𝜆
𝐿

𝑘0
.

Производя эти замены в системе уравнений, приходим к следующей безразмерной
системе уравнений:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝜕𝐻

𝜕𝜏
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑘1(𝑥)

2

𝜕𝐻2

𝜕𝑥

)︂
− 𝑘П𝐿

2

𝐻𝑥

𝐻 − ℎ

𝑚П

± 𝐿2

𝑘𝑥𝐻𝑥

𝜀;

𝜕ℎ

𝜕𝜏
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑇 (𝑥)

𝜕ℎ

𝜕𝑥

)︂
+ 𝑘П𝐿

2𝐻 − ℎ

𝑚П

;

(6)
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𝐻(𝑥, 𝑡0) = 𝐻0(𝑥); (7)

ℎ(𝑥, 𝑡0) = ℎ0 (𝑥) ; (8)⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−𝑘1

𝜕𝐻

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= 𝜆𝛼(𝐻 −𝐻0), 𝑥 = 0, 𝑡 > 0;

𝑘1
𝜕𝐻

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=1

= 𝜆𝛼(𝐻 −𝐻0), 𝑥 = 1, 𝑡 > 0;

(9)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−𝑘2

𝜕ℎ

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= 𝜆𝛼(ℎ− ℎ0), 𝑥 = 0, 𝑡 > 0;

𝑘2
𝜕ℎ

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=1

= 𝜆𝛼(ℎ− ℎ0), 𝑥 = 1, 𝑡 > 0.

(10)

3 Построение дискретной модели
Для численного решения безразмерной задачи (1)-(5), построим следующую сетку

шагом Δ𝑥.

𝜔Δ𝑥,Δ𝜏 = {𝑥 = 𝑖Δ𝑥; 𝑖 = 0, 1, 2, ...𝑁 ; 𝜏 = 𝜂Δ𝜏 ; 𝜂 = 0, 1, 2, ..., 𝑁𝑡}.

Здесь 𝜔Δ𝑥,Δ𝜏 сетка дискретного поля; Δ𝑥 – шаг по 𝑥 оси; Δ𝜏 – шаг времени; 𝑁 –
количество точек.

Используя схемы переменных направленный для неявной схемы сводим диффе-
ренциальные уравнения к следующей системе конечно-разностных уравнений на 𝑙 и
(𝑙 + 1) временном слое.

Одним из известных методов дискретизации системы уравнений параболического
типа является метод конечных разностей. Применяя этот метод к краевой задаче,
мы сводим систему дифференциальных уравнений к следующей системе конечно-
разностных уравнений [9–11]

𝐻𝑖 − 𝐻̂𝑖

Δ𝜏
=
𝑘1𝑖−0.5𝐻

2
𝑖−1 − (𝑘1𝑖−0.5 + 𝑘1𝑖+0.5)𝐻

2
𝑖 + 𝑘1𝑖+0.5𝐻

2
𝑖+1

2Δ𝑥2
− 𝑘П𝐿

2

𝐻𝑥

(︂
𝐻𝑖 − ℎ𝑖
𝑚П

)︂
± 𝑓 ;

ℎ𝑖 − ℎ̂𝑖
Δ𝜏

=
𝑇𝑖−0.5ℎ𝑖−1 − (𝑇𝑖−0.5 + 𝑇𝑖+0.5)ℎ𝑖 + 𝑇𝑖+0.5ℎ𝑖+1

Δ𝑥2
+ 𝑘П𝐿

2

(︂
𝐻𝑖 − ℎ𝑖
𝑚П

)︂
.

Здесь 𝑓 = 𝐿2

𝑘𝑥𝐻𝑥
𝜀.

Здесь первое уравнение системы нелинейное относительно искомых функций 𝐻,
поэтому для решения применяется, методика квазилинеаризации нелинейных чле-
нов. Согласно этому методу нелинейные члены разностного уравнения представля-
ются в виде [3]:

𝜙 (𝐻) ∼= 𝜙
(︁
𝐻̃
)︁
+
(︁
𝐻 − 𝐻̃

)︁ 𝜕𝜙(︁𝐻̃)︁
𝜕𝐻

.

Здесь, 𝐻̃ – приближенное значение функции 𝐻, которое уточняется в процессе
итерации 𝐻̃𝑖 = 𝐻

(𝑠)
𝑖 , при этом 𝐻

(0)
𝑖 = 𝐻̂𝑖.

Согласно квазилинейному методу нелинейные части уравнения можно записать
в виде:

𝐻2
𝑖 = 2𝐻𝑖 𝐻̃𝑖 − 𝐻̃2

𝑖 ;

𝐻2
𝑖−1 = 2𝐻𝑖−1 𝐻̃𝑖−1 − 𝐻̃2

𝑖−1; 𝐻2
𝑖+1 = 2𝐻𝑖+1 𝐻̃𝑖+1 − 𝐻̃2

𝑖+1.
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Используя эти соотношения в уравнениях, упрощаем их и получаем

Δ𝑥2

Δ𝜏
𝐻𝑖 −

Δ𝑥2

Δ𝜏
𝐻̂𝑖 =

2𝑘1𝑖−0.5

2
𝐻𝑖−1 𝐻̃𝑖−1−

−𝑘1𝑖−0.5

2
𝐻̃2
𝑖−1 −

(𝑘1𝑖−0.5 + 𝑘1𝑖+0.5)

2
4𝐻𝑖𝐻̃𝑖+

+
(𝑘1𝑖−0.5 + 𝑘1𝑖+0.5)

2
2𝐻̃2

𝑖 +
𝑘1𝑖+0.5

2
2𝐻𝑖+1𝐻̃𝑖+1−

−𝑘1𝑖+0.5

2
𝐻̃2
𝑖+1 −

𝑘𝑝𝑝𝑝𝐿
2Δ𝑥2

𝐻𝑥𝑚П

𝐻𝑖 +
𝑘П𝐿

2Δ𝑥2

𝐻𝑥𝑚П

ℎ𝑖 ± 𝑓,

𝑇𝑖−0.5ℎ𝑖−1 −
(︂
𝑇𝑖−0.5 + 𝑇𝑖+0.5 −

Δ𝑥2

Δ𝜏
− Δ𝑥2𝑘П𝐿

2

𝑚П

)︂
ℎ𝑖+

+𝑇𝑖+0.5ℎ𝑖+1 +
Δ𝑥2𝑘П𝐿

2

𝑚П

𝐻𝑖 = −Δ𝑥2

Δ𝜏
ℎ̂𝑖.

После упрощения этой системы уравнения, получим следующую систему уравне-
ния где граничные условия аппроксимируется в следующем виде:⎧⎪⎨⎪⎩

(3𝑘0 − 2Δ𝑥𝜆𝛼)𝐻0 − 4𝑘1𝐻1 + 𝑘2𝐻2 = −2Δ𝑥𝜆𝛼𝐻,

𝑎𝑖𝐻𝑖−1 − 𝑏𝑖𝐻𝑖 + 𝑐𝑖𝐻𝑖+1 − 𝑑𝑖 ℎ𝑖 = −𝑓𝑖,
(3𝑘𝑛 + 2Δ𝑥𝜆𝛼)𝐻𝑛 − 4 𝑘𝑛−1𝐻𝑛−1 + 𝑘𝑛−2𝐻𝑛−2 = 2Δ𝑥𝜆𝛼𝐻,

(11)

⎧⎪⎨⎪⎩
(3𝑘0 − 2Δ𝑥𝜆𝛼)ℎ0 − 4 𝑘1ℎ1 + 𝑘2ℎ2 = −2Δ𝑥𝜆𝛼ℎ,

𝑎′𝑖ℎ𝑖−1 − 𝑏′𝑖 ℎ𝑖 + 𝑐′𝑖 ℎ𝑖+1 − 𝑑′𝑖𝐻𝑖 = −𝑓 ′
𝑖 ,

(3𝑘𝑛 + 2Δ𝑥𝜆𝛼)ℎ𝑛 − 4 𝑘𝑛1ℎ𝑛−1 + 𝑘𝑛−2ℎ𝑛−2 = 2Δ𝑥𝜆𝛼ℎ,

(12)

где, коэффициенты конечно-разностных уравнений имеет вид:

𝑎𝑖 = 𝑘1𝑖−0.5𝐻̃𝑖+1; 𝑏𝑖 = 𝑘1𝑖−0.5 + 𝑘1𝑖+0.5 𝐻̃𝑖 −
Δ𝑥2

Δ𝜏
− 𝑘П𝐿

2Δ𝑥2

𝐻𝑥𝑚П

;

𝑐𝑖 = 𝑘1𝑖+0.5𝐻̃𝑖+1; 𝑑𝑖 =
𝑘П𝐿

2Δ𝑥2

𝐻𝑥𝑚П

;

𝑓𝑖 = −
(︂
𝑘1𝑖−0.5

2
𝐻̃2
𝑖−1 − (𝑘1𝑖−0.5 + 𝑘1𝑖+0.5) 𝐻̃

2
𝑖 +

𝑘1𝑖+0.5

2
𝐻̃2
𝑖+1 −

Δ𝑥2

Δ𝜏
𝐻̂2
𝑖 −

𝐿2

𝑘𝑥
𝐻𝑥𝑓

)︂
.

𝑎′𝑖 = 𝑇𝑖−0.5; 𝑏′𝑖 = 𝑇𝑖−0.5 + 𝑇𝑖+0.5 −
Δ𝑥2

Δ𝜏
− Δ𝑥2𝑘П𝐿

2

𝑚П

;

𝑐′𝑖 = 𝑇𝑖+0.5; 𝑑′𝑖 =
Δ𝑥2𝑘П𝐿

2

𝑚П

; 𝑓 ′
𝑖 =

Δ𝑥2

Δ𝜏
ℎ̂𝑖.

Поставленную краевую задачу решаем методом конечных разностей для систем
с применением квазилинеаризации для представления нелинейных членов. Тогда со-
гласно методу прогонки, решение системы разностных уравнений (11) и (12) можно
представить в виде [16–20]:

𝐻𝑖 = 𝐴𝑖𝐻𝑖+1 +𝐵𝑖ℎ𝑖+1 + 𝐶𝑖,

ℎ𝑖 = 𝐴′
𝑖ℎ𝑖+1 +𝐵′

𝑖𝐻𝑖+1 + 𝐶 ′
𝑖, 𝑖 = 0, 1, 2, ..., 𝑁 − 1.

(13)
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Здесь прогоночные коэффициенты 𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝐶𝑖 и 𝐴′
𝑖, 𝐵

′
𝑖, 𝐶

′
𝑖 определяются по следую-

щим формулам:

𝐴𝑖 =
𝑐𝑖
(︀
𝑏′𝑖 − 𝑎′𝑖𝐴

′
𝑖−1

)︀
𝑅𝑖

; 𝐵𝑖 =
𝑐′𝑖 (𝑎𝑖𝐵𝑖−1 + 𝑑𝑖)

𝑅𝑖

;

𝐴′
𝑖 =

(𝑏𝑖 − 𝑎𝑖𝐴𝑖−1) 𝑐
′
𝑖

𝑅𝑖

; 𝐵′
𝑖 =

𝑐𝑖
(︀
𝑎′𝑖𝐵

′
𝑖−1 + 𝑑′𝑖

)︀
𝑅𝑖

;

𝐶𝑖 =
(𝑎𝑖𝐵𝑖−1 + 𝑑𝑖)

(︀
𝑎′𝑖𝐶

′
𝑖−1 + 𝑓 ′

𝑖

)︀
+ (𝑎𝑖𝐶𝑖−1 + 𝑓𝑖)

(︀
𝑏′𝑖 − 𝑎′𝑖𝐴

′
𝑖−1

)︀
𝑅𝑖

;

𝐶 ′
𝑖 =

(︀
𝑎′𝑖𝐵

′
𝑖−1 + 𝑑′𝑖

)︀
(𝑎𝑖𝐶𝑖−1 + 𝑓𝑖) +

(︀
𝑎′𝑖𝐶

′
𝑖−1 + 𝑓 ′

𝑖

)︀
(𝑏𝑖 − 𝑎𝑖𝐴𝑖−1)

𝑅𝑖

.

Где,
𝑅𝑖 = (𝑏𝑖 − 𝑎𝑖𝐴𝑖−1)

(︀
𝑏′𝑖 − 𝑎′𝑖𝐴

′
𝑖−1

)︀
− (𝑎𝑖𝐵𝑖−1 + 𝑑𝑖)

(︀
𝑎′𝑖𝐵

′
𝑖−1 + 𝑑′𝑖

)︀
,

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1.

Значения 𝐴0, 𝐵0, 𝐶0 и 𝐴
′
0, 𝐵

′
0, 𝐶

′
0 можно получить из левых разностных граничных

условий (4) и (5)

𝐴0 =
(𝑏1 − 4𝑐1)

𝑎1 − (3− 2Δ𝑥𝜆𝛼) 𝑐1
; 𝐵0 = − 𝑑1

𝑎1 − (3− 2Δ𝑥𝜆𝛼) 𝑐1
;

𝐶0 =
𝑓1 + 2Δ𝑥𝜆𝛼𝑐1

𝑎1 − (3− 2Δ𝑥𝜆𝛼) 𝑐1
; 𝐴′

0 =
(𝑏′1 − 4𝑐′1)

𝑎′1 − (3− 2Δ𝑥𝜆𝛼) 𝑐′1
;

𝐵′
0 = − 𝑑′1

𝑎′1 − (3− 2Δ𝑥𝜆𝛼) 𝑐′1
; 𝐶 ′

0 =
𝑓 ′
1 + 2Δ𝑥𝜆𝛼𝑐′1

𝑎′1 − (3− 2Δ𝑥𝜆𝛼) 𝑐′1
.

Используя формулы (11), (12) и (13) (при 𝑖 = 𝑛− 1), правых разностных гранич-
ных условий (11) и (12) находим на правой части границы значение уровня грунто-
вых вод 𝐻𝑛 и напорных вод ℎ𝑛. После перестановки получим следующие системы
уравнений относительно двух неизвестных 𝐻𝑛 и ℎ𝑛[︀

(3𝑎𝑛−1 − 𝑐𝑛−1)− (4𝑎𝑛−1 − 𝑏𝑛−1)𝐴𝑛−1 − 𝑑𝑛−1𝐵
′
𝑛−1

]︀
𝐻𝑛+

+
[︀
(4𝑎𝑛−1 − 𝑏𝑛−1)𝐵𝑛−1 − 𝑑𝑛−1𝐴

′
𝑛−1

]︀
ℎ𝑛 =

=
[︀
𝑑𝑛−1𝐶

′
𝑛−1 + 𝑓𝑛−1 + (4𝑎𝑛−1 − 𝑏𝑛−1)

]︀
,[︀(︀

3𝑎′𝑛−1 − 𝑐′𝑛−1

)︀
−
(︀
4𝑎′𝑛−1 − 𝑏′𝑛−1

)︀
𝐴′
𝑛−1 − 𝑑′𝑛−1𝐵𝑛−1

]︀
ℎ𝑛+

+
[︀(︀
4𝑎′𝑛−1 − 𝑏′𝑛−1

)︀
𝐵′
𝑛−1 − 𝑑′𝑛−1𝐴𝑛−1

]︀
𝐻𝑛 =

=
[︀
𝑑′𝑛−1𝐶𝑛−1 + 𝑓𝑛−1 −

(︀
4𝑎′𝑛−1 − 𝑏′𝑛−1

)︀]︀
.

Решая эти системы относительно по 𝐻𝑛 и ℎ𝑛, получим:

𝐻𝑛 = (𝑆2 · 𝑆 ′
3 − 𝑆3 · 𝑆 ′

1) / (𝑆1 · 𝑆 ′
1 − 𝑆2 · 𝑆 ′

2) ;

ℎ𝑛 = (𝑆3 · 𝑆 ′
2 − 𝑆1 · 𝑆 ′

3) / (𝑆1 · 𝑆 ′
1 − 𝑆2 · 𝑆 ′

2) .

где:
𝑆1 =

[︀
(3𝑎𝑛−1 − 𝑐𝑛−1)− (4𝑎𝑛−1 − 𝑏𝑛−1)𝐴𝑛−1 − 𝑑𝑛−1𝐵

′
𝑛−1

]︀
;

𝑆2 =
[︀
− (4𝑎𝑛−1 − 𝑏𝑛−1)𝐵𝑛−1 − 𝑑𝑛−1𝐴

′
𝑛−1

]︀
;

𝑆3 =
[︀
𝑓𝑛−1 + 𝑑𝑛−1𝐶

′
𝑛−1 + (4𝑎𝑛−1 − 𝑏𝑛−1)𝐶

′
𝑛−1

]︀
;

𝑆 ′
1 =

[︀(︀
3𝑎′𝑛−1 − 𝑐′𝑛−1

)︀
−
(︀
4𝑎′𝑛−1 − 𝑏′𝑛−1

)︀
𝐴′
𝑛−1 − 𝑑′𝑛−1𝐵𝑛−1

]︀
;
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𝑆 ′
2 =

[︀
−
(︀
4𝑎′𝑛−1 − 𝑏′𝑛−1

)︀
𝐵′
𝑛−1 − 𝑑′𝑛−1𝐴𝑛−1

]︀
;

𝑆 ′
3 =

[︀
𝑓 ′
𝑛−1 + 𝑑′𝑛−1𝐶𝑛−1 +

(︀
4𝑎′𝑛−1 − 𝑏′𝑛−1

)︀
𝐶𝑛−1

]︀
.

Итерационной процесс продолжается до тех пор, пока не выполняются условия

max
⃒⃒⃒
𝐻

(𝑠)
𝑖 −𝐻

(𝑠−1)
𝑖

⃒⃒⃒
⩽ 𝜀.

Здесь 𝜀 – точность итерации, заранее известная малая величина; 𝑠 – номер ите-
рации.

В результате решения приведённых выше конечно-разностных уравнений был
разработан алгоритм (рис.4), также на основе математической модели и алгорит-
ма расчета разработано программное обеспечение.

Рис. 4 Алгоритм численного решения задачи фильтрации напорных и безнапорных вод в
пористой среде
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С помощю программы реализуются различные гидрогеологические и мелиоратив-
ные прогнозные задачи для двухслойной модели водоностных пластов с учетом всех
природных и искуственных факторов, влияющих на процесс фильтрации грунтовых
и нопорных вод. Результаты расчета представляются в графической форме.

4 Вычислительные эксперименты

Рис. 5 Изменения уровня грунтовых (𝐻) и напорных (ℎ) вод

На графике (рис.5) представлена зависимость уровней грунтовых и напорных
вод от координаты 𝑥 при времени 𝑡 = 360 суток. Верхняя линия отображает уровень
грунтовых вод в период октябрь-декабрь, при котором максимальное значение 𝐻 =
= 2 наблюдается на границах области 𝑥 = 0 и 𝑥 = 1 за счёт инфильтрации, а
минимальное значение 𝐻 = 0 отмечается в центральной части области 𝑥 = 0.5,
что связано испарением характерным для летнего периода июнь-август. Напорная
вода ℎ(𝑥) также увеличивается к границам области 𝑥 = 0, 𝑥 = 1 под воздействием
внешних факторов, уровень достигает минимального значения ℎ = −1.2. При этом
её распределение симметрично относительно центральной части области примерно
𝑥 = 0.4, 𝑥 = 0.6 что показывает снижения напорных вод за счёт испарения.

Рис. 6 Изменения уровня напорных (ℎ) вод

График (рис.6) отображает распределение уровня напорных вод ℎ(𝑥) вдоль про-
странственной координаты , демонстрирующее симметричное поведение, характер-
ное для гидродинамических систем с равномерным давлением. Максимальные значе-
ния наблюдаются на границах области 𝑥 = 0 и 𝑥 = 1 уровень напорных вод достигает
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примерно ℎ = −0.3 что характерно в осенний-зимний период. В центральной части
области при 𝑥 = 0.4, 𝑥 = 0.5 и 𝑥 = 0.6 уровень напорных вод достигает минимального
значения ℎ = −1.3 за счёт испарения.

Рис. 7 Изменения уровня напорных вод с учётом инфильтрации и испарения

Динамика изменения по времени влияние инфильтрации 𝑓 изменяется по закону
𝑓 = 𝑓0 + Δ𝑓 · sin(𝑤𝑡) где 𝑓0 среднемесячное значение инфильтрации, также испаре-
ния 𝜔 = 𝜔0 +Δ𝜔 · sin(𝑤𝑡) и его годовая амплитуда (рис.7) Максимальное значение в
начальный момент уровень ℎ(𝑥) на границах области (𝑥 = 0𝑥 = 1) примерно
ℎ360 = 0.4, ℎ720 = 0.8, ℎ1080 = −1.3 минимальное значение с течением времени сни-
жается в центре (𝑥 = 0, 5). Таким образом, изменение уровня ℎ на графике связано
с периодическими колебаниями инфильтрации и испарения во времени. Последняя
линия ℎ1080 соответствует более позднему времени, что указывает на испарения и
уменьшение уровня грунтовых вод.

Рис. 8 Изменения уровня грунтовых вод с учётом инфильтрации и испарения

Максимальное значение (рис.8) в начальный момент времени уровень грунтовых
вод максимален на границах области (𝑥 = 0𝑥 = 1). Анализ первой кривой при 𝑡 = 360
суток показывает, что уровень грунтовых вод повышается до𝐻 = 3, затем снижается
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до 𝐻 = 1.2 в центральной части области 𝑥 = 0.5. Данные изменения обусловлены
процессами инфильтрации и испарения.

На анализе второй 𝑡 = 720 суток и третьей 𝑡 = 1080 суток кривых отображается
динамика изменения уровня грунтовых вод, при которой максимальные значения
достигают 𝐻 = 1.5, 𝐻 = 1 а минимальные 𝐻 = 0.5, 𝐻 = −1 на границах области
(𝑥 = 0 и 𝑥 = 1).

Рис. 9 Динамика изменения уровня грунтовых и напорных вод с учетом амплитуды изме-
нения при

График (рис.9) демонстрирует симметричные изменения уровня грунтовых и на-
порных вод с учетом параметра 𝜀 = 0.3, который, определяет амплитуду колебаний
уровня воды. Он отражает как пространственные, так и временные характеристики
процесса, а также влияние инфильтрации и испарения на динамику уровней воды.

Рис. 10 Асимметричные изменения уровня грунтовых и напорных вод

На изображении (рис.10) представлены четыре графика отражающие асиммет-
ричное изменения уровня грунтовых и напорных в зависимости от времени. На гра-
фике 𝐻, ℎ можно заметить, что на границах области 𝑥 = 0 и 𝑥 = 1 уровень грунтовых
вод колеблется от 𝐻 = 2 до 𝐻 = 2.3, минимальное значение 𝐻 = 0.1 наблюдается
на границе области 𝑥 = 0.5 что обусловлено процессами испарения. На графике в
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сечении ℎ уровень напорных вод достигает максимума примерно 𝐻 = 1 и снижается
к границе области 𝑥 = 1 до 𝐻 = −0.7, максимальное снижения 𝐻 = −1.4 можно
заметить примерно в центральной части области 𝑥 = 0.5 и 𝑥 = 0.6. График 3 и 4
отображает изменения уровня грунтовых и напорных вод в периоды 𝑡 = 360,
𝑡 = 720, 𝑡 = 1080 суток. На графике можно заметить что в зимний и осенний периоды
уровень воды достигает максимальных значений за счёт инфильтрации, а в летний
период наблюдается снижение, обусловленное испарением.

5 Заключение
Анализ вычислительных экспериментов, представленных в работе по 𝑡 = 360,

𝑡 = 720, 𝑡 = 1080 суткам позволил выявить основные закономерности изменения
уровней грунтовых и напорных вод в пространственно-временном разрезе. Вычисли-
тельные эксперименты показали что распределение уровней грунтовых и напорных
вод достигает максимальных значений на границах области (𝑥 = 0𝑥 = 1) в осенне-
зимний период, а минимальное значение фокусируется в центральной части
примерно 𝑥 = 0.5 и 𝑥 = 0.6 за счет испарения. Анализ полученных данных показал,
что уровень грунтовых вод существенно изменяется под воздействием инфильтра-
ции и испарения, особенно в регионах с резкими сезонными изменениями клима-
тических условий. Проведенные вычисления позволяют прогнозировать изменение
уровней воды в зависимости от различных параметров, что может быть полезным
для инженерных решений в области водоснабжения, ирригации и мелиорации.

Разработанная математическая модель, основанная на системе нелинейных диф-
ференциальных уравнений, позволяет учитывать ключевые факторы, влияющие на
динамику движения грунтовых и напорных вод в пористых средах.

Разработанные численные подходы и алгоритмы могут быть использованы в
дальнейшем для решения широкого класса задач, связанных с управлением водными
ресурсами и экологическим мониторингом гидрологических процессов.
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This article discusses the numerical modeling of the problem of nonlinear ground-
water filtration taking into account evaporation and infiltration. Particular attention is
paid to the influence of nonlinear effects on the distribution and dynamics of filtration
flows in porous media. A mathematical model based on a system of nonlinear differential
equations describing the process of water filtration in soil has been developed. Numerical
methods, including difference schemes and iterative algorithms, ensuring the stability and
convergence of calculations, have been applied to solve the problem. Numerical modeling
of various conditions describing the dynamics of groundwater has been performed taking
into account changing humidity and the impact of external factors. An algorithm devel-
oped on the basis of a finite-difference solution of a system of equations for groundwater
filtration in a two-layer model of aquifers is presented. The algorithm is implemented as
software designed to solve various hydrogeological and melioration problems of forecast-
ing. The program takes into account the influence of both natural and artificial factors
on the process of filtration of ground and pressure waters. The calculation results are
visualized in graphical form.
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