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В работе рассматривается задача аномальной фильтрации однородной жидко-

сти в плоско - радиальной постановке. Процесс фильтрации моделировался диф-

ференциальным уравнением с дробными производными по времени относитель-

но давления. Данное дифференциальное уравнение выведено на основе дробно-

релаксационного закона Дарси, где учитываются релаксационные эффекты как по

скорости фильтрации, как и по градиенту давления. Дробные производные опреде-

лены в смысле Капуто, что является предпочтительным по сравнению с другими

определениями дробных производных, например Римана-Лиувилля, Грюндвальда-

Летникова и др. Задача решена численно методом конечных разностей. Интеграль-

ное представление дробной производной Капуто дискретизировано с использовани-

ем известных квадратурных формул. Определены профили давления при различных

значениях порядка дробной производной по времени как относительно давления, так

и скорости фильтрации и оценено влияние аномальности процесса на характеристи-

ки фильтрации. Установлено влияние изменения порядков дробных производных

на распределение давления в различные моменты времени. Оценено также влияние

времен релаксации по градиенту давления и скорости фильтрации на распределение

давления в среде в различные моменты времени. Проведен сравнительный анализ

влияния порядков дробных производных и релаксационных времен в законе Дарси

на распределение давления в среде.
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1 Введение
Учет эффектов памяти при нестационарной фильтрации жидкости в пористой

среде привели к созданию теории релаксационной фильтрации, первое наиболее пол-
ное изложение которой, по-видимому, содержится в известной работе [1].

В [2] представлена модифицированная математическая модель на основе памяти
для описания течения жидкости в пористых средах. Для реализации модели исполь-
зовалась численная схема дискретизации.

В [3] рассматриваются неограниченные естественно трещиноватые коллекторы,
предлагается пространственный дробный закон Дарси, в котором производная по
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пространственной кординате заменяется дробной производной Вейля, а также учи-
тывается дробная производная Капуто по времени.

Математическая модель радиального потока грунтовых вод к скважине или из
скважины была изучена с использованием дробной производной по времени с ядром
Миттаг-Лефлер [4]. Влияние порядка дробных производных на радиальный поток
грунтовых вод было проанализировано с помощью численных расчетов.

Использование классической теории фильтрации однородных жидкостей при
упругом режиме на основе закона Дарси иногда приводит к расхождению с ре-
альными данными [1]. Несоответствия мы можем наблюдать особенно при сильных
нестационарных режимах фильтрации, при фильтрации высоковязкой нефти, при
фильтрации в суглинистых малопроницаемых породах и т.д. В этих условиях обыч-
но нарушается равновесный характер закона Дарси [5]. [1, 5] проведен учет релак-
сационных явлений в законе Дарси при фильтрации в пористых средах. На основе
этих исследований установлено влияние параметров релаксации на характеристики
фильтрации, такие как скорость фильтрации, давление и т.д.

В настоящее время процессы аномального фильтрации жидкости в пористых сре-
дах с фрактальной структурой моделируются с использованием дробных производ-
ных [6].

В данной работе рассматривается обобщенная релаксационная дробно-дифферен-
циальная модель фильтрации однородной жидкости в плоскорадиальной пористой
среде. Выведено уравнение релаксационной фильтрации на основе уравнения нераз-
рывности и закон Дарси. Поставлена и численно решена задача фильтрации для
этого уравнения. Оценено влияние релаксационных параметров на поле давления.

2 Постановка задачи
Область фильтрации показана на рис.1. Фильтрация жидкости происходит

Рис. 1 Область фильтрации.

в радиальном направлении в сторону центра области. В центре находится скважина
радиуса 𝑟𝑐 . Внешний контур области имеет радиус 𝑅. Учитывая круговую сим-
метрию считается, что показатели фильтрации не зависят от угловой координаты,
а зависят от радиальной координаты 𝑟 и времени 𝑡 .Закон фильтрации в радиаль-
ном случае с учетом релаксации по скорости фильтрации и градиента давления с
использованием дробных производных в скалярной форме записывается в виде

𝜐 + 𝜆𝜐𝐷
𝛽
𝑡 𝑣 = −𝑘

𝜇

𝜕

𝜕𝑟
(𝑝+ 𝜆𝑝𝐷

𝛼
𝑡 𝑝) , (1)
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где 𝜆𝜐,𝜆𝑝 – времена релаксации скорости фильтрации 𝜐 и давления 𝑝, 𝑘-проницаемость

среды, 𝜇 – вязкость жидкости, 𝑟-координата, 𝐷𝛽
𝑡 , 𝐷

𝛼
𝑡 – операторы дробной производ-

ной в смысле Капуто [6] по времени 𝑡 порядка 𝛽 и 𝛼, соответственно.
Заметим, что времена релаксации 𝜆𝜐 и 𝜆𝑝 в (1) имеют дробную размерность [𝜆𝑝] =

= 𝑐𝛼, [𝜆𝜐] = 𝑐𝛽, соответственно.
Аналогично [7] на основе (1) выведено уравнение пьезопроводности

𝜕

𝜕𝑡

(︁
𝑝+ 𝜆𝑝𝐷

𝛽
𝑡 𝑝
)︁
= κ

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
[𝑟
𝜕

𝜕𝑟
(𝑝+ 𝜆𝑣𝐷

𝛼
𝑡 𝑝)], (2)

где κ = 𝑘
𝜇·𝛽* – коэффициент пьезопроводности.

Пусть в начальный момент времени в области было постоянное давление 𝑝𝑘. На-
чиная c 𝑡 > 0 в скважине устанавливается постоянное давление 𝑝𝑐. На контуре пласта
𝑅 = 𝑟 поддерживается первоначальное давление 𝑝𝑘, что соответствует режиму рабо-
ты открытого пласта, где за счет притока жидкости извне давление поддерживается
на постоянном уровне.

При отмеченных условиях начальные и граничные условия принимаются в сле-
дующем виде

𝑝(0, 𝑟) = 𝑝𝑘, 𝐷𝛽
𝑡 𝑝(0, 𝑟) = 0, (3)

𝑝(𝑡, 𝑟𝑐) = 𝑝𝑐, 𝑝(𝑡, 𝑅) = 𝑝𝑘, (4)

𝑝𝑘, 𝑝𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑐𝑡.
Уравнение (2) решается при условиях (3), (4).

3 Численное решение задачи
В области Ω = 𝑟𝑐 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑅, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇 введем равномерную сетку Ω = (𝑡𝑗, 𝑟𝑖), 𝑟 =

= 𝑟𝑐 + 𝑖 · ℎ, 𝑖 = 0, 𝑁, ℎ = 𝑅/𝑁, 𝑡𝑗 = 𝑗 · 𝜏, 𝑗 = 0,𝑀, 𝜏 = 𝑇/𝑀 , где ℎ – шаг сетки по
координате 𝑟, 𝜏 – шаг сетки по времени. Сеточную функцию в точке (𝑡𝑗, 𝑟𝑖) обозначим
через 𝑝𝑗𝑖

Разностная аппроксимация уравнения (2) имеет вид

𝑝𝑗+1
𝑖 − 𝑝𝑗𝑖
𝜏

+
𝜆𝑣𝜏

2−𝛽

Γ(3− 𝛽)
·
𝑗−2∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘+1
𝑖 − 2𝑝𝑘𝑖 − 𝑝𝑘−1

𝑖

𝜏 2
·

· 𝜆𝑣𝜏
2−𝛽

Γ(3− 𝛽)
(((𝑗 − 𝑘 + 1)2−𝛽 − (𝑘 − 1)2−𝛽) +

𝑝𝑗+1
𝑖 − 2𝑝𝑗𝑖 + 𝑝𝑗−1

𝑖

𝜏 2
) =

= κ · 1
𝑟
·

(︃
𝑟𝑖+0.5 · 𝑝𝑗+1

𝑖+1 − (𝑟𝑖+0.5 + 𝑟𝑖−0.5) · 𝑝𝑗+1
𝑖 + 𝑟𝑖−0.5 · 𝑝𝑗+1

𝑖−1

ℎ2

)︃
+ (5)

+κ · 𝜆𝑝
𝑟 · ℎ2

·

(︃
𝜏 1−𝛼 · 𝑟𝑖+0.5 · 𝑆1

Γ(2− 𝛼)
+
𝜏 1−𝛼 · 𝑟𝑖+0.5

Γ(2− 𝛼)
·
𝑝𝑗+1
𝑖+1 − 𝑝𝑗𝑖+1

𝜏

)︃
−

−κ · 𝜆𝑝
𝑟 · ℎ2

·

(︃
𝜏 1−𝛼 · (𝑟𝑖+0.5 + 𝑟𝑖−0.5) · 𝑆2

Γ(2− 𝛼)
− 𝜏 1−𝛼 · (𝑟𝑖+0.5 + 𝑟𝑖−0.5)

Γ(2− 𝛼)
· 𝑝

𝑗+1
𝑖 − 𝑝𝑗𝑖
𝜏

)︃
+

+κ · 𝜆𝑝
𝑟 · ℎ2

·

(︃
𝜏 1−𝛼 · 𝑟𝑖−0.5 · 𝑆3

Γ(2− 𝛼)
+
𝜏 1−𝛼 · 𝑟𝑖−0.5

Γ(2− 𝛼)
·
𝑝𝑗+1
𝑖−1 − 𝑝𝑗𝑖−1

𝜏

)︃
,
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где

𝑆1 =

𝑗−2∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘+1
𝑖+1 − 𝑝𝑘𝑖+1

𝜏
·
(︀
(𝑗 − 𝑘 + 1)1−𝛼 − (𝑗 − 𝑘)1−𝛼

)︀
,

𝑆2 =

𝑗−2∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘+1
𝑖 − 𝑝𝑘𝑖
𝜏

·
(︀
(𝑗 − 𝑘 + 1)1−𝛼 − (𝑗 − 𝑘)1−𝛼

)︀
,

𝑆3 =

𝑗−2∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘+1
𝑖−1 − 𝑝𝑘𝑖−1

𝜏
·
(︀
(𝑗 − 𝑘 + 1)1−𝛼 − (𝑗 − 𝑘)1−𝛼

)︀
,

𝑆4 =

𝑗−2∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘+1
𝑖 − 2𝑝𝑘𝑖 − 𝑝𝑘−1

𝑖

𝜏 2
·
(︀
(𝑗 − 𝑘 + 1)2−𝛽 − (𝑘 − 1)2−𝛽

)︀
,

𝑟𝑖+0.5 =
𝑟𝑖+1 + 𝑟𝑖

2
, 𝑟𝑖−0.5 =

𝑟𝑖 + 𝑟𝑖−1

2
, 𝑟𝑖 = (𝑖− 1) · ℎ,

𝑘𝑣 =
𝜆𝑣

Γ(3− 𝛽) · 𝜏𝛽
, 𝑘𝑝 =

𝜆𝑝
Γ(3− 𝛽) · 𝜏𝛽 · ℎ2

,

𝑟1 =
2 · 𝑖 · ℎ− ℎ

2
, 𝑟0 =

2 · 𝑖 · ℎ− 3 · ℎ
2

,

где Γ(·) - гамма функция.
Разностная схема (5) приведена к системе линейных алгебраических уравнений

(СЛАУ)

𝐴 · 𝑝𝑗−1
𝑖+1 −𝐵 · 𝑝𝑗𝑖+1 + 𝐶 · 𝑝𝑗+1

𝑖+1 = −𝐹 𝑗
𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑁 − 1, 𝑗 = 0,𝑀 − 1, (6)

где

𝐴 = κ ·
( 𝑟0
ℎ2

+ 𝑘𝑝 · 𝑟0)
(𝑖− 1) · ℎ

,

𝐵 = κ ·
( 𝑟0+𝑟1

ℎ2
+ 𝑘𝑝 · (𝑟0 + 𝑟1))

(𝑖− 1) · ℎ
+ 𝑘𝑣 +

1

𝜏
,

𝐶 = κ ·
( 𝑟1
ℎ2

+ 𝑘𝑝 · 𝑟1)
(𝑖− 1) · ℎ

,

𝐹 𝑗
𝑖 =

𝑝𝑗𝑖
𝜏

− 𝑘𝑣 · 𝑆4 + 2 · 𝑘𝑣 · 𝑝𝑗𝑖 − 𝑘𝑣 · 𝑝𝑗−1
𝑖 +

κ · 𝑘𝑝 · 𝑟1 · 𝑆1

(𝑖− 1) · ℎ
−

κ · 𝑘𝑝 · 𝑟1 · 𝑝𝑗𝑖+1

(𝑖− 1) · ℎ
−

−κ · 𝑘𝑝 · (𝑟1 + 𝑟0) · 𝑆2

(𝑖− 1) · ℎ
+

κ · 𝑘𝑝 · (𝑟1 + 𝑟0) · 𝑝𝑗𝑖
(𝑖− 1) · ℎ

+
κ · 𝑘𝑝 · 𝑟0 · 𝑆3

(𝑖− 1) · ℎ
−

κ · 𝑘𝑝 · 𝑟0 · 𝑝𝑗𝑖−1

(𝑖− 1) · ℎ
.

Систему (6) решаем методом прогонки при известных 𝐴,𝐵,𝐶 и 𝐹 𝑗
𝑖 , для чего

решение представится в виде

𝑝𝑗+1
𝑖 = 𝜂𝑖+1 · 𝑝𝑗+1

𝑖+1 + 𝜇𝑖+1, 𝑖 = 0, 𝑁 − 1, 𝑗 = 0,𝑀 − 1.
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Для прогоначных коэффициентов получены следующие рекуррентные формулы

𝜂𝑖+1 =
𝐶

𝐵 − 𝐴 · 𝜂𝑖
, 𝜇𝑖+1 =

𝐴 · 𝜇𝑖 + 𝐹 𝑗
𝑖

𝐵 − 𝐴 · 𝜂𝑖
, 𝑖 = 0, 𝑁 − 1, 𝑗 = 0,𝑀 − 1.

Из граничного условия имеем

𝑝𝑗+1
0 = 𝜂1 · 𝑝𝑗+1

1 + 𝜇1,

откуда 𝜂1 = 0, 𝜇1 = 𝑝𝑐.

При аппроксимации дробных производных в (5) использована методология [7, 8].

4 Результаты

На основе численного решения задачи проанализировано влияние 𝜆𝑝, 𝜆𝑣, 𝛼 и 𝛽
на распределение давления в пласте. В качестве исходных параметров принято 𝑘 =
= 10−13𝑚2, 𝜇 = 10−2Па·с, 𝑝𝑘 = 20MПа, 𝑝1 = 15MПа, 𝛽* = 3 · 10−10Па−1, 𝑟𝑐 = 0.1м,
𝑅 = 40м.

Сначала рассмотрим уменьшение порядка производной 𝛽 от 1. Некоторые резуль-
таты показаны на рис.2. Как видно из рис.2, уменьшение порядка производной 𝛽 от
1 приводит к замедлению распространения поля давления в области. При 𝛽 = 0.7
и 0,5 профили давления находится выше, чем соответствующее распределение для
𝛽 = 1.0 (рис.2). Таким образом, с уменьшением 𝛽 от 1 понижение давления в среде
имеет отстающий характер. Уменьшение же 𝛼 от 1 действует противоположно, т.е.
наблюдается прогрессивное понижение давления с уменьшением 𝛼 (рис.3). Следова-
тельно, с уменьшением𝛼 от 1 зона понижения давления охватывает более широкую
область в среде.

Анализировалась также роль изменения релаксационных параметров 𝜆𝑝, и 𝜆𝑣,на
распределение давления при фиксированных значениях 𝛼 и 𝛽 (рис.4, 5). При этом
установлено, что влияние увеличения 𝜆𝑣на распределение давления аналогично слу-
чаю уменьшения 𝛽 от 1. (Рис.4) Следовательно, можно утверждать, что увеличение
𝜆𝑣 и уменьшение 𝛽 на распределение давления действуют одинаково. Увеличение
значений 𝜆𝑝 приводит к более интенсивному понижению давления в среде (рис.5).
В этом отношении действие увеличения 𝜆𝑝 аналогично действию 𝛼 при уменьшении
его значения. Как и влияние 𝜆𝑣 и 𝛽, здесь можно говорить об одинаковом влиянии
уменьшения 𝛼 и увеличения 𝜆𝑝.

Развитие распределения давления с увеличением времени 𝑡 показано на рис.6. С
увеличением 𝑡 уменьшение 𝑝 прогрессирует и зона его распределения расширяется.

Некоторые результаты при нулевом значении одного из релаксационных парамет-
ров 𝜆𝑝, и 𝜆𝑣 показаны на рис.7. При этом влияние параметров 𝛼 и 𝛽 остается таким
же, как в общем случае 𝜆𝑝 ̸= 0, и 𝜆𝑣 ̸= 0. Сравнивая рис.2 и рис.7 можно утверждать,
что при 𝜆𝑝 = 0 влияние 𝛽 на распределение давления проявляется более ярко. При
𝜆𝑝 = 0 (рис.7) зона распространения 𝑝 значительно сокращается по сравнению с слу-
чаем 𝜆𝑝 ̸= 0 (рис.2).Так, при 𝛽 = 1 профиль давления в момент 𝑡 = 3600𝑐 достигает
приблизительно ∼ 22 − 23 , при 𝛽 = 0.7- ∼ 13 − 12, при 𝛽 = 0.5- ∼ 9 − 10. Это
вполне согласуется с проявлением конечной скорости распространения возмущения
давления в среде при уменьшении 𝛽 и увеличении 𝜆𝑣 .
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Рис. 2 Профили давления при различных 𝛽 при 𝑡 = 3600𝑐, 𝜆𝑣 = 1000𝑐𝛽 , 𝜆𝑝 = 500𝑐𝛼, 𝛼 = 0.7.
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Рис. 3 Профили давления при различных 𝛼 при 𝑡 = 3600𝑐, 𝜆𝑣 = 1000𝑐𝛽 , 𝜆𝑝 = 500𝑐𝛼, 𝛽 = 0.7.
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Рис. 4 Профили давления при 𝑡 = 3600𝑐 , 𝜆𝑝 = 500𝑐𝛼, 𝛼 = 0.7, 𝛽 = 0.7 и различных 𝜆𝑣.
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Рис. 5 Профили давления при 𝑡 = 3600𝑐 , 𝜆𝑣 = 500𝑐𝛽 , 𝛼 = 0.7, 𝛽 = 0.7 и различных 𝜆𝑝.
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Рис. 6 Профили давления при 𝜆𝑣 = 1000𝑐𝛽 , 𝜆𝑝 = 1000𝑐𝛼, 𝛼 = 0.7, 𝛽 = 0.7 в различные
моменты времени.

5 Заключение
Численно решена задача аномальной фильтрации однородной жидкости в плоско-

радиальной пористой среде. Показано, что уменьшение порядка производной в ре-
лаксационном члене по скорости фильтрации приводит к замедлению развития поля
давления и скорости фильтрации. Уменьшение порядка производной в релаксаци-
онном члене закона фильтрации по градиенту давления, наоборот, приводит к ин-
тенсификации развития полей давления. Результаты показывают, что порядки про-
изводных в дробно – релаксационном законе Дарси по своей физической сущности
имеют те же свойства, как и времена релаксации 𝜆𝑝, и 𝜆𝑣. Следовательно, дроб-
но - релаксационный закон Дарси имеет более широкие возможности для описания
неравновесных явлений при фильтрации жидкости в пористых средах.
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ANOMALOUS FILTRATION OF LIQUID IN A
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The paper considers the radial problem of anomalous filtration of a homogeneous
liquid in a plane-radial formulation. The filtration process was modeled by a differential
equation with fractional derivatives with respect to time and pressure. This differential
equation was derived on the basis of Darcy’s fractional relaxation law, which takes into
account relaxation effects both in the filtration velocity and in the pressure gradient.
Fractional derivatives are defined in the Caputo sense, which is preferable to other defini-
tions of fractional derivatives, such as Riemann-Liouville, Grundwald-Letnikov, etc. The
problem is solved numerically by the finite difference method. The integral representa-
tion of the fractional Caputo derivative is discretized using known quadrature formulas.
The pressure profiles are determined for different values of the order of the fractional
derivative with respect to time both with respect to pressure and filtration velocity, and
the effect of process anomality on the filtration characteristics is estimated. The effect
of changing the orders of fractional derivatives on the pressure distribution at different
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moments in time is established. The effect of relaxation times for the pressure gradient
and filtration velocity on the pressure distribution in the medium at different moments
in time is also estimated. A comparative analysis of the effect of the orders of frac-
tional derivatives and relaxation times in Darcy’s law on the pressure distribution in the
medium is carried out.

Keywords: anomalous filtration, fractional derivative, finite difference method, porous
media, pressure, relaxation time.
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